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ROZDZIAŁ I. 


GEOMETRYA FORM CIĄGŁYCH ZASADNICZYCII. 


=: 


Określenia i pojęcia wstępne. 


Nazywamy formami geometrycznemi zasa- 
dniczemi gatunku 1-go następujące trzy figury geome- 
tryczne: 

l) szereg punktów na prostej (prosta punk- 
towa). t.j. ogół wszystkich punktów (elementów formy), 
położonych na prostej, którą nazywamy podkładem szeregu; 

2) pęk prostych, t.j. ogół wszystkich prostych pła- 
szezyzny, przechodzących przez jeden punkt (podkład lub 
srodek pęku); 

3) pęk płaszczyzn, t.j. ogół wszystkich płaszczyzn 
przestrzeni, przechodzących przez jednę prostą (podkład lub 
oś pęku). 

Oznaczamy nazwą: formy geometryczne gatun- 
ku 2-go następujące cztery figury geometryczne: 

1) płaszczyznę punktową, t.j. ogół wszystkich 
punktów płaszczyzny; 

2) płaszczyznę liniową, t. j. ogół wszystkich 
prostych płaszczyzny; 

3) wiązkę prostych, t.j. ogół prostych przestrzeni, 
przechodzących przez jeden punkt; 

Pascal. Rep. II. 1 


2 Rozdział 1. — $ 1. 


4) wiązkę płaszczyzn, t.j. ogół wszystkich płasz- 
czyzn przestrzeni, przechodzących przez jeden punkt. 

Nazywamy wreszcie formami geometrycznemi 
gatunku 3-go figury następujące: 

1) przestrzeń punktową, t. j. ogół wszystkich 
punktów przestrzeni; 

2) przestrzeń płaszczyznową, t.j. ogól wszy- 
stkich płaszczyzn przestrzeni. 

Dla krótkości nazywamy zwykle układem płaskim 
układ płaszczyzny punktowej i płaszczyzny liniowej, wiązką 
układ dwóch wiązek, a mianowicie wiązki prostych i wiązki 
płaszczyzn; przestrzenią układ dwu form gatunkn 3-g0. 

Jeżeli jest dana forma geometryczna ga- 
tunku l-go, to można ustanowić odpowiedniość 
pomiędzy jej elementami a liczbamiszeregu 
naturalnego w ten sposób, że każdemu elemen- 
towi odpowiadać będzie jedna liczba, i ka- 
żdej liczbie jedenitylko jeden element: i nad- 
to tak, że jeżeli ustalimy liczbę Niodpowia- 
dający jej elementa, to dawszy sobieilość a 
dowolnie małą, można zawsze znalesć inna 
ilość r taką że dla wszystkich liczb, zawartych p o- 
między Ni Nr odpowiadające im elementy 
mają odległość od elementu « mniejszą odo 
(jeżeli mowa o prostej pnuktowej) lub tworzą kąt zele- 
mentu « (jeżeli mowa o pękach). mniejszy oda. Przy tych 
dwóch własnościach odpowiedniość nazywa się dwujedno- 
znaczną i ciągłą. 

Jeżelijestdana forma geometryczna ga- 
tunku 2-go lub 3-go, to można podobnie ustano- 
wić odpowiedniość dwujednoznacznąiciągłą 
pomiędzy jej elementami a parami lub od p o- 
wiednio trójkami liczb naturalnych. „Odpowie- 
dniość ciągła* ma tu definicyę analogiczną do tej, jaką poda- 
liśmy dla form gatunku 1-go. 

, Liczby, odpowiadające w ten sposób elementom formy da- 
nej, nazywają się spółrzędnemi elementów formy. 


Określenia i pojęcia wstępne. 3 


Formy l-go, 2-go, 3-go gatunku są odpowie- 
dnio formami o jednej, dwóch, trzech spół- 
rzędnych. 

Mówi się też zwykle, że formy 1. 2, 3-go gatunku są odpo- 
wiednio jednego, dwu, trzech wymiarów, lub że mają 0o!,0o?,0o* 
elementów. 

Wykonać ześrodkastałego (środka rzutn) 
rzut figury, złożonej z punktów i prostych. znaczy wykreślić 
proste, przechodzące przez ten środek i przez punkty figury, oraz 
płaszczyzny, przechodzące przez środek stały i przez proste figmryv 
danej. 

Wykonać z prostej stałej (osi rzutu) rzut 
figury złożonej z punktów, znaczy wykreślić płaszczyzny, prze- 
chodzące przez prostą stałą, i przez każdy z punktów danych. 

Przeciąć płaszczyzną figurę, złożoną z płaszczyzn 
i prostych, znaczy wykreślić przecięcia tej płaszczyzny z pła- 
szczyznami i prostemi dancmi. 

Przeciąć prostą figurę, złożoną z płaszczyzn, znaczy 
wykreślić przecięcia prostej ze wszystkiemi płaszczyznami figury. 

Formy geometryczne jednago i tego sa- 
mego gatunku otrzymują się jednazdrugiej 
zapomocą rzutów iprzecięć. 

W geometry nowoczesnej wielkie znaczenie ma badanie 
odpowiedniości pomiędzy tigurami lub formami geometrycznemi 
w celu wyprowadzania własności jednej figury z własności figury, 
jej odpowiadającej. 

Odpowiedniość może być dwnujednuoznaczna lub 
nie. Jest dwujednoznaczną wtedy, gdy elementowi je- 
dnej formy odpowiada jeden i tylko jeden element drugiej, i od- 
wrotnie. 

Dwie formy, będące w odpowiedniości, mogą być nało żo- 
nemi jedna na drugą t. j. mieć ten sam podkład. W tym przy- 
padku odpowiedniość może być tego rodzaju, że pewnemu ele- 
mentowi odpowiada zawsze jeden 1 ten sam element, bez względu 
na to, czy element dany uważa się jako należący do jednej formy, 
lub jako należący do drugiej. Taka odpowiedniość nazywa się 
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inwolucyjną; mówimy także, że wtedy elementy od- 
powiadają sobiesposobem podwójnym. 

Do najprostszych odpowiedniości należą: rzntowość, 
zwaną także kolinearnością lub homografią (je- 
dnokreślnością) (której przypadkami szczególnemi są: 
homologia i perspektywiczność) oraz dwoi- 
stość (dualność), zwana też wzajemnością (kore- 
lacyą). 

Mówimy o dwóch formach geometrycznych zasadniczych, 
że pozostają do siebie w związku rzutowym, lub że są 
w odpowiedniości rzutowej albo wprost rzuto- 
wemi, jeżeli pomiędzy ich elementami można ustanowić 
odpowiedniość taką. że jedna daje się otrzymać z drugiej 
za pomocą skończonej liczby rzutów lub przecięć. Zamiast 
nazwy „formy rzutowe* można mówić „formy homo- 
graficzne“ lub .kolinearne*. Określenie to nie stosn- 
je się do form gatunku 38-go, do których należy stosować deli- 
nicyę następującą: 

Dwie formy gatunku 2-go lub 3-g0 nazywają się rzut o- 
wemi. jeżeli elementy ich tego samego gatunku odpowiadają 
sobie dwujednoznacznie i w ten sposób, że elementom, należącym 
do siebie, odpowiadają również elementy, do siebie należące. 

Dwie formy rzutowe względemtrzeciej są 
rzutowemi względem siebie. 

Dwie formy zasadnicze są perspektywicznoemi 
w przypadkach następujących: 

a) Dwa szeregi prostoliniowe punktowe, gdy są przecię- 
ciami jednego pęku promieni. 

b) Dwa pęki płaszczyzn, jeżeli rzucają z dwu środków 
różnych ten sam pęk promieni. 

e) Dwa pęki promieni, jeżeli z dwu srodków różnych rzu- 
cają ten sam szereg prostoliniowy punktów lub są przecięciamni 
tego samego pęku płaszczyzn. 

d) Szereg punktowy i pęk promieni (lub płaszczyzn) lub 
pęk promieni i pęk płaszczyzn, jeżeli pierwsza forma jest prze- 
cięciem drugiej. 
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r) Dwie płaszczyzny punktowe lub liniowe, jeżeli są prze- 
cięciami tej samej wiązki. 

) Dwie wiązki, jeżeli rzucają z dwu środków rożnych tę 
samą płaszczyznę punktową lub liniową. 

y) Płaszczyzna punktowa lub liniowa i wiązka, jeżeli 
pierwsza forma jest przecięciem drugiej. 

Dwa układy płaskie, nałożone na siebie, nazywają się 
homologicznemi, jeżeli są przecięciami dwu wiązek per- 
spektywicznych: dwie wiązki o tym samym środku nazywają 
się homologicznemi, jeżeli rzucają z jednego środka dwa 
układy płaskie homologiczne. 

Dwa układy płaskie nazywają się wzajemnemi lub 
dwoistemi, jeżeli punktom jednego odpowiadają dwujedno- 
znacznie proste drugiego, i odwrotnie w ten sposób, że należącym 
do siebie elementom pierwszego odpowiadają należące do siebie 
elementy drugiego. 

Dwie przestrzenie nazywają się wzajemnemi lub 
dwoistemi. jeżeli punkty, proste i płaszczyzny jednej odpo- 
wiadają dwujednoznacznie płaszczyznom, prostym i punktom 
drugiego, w ten sposób, że elementom, do siebie należącym w je- 
dnej odpowiadają elementy, do siebie należące w drugiej. 

W łasnością rzutową figury nazywa się własność, 
która utrzymuje się, jeżeli zamiast tej figury weżmiemy inną. 
względem niej rzutową. Własność, zależąca istotnie od miary 
odległości, kątów, pól it. p., nazywa się własnością mia- 
rową lub metryczną. 

Niektóre własności miarowe mogąteż być 
irzutowemi. 

Własność nazywa się graficzną lub opisową lub 
„własnością położenia”, gdy odnosi się wyłącznie do 
położenia elementów figury (np. jak przechodzenie linij lub po- 
wierzchni przez pewne punkty, wspólność pewnych punktów lub 
linij dla pewnych linij lub powierzchni), z zupełnem wyelimino- 
waniem pojęcia wielkości. 

Każda własność graficzna jest zawsze 
rzutową. 
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Własności graficzne figury są podległe prawn, które nazy- 
wany zasadą dwoistości lub zasadą wzajemności 
na płaszczyżniei w przestrzeni 

Każde twierdzenie, wyrażające własność 
graficzną figury płaskiej, utrzymuje się, jo- 
żeli elementy „prosta*, „punkt* przemienimy 
na elementy „punkt“, „prosta“, iza elementy, do 
siebie należące, podstawimy również należące 
do siebie elementy. 

Każdetwierdzenie, wyrażające własność 
graficzną bryły utrzymuje się, jeżeli prze- 
mienimy przedewszystkiem elementy „punkt* 
i „płaszczyzna“ na elementy „płaszczyzna*, „punkt“, 
pozostawimy bez zmiany element „prosta*, 
a następnie zaelementy, należące do siebie, 
podstawimy również elementy, należące do siebie. 

Dwa działania: rzut ze środku (lub z osi) 
i przecięcie płaszczyzną (lub prostą) są dwo- 
ma działaniami dwoistemiw przestrzeni; rzut 
ześrodka na płaszczyźnie i przecięcie prostą 
na płaszczyżnie są dwoma działaniami dwoi- 
stemi na płaszczyźnie. 

Dwie formy geometryczne, wzajemne z trze- 
cią, sąrzutowemi względem siebie, 

Dwoistość form nałożonych (mających wspólny podkład) 
może być także inwolucyjną i nazywa się wtedy biegu no- 
wością. 

Zasada biegunowości jest więctylko przypadkiem 
szczególnym dwoistości. 

. Według zasady dwoistości, krzywej płas- 
kiej, uważanej za miejsce punktów, odpowiada 
krzywa, uważana jako obwiednia stycznych, 
t.j. punktom jednej krzywej odpowiadają sty- 
czne drugiej. 


W geometryi zasadniczem jest pojęcie elementu w nie- 
skończoności. 
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Mówimy, że: 

Wszystkie proste równoległe na płasz- 
czyżnie spotykają się w punkcie, znajdującym 
się wodległości nieskończonej; 

na płaszczyźnie tyle jest punktów w odle- 
głości nieskończonej, ile jest możliwych kie- 
runków prostej na tej płaszczyźnie; 

wszystkie te punkty znajdują się na je- 
dnej prostej, która nazywa się prostą w nie- 
skończoności na płaszczyźnie; 

wszy stkie płaszczyzny równoległe prze- 
strzeni przecinają się według jednej prostej 
wodległości nieskończonej: 

wszystkie proste w odległości nieskoń- 
czonej w przestrzeni oraz wszystkie punkty 
w odległości nieskończonej znajdują się na 
jednej płaszezyźnie, którą nazywamy płasz- 
czyzną w nieskończoności w przestrzeni. 

W rozdziale następnym mówić będziemy o formach 
nieciągłych. Dla ułatwienia wszakże zrozumienia poniż- 
szego wykładu, musimy tu podać definiecyę czworokąta i czworo- 
boku zupełnego. 

Jzuworokątem płaskim zupełnym nazywamy 
tigurę, utworzoną z czterech punktów (wierzchołków) na 
płaszczyźnie, z których żadne trzy nie leżą na jednej prostej, 
i z sześciu prostych (boków), łączących każde dwa punkty. 
Trzy punkty spotkania boków przeciwległych (t. j. boków, nie 
przecinających się w jednym z danych wierzchołków) tworzą 
trójkąt, który nazywa się trójkątem przekątnym. 

Czworobokiem płaskim zupełnym nazywamy 
figurę, złożoną z czterech prostych (boków) na płaszczyźnie, 
Z których żadne trzy nie przechodzą przez jeden punkt, t. j- 
z sześciu punktów (wierzchołków), w których te boki po dwa się 
spotykają. Trzy proste, łączące wierzchołki przeciwległe (t.j. 
nie leżące na jednym boku) tworzą tak nazwany trójbok 
przekątny. 
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1. Szereg punktów (prosta punktowa). Pro- 
stą przebiegać może punkt jej w dwu kierunkach, x których je- 
den nazywamy dodatnim, drugi ujemnym. Każdy odei- 
nek prostej ma znak + lub —-, stosownie do tego, czy jest prze- 
biegany w kierunku dodatnim czy ujemnym. 

Za pomocą symboln AP oznaczać będziemy liczbę, mierzącą 
odcinek, idący od A aż do B. Jest 4B==-- BA. 

Pomiędzy odcinkami, określonemi przez 
trzy punkty na prostej, zachodzi związek: 


AB+BC+CA=0. 


Pomiędzy odcinkami, określonami przez 
cztery punkty 4,B,(,D na prostej zachodzi 
związek: 


AB.CD+AC.DB-| AD: M'e 0. 


Jeżeli przez ó4,0,;,... oznaczymy odległości punktów 1,2; 
1,8;., to pomiędzy odległościami trzech pun k- 
tów na prostej zachodzi następujący związek 
(w postaci wyznacznika): 


uk wb wd 


1 
| 
pl, y” 0 P Ans | 
| 
| M M 
log dw” « DA | 
Powiadamy, że cztery punkty .1,,0, na prostej są 
harmonicznemi, jeżeli pomiędzy odcinkami, określonomi 
przez nie, zachodzi związek: 
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WER 1 1 
FIS AB AB T AD>’ 
lub 


lub wreszcie: 
ak AD 


GB BE" 
Jeżeli przez M oznaczymy środek oduinka AB, będzie: 
MC. MD = JA. 


Punkty -Li P nazywają się harmoniecznie sprzężo- 
nem i; toż samo stosuje się do punktów ('i D. 

Geometrycznie można to tak wyrazić: cztery punkty 
A, B, C, D nazywają się harmonicznemi, jeżeli można wykreślić 
czworokąt zupełny taki, że dwa jego boki przeciwległe spotkają 
się w punkcie A. dwa drugie przeciwległe w punkcie B, piąty 
bok przejdzie przez punkt (, u bok szósty przeciwległy przez 
punkt D. Jożeli można zbudować jeden taki 
czworokąt to można ich zbudować nieskońhń- 
zenio wiele. 

Jeżelicztery punkty harmoniczne rzuci- 
my ześrodka na inną prostą otrzymamy zno- 
wu eceztory punkty harmoniczne. 

Jożoli mamy trzy punkty A, B,C oraz daną 
kolej, w jakiej jo rozważać należy, to punkt czwar- 
ty Djest okreslony jednoznacznie przez to, że 
ma być donich harmonicznym, t.j. ma być har- 
monicznie sprzążony zpunktem Č względem 
pary punktów „l, B. 

Jożeli ABCD jest formą harmoniczną, to 
będą również harmonicznemi formy BACD, ABDC, 
BADC. 

W formie harmonicznej ABCD punkty sprzę- 
żone A, B są koniecznie rozdzielone przez punkty 
C, D. 
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W ezworoboku zupełnym każda przekątna 
jest podzielona harmonicznie przez dwie po- 
zostałe. 

Jeżeli mamy cztery punkty „I, P, C, D ba prostej, to sto- 
sunek odległości 


do .. 52 
"BC BD 


nazywa się stosunkiem anharmonicznym albo dwu- 
stosunkiem (stosunkiem podwójnego podziału) czterech punk- 
tów i wyraża się symbolem (.173('7)). 

Dwustosnnek nie zmienia się skutkiem 
przemiany wzajemnej dwu punktów jednej 
paryirównoczesnej przemiany dwu drugich. 

Jeżeli wykonamy wszystkie 24 przemiany 
pomiędzy czterema punktami, todwustosunek 
przyjmuje tylko sześć różnych wartości, która 
wyrazić można łatwo zapomocą jednej z nich. 

Jeżeli A jest wartością dwustosnnku (15/0), 
to wartosciami temi są: 


ARO n L at s 


A 
'AUBD)=1—4 . (ACDIN. | r 
l gi 7 
ADBC) = © (ABDC 
í j= GIBDO 3°, 


Jeżeli dwa z pomiędzy czterech punktów 
zlewają się, to dwustosunek ma jednęztrzech 
wartości O,l,co. Jeżeli cztery punkty są har- 


monicznemi, to dwnstosunek przyjmuje jed nę 
1 


z wartości =1, -y2 


Sześć stosunków anharmonicznych czterech 
punktów rzeczywistych są w ogóle nierówne, o ile 
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niezachodzijeden z dwu przypadków poprze 
dnich, w których są tylko trzy pary różnych 
wartości 

Jeżeli jeden z punktów przechodzi do nie- 
skończonoścei, to lwustosunek ma wartość 


PU 


(ABC = ger . 


Jeżeli dwustosunek LIBCD) równa się r, 
wtedy: 


(Möbius) 


Ustaliwszy na prostej punkt O) (początek), ustalmy kieru- 
nek dodatni i jednostkę miary. Każdy punkt prostej 4 można 
wtedy wyznaczyć za pomocą miary odległosci jego od początku. 
biorąc tę liczbę ze znakiem - lub —, stosownie do tego, czy 0.1 
jest dodatnie lub ujemne 

liczba dodatnia lub ujemna, odpowiadająca w ten sposób 
punktowi A, nazywa się spółrzędną zwyczajną (od- 
ciętą) tego punktu. 

Niechaj teraz będą dwa punkty stałe „l, B; dajmy, że mamy 
punkt trzeci (/; stosunek 


A(' 


OBR" 


nazywa się spółrzędną barycentryczną punktu (. 

Spółrzędna barycentryczna punktu w nie- 
skończoności na prostej jest równa—l. 

Jeżeli ustalimy trzy punkty „l, B, U na prostej, to za spół- 
rzędnę punktu jakiegokolwiek /) tej prostej można przyjąć 
dwustosunek (1230). Tę spółrzędnę można nazwać rzu- 
towa. Punkty „li B, mające za spółrzędne co i 0, nazywają 
się zasadniczemi; punkt C mający za spółrzędnę 1, na- 
zywa się punktem-jednością. 

Przypadkiem szczególnym tych spółrzę- 
dnych są spółrzędne zwyczajne; dość przyjąć, że A 
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znajduje się w nieskończoności, B w początku spółrzędnych, (' 
zaś w odległości —- 1 od B. 

Tak więc: odległość dwn punktów równasię 
stosunkowianharmonicznemu czwórki ntwo- 
rzonej zdwnu punktów danych z punktu w nie- 
skończonościizpunktu-jedności. 

Jeżeli C jest punktem środkowym pomiędzy „fi D, wtedy 
spółrzędne rzutowe stają się spółrzędnemi 
barycentrycznemi. 

Powiemy teraz słów kilka o spółrzędnych jedno- 
rodnych punktów na prostej. 

Dajmy, że ustaliliśmy na prostej pewien układ spółrzę- 
dnych; niechaj w będzie spółrzędna punktu P; nadajmy jej po- 
stać x = z Ilości 4 ,.r,, których stosunek określa spółrzędnę 

2 
punktu P, nazywamy spółrzędnemi jednorodnemi. 

Pomiędzy układami spółrzędnych jednorodnych zasługuje 
na uwagę następujący: 

Niechaj „1, B będą dwa punkty (podstawowe), p i q odległo- 
ści punktu P od tych dwu punktów, tak żep-+q9= „17; wy- 
brawszy dwie stałe a i b, połóżmy: 


da ay 


wtedy każdemu punktowi P odpowiadać be 
dzie para wartości æ, których stosunek jest 
stały, I każdej parze takich wartości odpo- 
wiadać będzie jedyny punkt P. Ilości 2, r, można 
uważać za spółrzędne jednorodne punktu na prostej: 
wartości x, =0 odpowiada punkt A, wartości x, ==0 punkt J; 
punkt w nieskończoności ma spółrzędne „r, == —D, ry .-. u. Punkt 


U, dla którego rze nazywa się punktem-jednością. 


Ten układ spółrzędnych jednorodnych za- 
wiera w sobie jako przypadek szczególny u- 
kład spółrzędnych zwyczajnych (odciętych) nie- 
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jednorodnych; dość w tym celu założyć. że B oddala się 
do nieskończoności. Lecz wtedy nie ma potrzeby rozważania 
spółrzędnej s», gdyż 4 jest zawsze nieskończone, a położenie 
punktu wyznacza się przez samo 2, t. j. przez odległość punktu 
od punkta „l. 


Za JĄ GR 44 ż P Ti A 
Latwo zresztą widzieć, że ponieważ stosunek —- można na- 


l 
e MEPE) sk Ol sa ; me 
pisać w postaci -—: y (gdzie grą jest stosunkiem odległości 


punktu-jedności (7 od punktów Bi „ł), więc wyraża on dwusto- 
sunek czterech punktów /.1/7P. Stąd, w istocie rzeczy, rozwa- 
żany układ spółrzędnych nie różni się od tego, który otrzymu- 
jemy, biorąc w postaci jednorodnej sposobem zwykłym spół- 
rzędnę rzutową; układ ten przeto jest układem spół- 
rzędnych jednorodnych rzutowych. 

Jeżeli spólrzędnej punktu prostej nadarny wartości urojone. 
to możemy wprowadzić też utwory, które nazwiemy pun k- 
tami urojonemi prostej. 

W spółrzędnych zwyczajnych dwnstosunek 
czterech punktów wyraża się za pomocą wzoru: 
= r eae" 


r ho zt Jm? 
I "= 4 p =] 


gdzie aja", sąodciętemiezterech punktów 
danych. Za pomocą tego wzoru można też obliczyć dwusto- 
sunek punktów urojonych prostej. 

Rozszerzywszy tym sposobem pojęcie dwustosunkn. znaj- 
ilujemy jeszcze jeden przypadek, prócz wyżej podanych, w któ- 
rym sześć wartości dwustosunku nie są wszy- 
stkie różne. Ten przypadek zachodzi wtedy, jeżeli war- 
tośćjednegozdwustosunków jest pierwiast- 
kiem sześciennym zespolonym z jedności ujem- 
nej. Wtedy cztery punkty nazywają się równoanharmo- 
nicznemi, a sześć dwustosnuków redukuje się 
do dwu różnych. 

Mówimy, że równanie algebraiczne względem © stopnia 
n-tego przedstawiagrnpę n punktów na prostej; 
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rozumieć to należy w ten sposób, że jeżeli pomyślimy równanie 
jako rozwiązane, to pierwiastki jego należy uważać jako spół- 
rzędne n punktów (rzeczywistych lub zespolonych) na prostej. 

Dwa szeregi punktów na prostej są rzutowami 
(homograficznemi lub kolinearnemi, patrz$ 1), jeżeli 
każdemu punktowi jednego odpowiada joden i tyl- 
ko jeden'punkt drugiego, a dwustosunek cztoroch 
punktów na jednym równa się dwnstosunkowi od- 
powiednich czterech punktów na drugim. 

Ta własność może też służyć za podstawę delinicyi rzu- 
towych szeregów punktów. 

Inne określenie (v. Śrandta) jest następujące: 

Dwa szeregi punktów na prostej nazywamy 
odniesionemi do siebie rzutowo lub wzajemnie, je- 
żeli są w takim związku, że grupom harmonicznym 
jednego odpowiadają grupy harmoniczne drugiego. 

Punkt prostej punktowej, odpowiadający punktowi w nie- 
skończoności na drugiej prostej punktowej, nazywa się punk- 
tem zbiegn lnb punktem granicznym. 

Jeżeli oba punkty zbiegu są w nieskończoności, proste 
punktowe nazywają się podobnemi. 

Można określić rzutowość jeszcze następującym sposobem: 

Dwie proste punktowe nazywają się rzutowo- 
mi wzajemnie, jeżeli odpowiadają sobie w ton spo- 
sób, iż od punktów jednej przechodzi się do punk 
tów drugiej za pomocą skończonej liczby rzntow 
i przecięć. 

Odpowiedniość jest określona, jeżeli są usta: 
lone dowolnie trzy pary punktów odpowiednich. 

Jeżeli zi y są spółrzędne zwyczajne punktów 
dwu prostych punktowych, to związek dwuliniowy 
typu 


azy +- ba -cy-| d0 


jest związkiem, jaki powinien zachodzić między 
spółrzędnemi, aby obie proste były rzutowemi (ró- 
wnanie rzutowości). 
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Jeżeli l'1 Jsą punktami zbiegu dwu prostych 
punktowych, wzajemnie rzutowyelh, 4, A zaś dwoma 
punktami odpowiedniemi. wtedy iloczyn JA.I4I' 
jest stały, niezależnie od wyboru pary 4,4. W dwu 
prostych punktowych podobnych, stosunek dwu 
odcinków odpowiednich (stosunek podobieństwa) 
jest stały. 

Jeżeli ton stosnnek jest +1, wtedy obie proste puuk- 
towe nazywają się przystającemi (równemi). 

Jeżeli dwie proste punktowe wzajemnie rzu- 
towe o podkładach różnych mają jeden punkt zje 
dnoczony (t.j. punkt odpowiadający samemu sobie), 
to są perspektywicznami. 

Jeżeli dane są trzy pary „LA, BR, CC" elementów, od- 
powiadających sobie w dwóch prostych punktowych, to dla 
wykreślenia innych par punktów, t. j., jak się mówi, dla wy- 
kreślenia rznitowości, postępujemy tak: Na prostej, ła- 
czącej punkty odpowiednie, np. A il, bierzemy 
dwa środki S, S’; prowadzimy proste SBi S'B' któ- 
re przecinają się w B": prowadzimy dalej proste 
SCi N'i, które przecinają sięw 7; łączymy D" 
iC" z punktu D pierwszej prostej punktowej przy 
pomocy rzutu z punktu S otrzymujemy punkt D" 
ua B'O"; rzncamy z punktu S’ punkt D'i w punkcie 
spotkania z drugą prostą znajdujemy punkt 7, 
odpowiadający punktowi D 

Jażeli obie proste punktowe są nałożone je- 
dna na drugą, wtedy rzucamy jednę z nich ze 
środka, znajdującego się na drugiej, i postępuje- 
my. jak poprzednio. 

Jeżeli wybierzemy punkty SIA” w punktach A'i A, wtedy 
prosta B'C" nazywa się osią rzutowości albo osią (ho- 
mografii) jednokreślności. Przecina ona dwie proste 
punktowe w punktach, odpowiadających ich punktowi wspól- 
nemu. Własność tej osi podajemy niżej. 

Jeżeli podkładem dwóch prostych honograficznych jest je- 
dna i ta sama prosta, wtedy te proste nazywamy nałożonemi. 
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Dwie proste punktowe homograficzne na- 
łożone, jeżeli nie zlewają się zupełnie (to jest 
gdy ich elementy nie są wszystkie zjednoczone) 
mogą mieć co najwyżej dwa pnukty rzeczywiste 
zjednoczone. Spółrzędne tych punktów są pier- 
wiastkami równania: 


aa? p (bor s) r Hd. 


Punkty zjednoczone nazywają się inaczej punktami po- 
dwójnemi lub ogniskami. 

Jeżeli pierwiastki tego równania są urojone, to mówimy, 
że istnieją dwa punkty zjednoczone urojon.e. 

Środek odcinka, ograniczonego dwoma punk- 
tami zjednoczonemi, zlewa się ze środkiem od- 
cinka, ograniczonego dwoma punktami zbiegu. 

W dwu prostych homograficznych nałożo- 
nych dwustosunek jakichkolwiek dwu punktów 
względem punktów zjednoczonych jest stały. 

Odpowiedniość takich dwóch prostych punk- 
towych jest inwolucyjna(t.j.punktowiodpowia- 
da zawsze drugi ten sam), wtedy tylko, gdy ten 
dwustosunek ma wartość-|-|[ lub — |. 

W pierwszym przypadku obie proste punktowe sę idon- 
tyczne, w drugim tworzą homografię inwolucyjną 
lub wprost inwolucyę (Desargues). 

Analitycznie inwolncya określa się równa- 
niem typu: 


ary tbl + y- d=. 


Punkty zjednoczone inwolncyi dane są przez 
równanie: 


Qu? -- 25 6 -rd==0. 


Jeżeli spółczynniki í", bd są rzeczywiste, inwolucya będzia 
hyperboliczną, gdy punkty zjednoczone są rzeczywiste; 
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eliptyczną, gdysą urojone; paraboliczną, gdy punk- 
ty zjednoczone zlewają się. 

W przypadku inwolucyi dwa punkty gra- 
niczne zlewają się w jeden punkt, zwany środ- 
kiem inwolncyi, który jest punktem środkowym 
odcinka, okreslonego przez dwa punkty zjedno- 
czone. 

Jeżeli w dwóch prostych punktowych homo- 
graficznych nałożonych istnieją dwa punkty 
różne, odpowiadające sobie w sposób podwójny 
(patrz $ 1), to toż samo zachodzić będzie dla dwu 
punktów odpowiednich jakichkolwiek, i będzie- 
my mieli inwolncyę. 

Jeżeli 0 jest środkiem inwolucyi zaś Ai4A' 
są dwoma punktami odpowiadającemi sobie, bę- 
dzie zawsze: 


(Li. 01! = const. 


Inwolncya jestokreśloną przez dwie pary 
punktów sobieodpowiadających A,A; B, BR". 

Jeżeli mamy dwie pary odpowiadających sobie punktów, 
to dla wykreslenia inwolucyi postępujemy tak: przyj mu- 
jemy punkt dowolny (i zewnątrz prostej i opi- 
sujemy koła (LI, (1BB' które niechaj przecinają 
sie nadto w punkcie M. Punkt 0, w którym pro- 
sta dana spotyka prostą, GII jest środkiem in- 
wolucyi, a każde koło, opisane na GH, spotyka 
prostą daną w dwn odpowiadających sobie 
punktach inwolncyi. 

Jeżeli IA, BB',((/ sątrzema parami punk- 
tów winwolucyi, wtedy pomiędzy odcinkami, 
jakie te punkty określają na prostej, zacho- 
dzi związek: 


AB'.BC'.CW+-ABR.B'C.C'H=0. 
Jeżeli ryja, Y są spółrzędnemi punktów 


„AM, d; B, B’ wtedy: 
Pascal. Rep. IT. - 
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yy + Wata o l 


jest równaniem inwolucyi. 

Jeżeli f,(cj=0 jest równaniem stopnia 2-go, 
którego pierwiastkami są z,y,;;/4(%)==00 równa- 
niem stopnia 2-go, którego pierwiastkami są 
T.y,torównanieinwolucyi jest postaci: 


f, (©) + 2/, (w) =0. 


Jeżeli kąt prosty obraca się około swego wierz- 
chołka na własnej płaszczyżnie, wtody ramio- 
na jego opisują na jednej prostej dwa szeregi 
punktów, będące w inwolucyi. 

Przecinając trzy pary boków przeciwle- 
głych czworokąta zupełnego dowolną po- 
przeczną, otrzymujemy trzy pary punktów, bę- 
dących winwolucyi 

Sześć punktów, które otrzymujemy, vrzi- 
cajączdowolnegośrodkana prostątrzy pary 
przeciwległych wierzchołków czworoboku zu- 
pełnego, tworzą paramiinwolucyę. 

Jeżeli w dwóch prostych homograficznych 
nałożonych 44, ĽB' są parami elementów od- 
powiadających sobie, gas Ki Fsą dwoma punk- 
tami zjednoczonemi (różnemi lub nie, wtady 
EF, AB';BA' będą trzema parami punktów win- 
wolucyi 

Rzutowość nałożonych szeregów punktów na prostej może 
być kołową (cykliczną) rzędu u-tego, t. j. taką, że gdy ma- 
jąc punkt 4. szukamy odpowiadającego mu punktu A’, następnie 
uważając ten punkt 4 za należący do szeregu pierwszego, szu- 
kamy odpowiadającego mu w szeregu drugim punktu A" i tak 
dalej, to po n takich działaniach dochodzimy do punktu począt- 
kowego A. 
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Inwolucya jest rzutowością kołową rze- 
du 2-go. 

Jeżeli punkty zjednoczone przyjmiemy 
za punkty podstawowe spółrzędnych rzuto- 
wych (niejednorodnych), wtedy równanie rzu- 
towości kołowej rzędu n-tego można będzie na- 
pisać w postaci y—-ex=0, gdzie e jest pier- 
wiastkiem pierwotnym stopnia »-tego z jedności. 

Rzutowość kołową nazwał tak Clebsch (Crelle t XVII: 
zajmowali się nią pierwsi Möbius (Werke II) i Battaglini 
(Acc. Napoli 1868), który nazywał ją inwolucyą rzędu 
wyższego. 

Do odpowiedniości ogólnych pomiędzy dwiema nałożonemi 
prostemi punktowemi (i w ogóle pomiędzy nałożonemi dwiema for- 
mami zasadniczemi gatunku 1-go, stosuje się następujące ważne 
twierdzenie, zwane zasadą odpowiedniości Chas- 
Jes'a: 

Jeżeli pomiędzy dwoma nałożonemi sze- 
regami prostoliniowemi punktów ustanowi- 
my odpowiedniość taką, że każdemu punktowi 
jednego odpowiada m punktów drugiego, a ka- 
żdamn punktowidrugiego n punktów pierwsze- 
go, tow tych szeregach będzie m--n punktów, 
odpowiadających samym sobie (Chasles, Compt. 
Rend 1864, 1866). 

2. Pęk prostych. Wybierzmy w pęku pewną prostą 
za prostą początkową; obracając tę prostą około środka, 
otrzymamy sam pęk. Obrót ten dokonywać się może w dwóch 
zwrotach; zgódźmy się nazywać obrotem dodatnim ten, któ- 
ry dokonywa się w pewnym zwrocie oznaczonym; ujemnym 
ten, który dokonywa się w zwrocie przeciwnym. Jeżeli aib są 
dwie proste pęku, to przez kąt (a,b) rozumieć będziemy kąt 
najmniejszy, jaki winien opisać promień a w zwrocie do- 
datnim, aby zlał się z promieniem 4. liczba mierząca kąt, 
który prosta początkowa tworzy z każdą z prostych pęku, może 
być nazwaną spółrzędną zwyczajną albo anomalią tej 
drugiej prostej. Jest (ba) + (ab) = z. 
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Dwustosunkiem czterech promieni pęku jest dwnsto- 
sunek czterech punktów, w których pęk ten przecina jakako|- 
wiek poprzeczna. Dwustosunek ten przedstawiają też 
wyrażenia: 


sin (4c) | sin(ad) 


pibadi sn (be) ` sin(bd) * 


(A DA 
(abed) = -p e t 


gdzie CA, (B, DA, DB są odległościami dwu punktów (' 7) 
promieni r, dł od promieni «, 0. 
Kładąc (avca) = r, mamy: 


1—1 y r , 
a ZZ e e m ma n =, J s: | 
tg(ab)  tg(ac) | tg (ud) Möbius) 


Jeżeli (abcd) = — 1, to cztery proste nazywają się harm o- 
nicznemi. 

Cztery promienie pękn są harmonicznemi, je- 
żeli można zbudować czworobok zupełny w ten 
sposób, by dwa jego wierzchołki przeciwległe znaj- 
dowały się na u, dwa przeciwległe na b, piąty na 
c, szósty na d. 

Jeżeli można wykreślić jeden taki czworobok, 
to można wykreślić ich nieskończenie wiele, 

Ustalmy w pęku dwa promienie a i b; za spólrzędne pro- 
sin (uc) 
sin (cù) 
sobem układ spółrzędnych analogicznych do układu barycen- 
trycznego dla szeregu punktów. 

Jeżeli zaś ustalimy trzy promienie a,0,c, to można za 
spółrzędne promienia d wziąć stosunek anharmoniczny (ubed); 
otrzymujemy tym sposobem układ spółrzędnych rzu- 
towych. 

Jeżeli spółrzędnym nadawać będziemy wartosci urojone, 
otrzymamy proste urojone pęku (przez definicyę). 


mienia « można wziąć stosnnek . Otrzymujemy tym spo- 
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Dwa pęki prostych są homograficznemi, 
kolinearnemialbo rzutowemi, jeżeli odpowia- 
dają sobie wzajemnie w ten sposób, iż stosu- 
nekanharmoniczny czterech promieni jednego 
znich równasięzawszestosunkowianharmo- 
nicznemu czterech odpowiednich (sprzężo- 
nych) promieni drugiego. 

Tu, podobnie jak dla prostych punktowych, można włas- 
ność tę przyjąć za definicyę pęków rzutowych. 

Inna definicya (v. Standta) jest następująca: Dwa 
pęki są rzutowemi, gdy odpowiadają sobie 
w ten sposob, iż grupom harmoniecznym jedne- 
go odpowiadają grupy harmoniczne drugiego. 

Jeżeli oba pęki mają ten sam środek (pod- 
kład), wtedy będą zawsze dwa promienie (rze- 
czywiste lub urojone), odpowiadające samym 
sobie (promienie zjednoczone lub podwójne). 

Jeżeli ta odpowiedniosć jest inwolucyjną (nie będąc 
taką, że każdy promień odpowiada samemn sobie), wtedy mó- 
wimy, że pary promieni odpowiednich tworzą inwolucyę. 
Dwie prostesprzężone (odpowiadające sobie) 
są wtedy harmonicznemi z dwiema prostemi 
podwójnomi. 

Podobnie, jak dla prostych punktowych, można tu określić 
rzutowość kołową rzędu n-tego 

Ramiona kąta prostego, obracającego się 
wswej płaszczyźnie około wierzchołka, opi- 
sują dwa pęki promieni winwolucyi. Promie- 
nie podwójne są urojonemi i idą ku dwóm 
punktom kołowym (patrz $ 3). 

Rzaucając z dowolnego środka trzy pary 
wierzchołków przeciwległych czworoboku zu- 
pełnego, otrzymujemy trzy pary promieni, bę- 
dących w inwolucyi. 

Jednokreślność (homografia) dwóch pę- 
ków promieni jest określona przez trzy pary 
odpowiadających sobieelementów. 
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Jeżelidwapękihomograficzneo różnych 
środkach mają promień wspólny, to są per- 
spektywicznemi. 

Dla wykreślenia homografii dwu pęków promieni. mając 
trzy pary aw, hb', cd odpowiadających sobie promieni, postę|m- 
jemy w sposób odpowiadający temu, jakiego użyliśmy w przy- 
padku dwóch szeregów punktów. Przez punkt wspólny 
dwóm odpowiadającym sobie promieniom 4, &' 
prowadzimy dwie proste ss; niechaj b będzie 
prosta, łącząca punkty sh, sb; o" prosta, łącząca 
punkty so sc; punkt W" jest środkiem pękn, 
który będzie perspektywicznym względem 
obu pęków danych. Jeżeli więc damy sobie 
promień d pierwszego pęku, to znajdziemy 
punkt jego spotkania zs; ten punkt łączymy 
z punktem b", znajdujemy punkt spotkania 
tegoż promienia z s; prosta. łącząca środek 
drugiego pęku ztym drugim punktem, będzie 
promieniem l’ odpowiadającym promieniowi d. 

Jeżeli za s, s” weźmiemy odpowiednio proste «’, a, to proste, 
łączące punkty nb. ba’; ac, ew; bc, cb';... spotkają się w jednym 
punkcie, który nazywa się środkiem rzutowości lub 
homografii obu pęków. 

Środek rzutowości ma tę własność, iż każ- 
da prosta, przezeń przechodząca, przecina 
pęki według dwóch prostych punktowych 
w inwolucyi; i odwrotnie, każda taka prosta 
przechodzi przez ten środek 

Os rzutowości dwóch prostych punktowych wzajemnie 
rzntowych ma własność odpowiednią, której tn wysławiać nie 
potrzebnjemy. 

Dwa pęki promieni nazywają się podobnemi (środki ich 
są w nieskończoności), gdy przecięcie jednego jest podobne do 
przecięcia drugiego. 

Dwa pęki promieni nazywają się równemi, gdy jeden 
z nich rożni się od drugiego tylko położeniem. 

Dwa pęki równe są rzutowemi. 
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3. Pęki płaszczyzn. Geometrya pęku płaszczyzn 
zasadniczo nie różni się niczem od geometryi prostej punktowej 
i pęku prostych. Można do niej wprowadzić wszystkie pojęcia 
wyżej podane, a mianowicie: spółrzędne, dwustosunek, harmonię, 
homografię, inwolucyę 


Geometrya form gatunku 2-go. Płaszczyzna punktowa i liniowa. 


Pomiędzy polami trójkątów, których wierzchołki znajdują 
się w pięciu punktach danych A, B, C, D, E, F płaszczyzny, za- 
chodzi związek: 


ABK. CDE-- BCE. ADE-- CAE. BDE=0, 
a dla sześciu punktów płaszczyzny związek: 


ABC. DKF--ACD. BELF-- ADB. CKE=BCD. 4EF 
(Monge, Möbius). 


Jeżeli is, Ój;,... oznaczają odległości każdych dwóch z pomię- 
dzy czterech punktów 4,, A,, l,, „l, płaszczyzny, to pomiędzy 
temi wielkościami zachodzi związek: 


6% sb pl za 
, 0 p Ôu ? 04? , 034? 


2 2 2 
, Oy 1 OP 1 Óąą , 0 


Dajmy, że na płaszczyźnie nakreślilismy dwie proste — o si 
spółrzędn ych, spotykające się w punkcie O— początku 
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spółrzędnych. Natych dwu prostych ustałmy w pewien 
sposób dwa układy spólrzędnych zwyczajnych, jak w $ 2, biorąc 
w każdym z nich punkt O za początek. Przez każdy punkt 7? 
płaszczyzny przechodzić będzie prosta równoległa do pierwszej 
osi i prosta równolegla do drugiej; każdy punkt płaszczyzny 
rzucony będzie za pomocą rzutu równoległego do drugiej na 
jeden i tylko jeden punkt P' pierwszej, a za pomocą rzutu równo- 
ległego do pierwszej na jeden i tylko jeden punkt P" drugiej. 
Spółrzędne punktów P’ i P" można przyjąć za spółrzędne 
punktu F; nazywają się one spółrzędnemi kartezyań- 
skiemi (Descartesa). Przypadek najprostszy otrzymu- 
jemy, zakładając, że proste dane są prostopadłe i równając je- 
dnostki miary, przy pomocy których na tych dwóch prostych 
mierzymy spółrzędne punktów P'i P". Oznaczamy przez w, u 
spółrzędne punktów pierwszej i drugiej prostej; pierwszą z nich 
nazywamy osią «-ów, drugą osią y-ów. 


Innym układem spółrzędnych punktów płaszczyzny jest 
tak nazwany układ spółrzędnych biegunowych. 
Ustalmy na płaszczyźnie punkt 0 — biegun—i prostą — oś 
biegunową—stałego kierunku przyjętego za dodatni, wycho- 
dzącą z tego punktu. Punkt P’ płaszczyzny będzie wyznaczony 
przez jego odległosć „zawsze dodatnią) od punktu O i przez 
rozwartość kąta (dodatniego lub ujemnego!. który opisuje prosta 
kierunku dodatniego 0.4, obracająca się w zwrocie dodatnim mb 
ujemnym (patrz $ 2) aż do zejścia się z prostą OP. 

Istnieje i inny układ spółrzędnych zwany dwubiegu- 
nowym. Ustalamy na płaszczyźnie dwa prnkty Oi 0, jako 
środki dwu pęków; przez każdy punkt P płaszczyzny przechodzi 
promień pierwszego pękuj promień drugiego: społrzędna tych 
dwu promieni w każdym z pęków można pnzyjąć za spólrzędne 
punktu P. 

Jeżeli spółrzędne J,y punktu na płaszczyźnie weżmiemy 
w postaci 4 = á, y= , wtedy ilości „r,,r,,:c4 nazywają się 

3 3 
spółrzędnemi jednorodnemi punktu płaszczyzny. 
Pomiędzy układami spółczesnych jednorodnych na szczególną 
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uwagę zasługuje układ, zwany trójliniow ym (trynie- 
trycznym). 

Niechaj będą trzy proste na plaszczyznie, nie przechodzące 
przez jeden punkt; oznaczmy przez p,4, r odległosci punktu 7? 
płaszczyzny od trzech prostych. przez a,b,c trzy jakiekolwiek 
stałe, i weżmy trzy ilości wy, 4, x; proporcyonalne do stosuuków 
2,4, : . Można okazać, że w ten sposób każdej trój- 
cewartości oi Q's ory gdzie gjestczynnikiem 
proporcyonalności, odpowiada jedyny punkt 
płaszczyzny,tiodwrotnie, tak że% v u, moga przed- 
stawiać układ spółrzędnych jednorodnych. Wierzchołki trójkąta 
ABC, utworzonego przez trzy proste, mają za spółrzędne odpo- 
wiednio 0). 0, a'y; 0), „ry, 0; 14.0,0. Trójkąt „13(' nazywa się trój- 
kątempodstawowym spółrzędnych. 

Istnieje na płaszczyźnie punkt (taki, że odległości jego od 
trzech prostych są proporcyonalne do a, b. c; jego spólrzędneni 
jednorodnemi są 1, 1, 1; i dla tego punkt ten nazywa się pun k- 
tem — jednością. 

Stosunek dwu ze spółrzędnych punktu 7, np. stosunek 


*L lub A można przedstawić jako dwustosunek pęku promieni, 
2 KU 
z: tor m c r : z 
gdyż! == —: . 7 = -i - „astrony drugie są równe dwu- 

ati t p` ay b q 
stosunkom czterech promieni pęków BGL C, T, PAB, C, C, P). 
Stąd uklad uważanych spółrzędnych jest układem spół- 
rzędnych jednorodnychrzutowych. 

Jeżali U jest środkiem koła wpisanego 
w trójkąt podstawowy, to spółrzędne wy dy, y 
punktu Psą proporcyonalne doodległości te- 
gopunktu od trzech boków trójkąta podsta- 
wowego. 

Jeżeli jeden z boków trójkąta podstawo- 
wego staje się prostą w nieskończoności na 
płaszczyżnie, to nkład spółrzędnych trójli- 
niowych (jednorodnych) zamienia się na układ 
spółrzędnych Descartesa (niejednorodnych). 
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Wzory ogólne na przehształcenie jednego 
układu spółrzędnych Descartesa na inny taki 
układ są następujące: Jeżeli 2, y są spółrzędne punktu 
w odniesieniu do dwu osi, przechodzących przez punkt () i two- 
rzących ze sobą kąt w; X, F —spółrzędne tegoż punktu w odnie- 
sieniu do innych osi, przechodzących przez punkt (/, którego 
spółrzędnemi względem ost dawnych są a, b, wtedy: 


„ sin B „sin p’ 
zZ=NLX .—'- y— 
ii sin w T sin w ° 
(Sina , sma’ 
y=b4+X . -X-— - 
z T< gino T sino” 


gdzie a, 8 są kąty, które nowa oś X tworzy z dawnemi, a”, f — kąty, 
które z dawnemi osiami tworzy nowa oś ). (Jest a+ f="a-| f==«; 
przez kąt pomiędzy osiami rozumie się kąt pomiędzy kinunkani 
dodatniemi osi). 

Wyznacznik spółczynników przy NiY 
sin 42 
sin o) 
kąt pomiędzy nowemiosiami. 

Jeżeli oba układy spółrzędnych są prosto- 
kątne i jeżeli a jest kątem, który nowa oś X tworzy z dawną 
osią v, wtedy wzory na przekształcenie przybie- 
rają postać: 


w tych wzorach równa się „gdzie Q jest 


t= t+ Ncosark Fsina, 
y=b-+Xsmna FE Y cosa, 


gdzie bierzemy znaki górne lub dolne, stosownie do tego, czy osi 
Y i y tworzą ze sobą kąt a lub x — a. 

Wzory na przekształcenie spółrzędnych 
prostokątnych Descartesa na spółrzędno bie- 
gunowe są: 


©=pcosp , y=osinp , g=Vz Fy, 


tg p ==, cos p = W , SIN p == PN. i 
a Vaż-py? Va py? 
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gdzie og, p są spółrzędne biegunowe punktu o spółrzędnych kar- 
tezyańskich x, y, 1 gdzie zakłada się, iż biegun przypada w po- 
czątku spółrzędnych, a oś biegunowa zlewa się z osią, na któ- 
rej liczymy spółrzędne z. 

Jeżeli æ, y; «',y' są spółrzędne kartezyańskie dwu punktów, 
toodległość tych punktów wyraża się wzorem: 


= (2 — r) + (y —y)* + 2(1” — z)(y —y)coso, 


gdzie œ jest kąt pomiędzy osiami. 

Jeżeli a, 8 są kąty, które prosta na płaszczyżnie tworzy 
z osiami spółrzędnych, to zachodzi następujący 
związek zasadniczy: 


cos? a -+ cos? 8 — 2 cosa cos f cosw==sin?v. 


Jeżeli a, B;a,f' są kąty, które dwie proste r,r' tworzą 
z osiami spółrzędnych, to kąt pomiędzy prostemi 
wyrażają wzory: 


l , cosw , cosa 


1 
cos (r, 7”) = — -. , LOS © 1 cos 
(rr) sin? w i i B |. 
cosa’ , cosff , 1 
1 cosa , cos$ 
sin (7, 9”) =-— . 
sin w cosa’ , cosf' 


Warunek, aby dwie proste były wzajemnie 
prostopadłe, wyraża się tak: 


l , C0OSW , cosa 
COS© , 1 . e0g88 |==0, 
cosa’ , cosp , 0 
a warunek, aby były równoległemi, jest: 
cosa , cosg 


=0; 
cosa' , cosp’ 
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Jeżeliukład jest prostokątny, to warunki 
te przybierają postać: 
cos (r 1')=zcosacosa'-|-cosf cos fp’ 


sin (r, 1”) = cos a cos 8 —cosa' cos fè. 


Jeżeli s, y; a'y; a" y" są spółrzędne trzech 
wierzchołków trójkąta, to pole jego w warto- 
šsci bezwzględnej wyraża wzór: 


LORE 
3 SIR 0 Gs W a | > 


Warunek, aby trzy punktyospółrzędnych 
æ, y a'y; a" y" znajdowały sią ua jednaj prostej, 
wyraża wzór: 


= 


| F n R J" i 1 


Równanie pomiędzy spółrzędnemi puvktu płaszczyzny 
przedstawia miejsco punktów. 

Pomiędzy spółrzędnemi v, y puuktu, nale- 
żącego do prostej zachodzi związek stopnia 
l-go (równanie prostej) typu: 


ax + by ke -—0, 


gdziea,d,csąspółczynniki stałe. 

Równanie prostej, przechodzącej przez 
dwa punkty o spółrzędnych «4% ya" y" można 
napisać w jednej z dwu następujących po- 
staci: 
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* Yf yd 


| 
|=0. 
| 


w ,y „dl 
Spółrzędne punktu znajdującego się na 


prostej, określonej przez dwa punkty (x, y’; 
(xy), można wyrazić w ten sposob: 


| la" y+ = 


IF Ipa 
Punkty: 
t + Aa! y + a (5 dż ii" y sz: Ay" 
14 °? 14) [14 ' 1—1 | 


dzielą orire odcinek, określony przez 
punkty (yra y 

Jeżeli przyjmiemy, że układ osi jest prostokątny i napi- 
szemy równanie prostej w postaci y = Ax + B, 
tospółczynnik A nazywa się spółczynnikiem 
kątowym prostej i przedstawia styczną try- 
gonometryczną kąta, który prosta tworzy 
Z OSIĄ 2. 

Jeżeli przez a, ff oznaczymy kąty, które prostopadła do 
prostej tworzy z osiami spółrzędnych, przez o odległosć po- 
czątku spólrzędnych od prostej, to równanie jej można będzie 
napisać w postaci, t.zw. równania normalnego 


«cosa + y cosp — y 20. 


Dla sprowadzenia równania væ -} by + c == O do postaci normal- 
nej dość spółczynnik jego pomnożyć przez 


sin w. 


r. w4 b- 3— 0 ab cos w 


gdzie pierwiastnik należy wziąć ze znakiem -+ lub —-, stosownie 
do tego, czy iloczyn c sin w jest ujemny lub dodatni. 
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Jeżeli ax + by + c 20 jest równaniem prostej, to kąty, 
jakie prosta tworzy z osiami spółrzędnych, 
wyrażają wzory: 


a SIL W w b sin w 
COS a E a mama m o GOS G RE NN 
V a*-+b*—2 wh cos w | a*t — 2 ab cos o 


w jest kąt pomiędzy osiami; odległosć zaś prostej od 
początku spółrzędnych daje wzór: 


esin w 


Q =—-- nz m 


V +b? - 2 ab cos o 


gdzie co do znaku należy stosować to samo prawidło, co wyżej. 
Odległość punktu o spółrzędnych A,Y od 
prostej ac-dy--c=0 wyraża się wzorem: 


= (aX -FdY 0) sin w 


y WF Q nh cos m 


gdzie co do znaku stosujemy uwagę powyższą: odległość ta bę- 
dzie dodatnia lub ujemna, stosownie do tego, czy punkt wzglę- 
dem prostej znajduje się po tej samej stronie, co początek spół- 
rzędnych, czy po stronie przeciwległej. 

Spółrzędne punktu przecięcia dwu pro- 
stych ac + dyjcec=0O,ar--dyj-" ==) wyznaczają 
sięz wzorów: 


be be emut! 


=- - - YZ m m om 
ub=ub ’ Y =b 


kąt zaś pomiędzy dwiema prostemi z wzorów: 


sin Demmin | m mei ze oma Tate D aana aan A 
Va? + b? — 2 ab coso . V u? +b—2WU cos w 


cos p = naw -p bd” —(wW'-- wb) cos w 
Va F — Bab cos w « V q* 4-67 —2 wb! cos w 
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
równoległości dwu prostych jest ab — ab = 0; 
warunkiem koniecznym i dostatecznym pro- 
stopadłości dwu prostych jest daa--UU'—(ab--n'b) cos w==0. 

Równaniem prostej, przechodzącej przez 
punkt (a'y)iprostopadłej do prostej aa--by--c=0, 
jest: 

ra y— ir 


a—bcosw  b—u cos w` 


Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
nato. aby trzy proste ac--by--c=0, wa-by--a = 0, 
a'c--V'y-e' =0 przechodziły przez jeden punkt, 
jest: 


|a 5% w, 4 
ZAWIE (4 c | =0. 
1 
I 
NU p" o" 


Poletrójkaąta, ograniczonego temitrzemaąa 
prostemi, jest: 


a ow „te 
ın w 


Tabi ub e (id) S 
Jeżeli położymy s e > = v, to równanie prostej przejdzie 
na następujące: 
uc +- ry-Pl=0. 


Jeżeli w równaniu tem będziemy uważali za stałe u it, za 
zmienne v iy, będziemy mieli związek pomiędzy spółrzędnemi 
każdego punktu prostej; jeżeli zaś będziemy uważali za zmienne 
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uiv, za stałe siy, będziemy mieli związek, któ- 
remu czynią zadosć ilosci uv należące do ja- 
kiejkolwiek prostej. przechodzącej przez punkt 
o spółrzędnych »„y. Dając u, r -- indywidnalizujemy 
prostą, dlatego u, r nazywają się spółrzędnemi prostej, 

Proste, których spółrzędneczynią zadość 
temn samemu równaniu liniowemnu, przechodzą 
wszystkie przez jeden pnnkt 

Warnukiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby trzy proste o spółrzędnych (w, tv), 
(wh oe, przechodziły przez jeden punkt 
jest: 


= 
~ 
z 
~ 
H 


I tt 


Spółrzędne prostej, przechodzącej przez 
punkt przecięcia się dwu prostych o spółrzęd- 
nych (w, r”), (w, r", są typu: 


w-| An" odka pa jadą 
siwa * TAE * 


Proste ospółrzędnych: 


wan" w i | : — żu” t! — Ae" 
1-4-4 ° 144 1—4 ? L—4 `’ 


dzielą harmonicznie kąt pomiędzy prostemi 
(4,17), (W, 0". 

Związek pomiędzy spółrzędnemi w, v pro- 
stej przedstawia w ogóle mnogość nieskonń- 
czenie wielu prostych stycznych do krzywej; 
mówimy, że przedstawia obwiednią. 

Kąt pomiędzy dwiema prostemi (u, v), (u, 0) wy- 


1aża wzór (dla przypadku o=): 
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A rA 
uw -vv 
cos a = ~M. 
V u? .] wp 


Godnemi uwagi są dwa pnukty urojone w nieskończoności na 
płaszczyźnie, przedstawione (w spółrzędnych prostej) przez 
równanie w --t* =0. Nazywają się one punktami koło- 
wemi, albowiem przez nie przechodzą wszy- 
stkie koła płaszczyzny (patrz Rozdz. IV). 

Zasługuje też na uwagę następujące określenie rzutowe 
kąta pomiędzy dwiema prostemi, oparte na wprowadzeniu punk- 
tów kołowych płaszczyzny (Laguerre, Nouv. Ann. XII, t. 64, 
patrz Rozdz. XXI, § 8). 

Kat dwu prostych równa się iloczynowi 
ilości = > przez logarytm stosunku an- 


Z 


harmonicznego czwórki, utworzonej przez 
dwie proste danei dwieinne proste, idące do 
dwupunktów kołowych (patrz np. Clebsch-Lin- 
demann, Geometrie I). 

Dwa układy płaskie (płaszczyzny punktowe i liniowe) na- 
zywąją się jednokreślnemi (homograficznemi). koli- 
nearnemi lub rzutowemi, jeżeli pomiędzy ich punktami 
iich prostemi (rzeczywistemi) istnieje odpowiedniość taka, iż 
każdemu punktowi P odpowiada punkt P i każdej prostej p 
prosta p’, przy warunku, że jeżeli P należy do p, toi P' na- 
leży do 7». 

W przypadku ogólniejszym, w którym obejmujemy ele- 
menty rzeczywiste i urojone, określenie analityczne jednokreśl- 
ności (homografii) dwóch układów płaskich jest następujące: 
jeżeli æ, y są spółrzędne kartezyańskie punktu płaszczyzny, 2', y“ 
spółrzędne punktn odpowiadającego pierwszemu, dwa układy są 
jednokreślnemi, gdy zachodzą związki: 


, byte  „__ ua-pWye 


g! = 


a= aab yA" j = a'a--U'y--t" , 


dla których wyznacznik (ab'e") jest różny od zera. 
Pascal. Rep. II. 3 
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Albo też: jeżeli u,v są spółrzędne prostej jednego, w, v — 
spółrzędne prostej drugiego układu, dwa układy są jednokreśl- 
nemi, jeżeli zachodzą związki typu: 


; uu -- br c K a'nw--b'v-|-c' 
u = — 


=z afu p'u e" 4 Sm a'u--b"cH cT . 


Dwie odpowiadające sobie proste punk- 
towelub dwa odpowiadające sobie pęki pro- 
stych, zawarte w dwn układach płaskich je- 
dnokreślnych, są zawsze rzutowemi. 

Jednokreślność dwu nkładów płaskich jest 
oznaczoną gdy ustanowimy,że czterem wierz- 
chołkom czworokąta w jednej płaszczyżnie 
odpowiadają cztery wierzchołki czworokąta 
w drugiej, albo czterem bokom czworoboku 
w jednej płaszczyźnie odpowiadają cztery 
bokiczworobokuw drugiej. 

Dwa uklady płaskie jednokreślne nazywają się pokre- 
wnemi, gdy prostej w nieskończoności jednego układu od- 
powiada prosta w nieskończoności drugiego. 

Równaniapokrewieństwasątypu 


u == ax -|-dy-| c , y szww-|-Vy:| c. 


Pokrewieństwo jest oznaczone, gdy usta- 
nowimy odpowiedniość pomiędzy trzema punk- 
tami (nie leżącemi na jednej prostej) jednej 
płaszczyznyatrzema punktami (nie lażącemi 
najednej prostej) drugiej płaszczyzny; albo 
pomiędzytrzema prostemi(nienależącemi do 
jednego pękn) w jednej a trzema prostemi 
w drugiej. 

W pokrewieństwie dwie proste punktowe, 
odpowiadające sobie, są podobne, a stosunek 
pól odpowiadających sobie trójkątów jest 
stały. 
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Przypadkiem szczególnym pokrewieństwa jest p od obi eń- 
stwo. Dwa układy płaskie nazywają się podobnemi, gdy 
ich kąty odpowiednie są równe. 

W dwu układach podobnych stosnnek po- 
dobieństwa dwu odpowiadających sobie sze- 
regów punktów jest zawsze stały, a pęki od- 
powiadających sobie promieni są równe. 

Jeżeli dwa układy płaskie jednokreślne są nałożone, to 
można szukać punktów (lub prostych), które odpowiadają samym 
sobie (punkty zjednoczone lub podwójne, proste zjednoczone lub 
podwójne). 

Istnieją wogóletrzy punkty zjednoczone 
itrzy proste zjednoczone, które są odpowie- 
dnio wierzchołkami i bokami tego samego trój- 
kąta. 

Trzy punkty zjednoczone otrzymujemy, 
sznkając pierwiastków £ równania: 


u—tć , ù A | 


ao, Wo, dct 


i następnie szukając jedynego punktu wspól- 
negotrzem prostym o równaniach: 


uc by e=tx ; ucwely-Fi=lty ; axt by + | =t. 


Zamieniając x,y na u,v, pozyskalibyśmy sposób otrzymy- 
wania prostych zjednoczonych, gdy jednokreślność jest wyra- 
żona w spółrzędnych linij prostych. 

Dwa układy płaskie jednokreślne nazywają się h om olo- 
gicznemi, jeżeli proste, łączące odpowiadające sobie punkty, 
spotykają się w jednym punkcie, zwanym środkiem homo- 
logii lub perspektywy. W tym przypadku pro- 
sta, odpowiadające sobie, spotykają się w punk- 
tach jednej prostej, zwanej osią homologii. 
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Możnaby tę drugą własność przyjąć za podstawę dofinicyi, 
a wtedy pierwsza wynikłaby z definicyi jako wniosek. 
Homologia jest homografią, w której 
istnieje prosta punktów zjednoczonych (oś 
homologii) i pęk prostych zjednoczonych (któ- 
rego środek jestśrodkiem homologii). 
Jeżeliwdwóchnkładachjednokreślnych 
trzy punkty prostej odpowiadają samym so- 
bie,toteukładysąhomologicznemi. 
Homologia zachodzi wtedy, gdy wyznacznik 


wł. b , 6 
D= «w , Yet, «© 
" " M" 

id NK , G—ł 


ma dla pewnych wartości £ wszystkie swoje 
podwyznaczniki równe zormu Ta wartość ł 
jest wtedy pierwiastkiem podwójnym lub po- 
trójnym rówuania D- Gwtymostatnim przy- 
padkuśrodek homologii znajduje się na osi 
homologii. 

Dwa uklady plaskie homograliezne (niepokrewne) można 
zawsze umieścić w ten sposób, aby były homologieznemi. 

Dwa układy plaskie homologiczne okresla środek, oś ho- 
mologii oraz jedna para odpowiuldających sobie punktów. 

Dwaukłady plaskie jednokreślne i nalo 
żone wyprowadzają się jodon z drugiego za 
pomocą skończonej liczby homologij, albo też 
za pomocą skończonej liezby rzutów i przecięć, 

Proste graniczna (lub zbiegu) dwóch układów płaskich 
homologicznych (t. j. proste jednej plaszczyzny, odpowiadające 
punktowi w nieskończoności drugiej) są równologłe do osi ho- 
mologii. 

Homologia dwóch układów płaskich nalożonych nazywa 
się harmoniczną lub inwolucyjną, jeżeli dwa punk- 
ty (i dwie proste) odpowiadają sobio w sposób podwójny, t.j. 
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punktowi P odpowiada zawsze ten sam punkt P’, bez względu 
na to, czy uważamy punkt P za należący do jednej płaszczyzny, 
czy też do drugiej; toż samo dla dwóch prostych. 

W homologii inwolucyjnej dwa odpowiadające sobie punkty 
są rozdzielone harmonicznie przez środek i przez oś homologii 
(stąd nazwa hornologii harmonicznej); toż samo stosuje się i do 
dwóch odpowiadających sobie prostych. 

Ważną jest uwaga: homografią (płaska) której 
odpowiedniość jest inwolucyjną (w znaczeniu 
powyżej wskazanem), jest koniecznie homologią. 

Jeżeli przyjmiemy, że oś homologii znajduje się w nieskoń- 
czoności, to dwa układy płaskie nazywają się homotetycz- 
nemi; jeżeli i środek jest w nieskończoności, nazywają się 
przystającemi. 

W odpowiedniości homotetycznej proste 
graniczne zlewająsię wnieskończonosci. 

W homotetyi stosunekdwnodpowiadają- 
cych sobie odcinków prostoliniowych jest 
stały (stosunek homotetyi). 

Układy homotetyczne są przypadkiem 
szczególnym układów podobnych. 

Przypadkiem ogólniejszym homografii inwolucyjnej jest 
homografia kołowa rzędu n dwóch układów płaskich 
nałożonych. Jest ona taką, że szukając punktu 4' odpowiada- 
jącego punktowi 4, potem punktu odpowiadającego punktowi 
A’, uważanego za punkt pierwszego układu płaskiego, i tak dalej 
postępując, dochodzimy po n działaniach do punktu począt- 
kowego 4. 

Jeżeli obierzemy spółrzędne jednorodne 
dla punktów płaszczyzny. a za trójkąt pod- 
stawowy weźmiemy taki, którego trzy wierz- 
chołkisą związane homografią kołową rzędu 
n, to równania homografii dadzą się zawsze 
sprowadzić do postaci: 


f 


h , "ANC zz 
Gy = E y Vy ZEW , Ba 5 Edy 
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gdzieilości e są pierwiastkami pierwotnemi 
stopnia n-tego z jedności. 

Jeżeli elementy (rzeczywiste) dwóch układów płaskich, na- 
łożonych lub nie, odpowiadają sobie w teu sposób, że punktom 
jednego odpowiadają proste drugiego, i odwrotnie, i jeżeli pnnk- 
tom na prostej p jednej płaszczyzny odpowiadają w drugim 
układzie proste, przechodzące przez pnukt 7, odpowiadający 
punktowi p, i odwrotnie, wtedy o dwu układach mówimy, Że są 
w odpowiedniości dwoistej lub wzajemnej. 

W przypadkn ogólniejszym, w którym rozważamy elementy 
rzeczywiste i urojone, dwoistość określa się analitycznia za 
pomocą związków typu: 

P Uh >| © jas a'w-| Wy-=c 


w = RR c 4 -= a . 
MELWEKA ax | dh'y o! 


gdzie x,y są spółrzędne punktów, u, r” spółrzędne prostych, 
a wyznacznik (ad'c") jest różny od zera. 

Dwoistość jest oznaczoną, jeżeli do ezte- 
rech wierzchołków «caworokąta dobierze my 
odpowiadające im cztery boki czworoboku. 

Dwa nkłady płaskie dwoiste względem 
trzeciego są homografieznemi wzglądem siebie. 

Wzajemność lnb dwoistość dwóch układów plaskie na- 
łożonych może być inwolucyjną, t.j. taką, że punktowi 
odpowiada zawsze ta sama prosta, bez względu na fo, czy punkt 
uważamy za należący do pierwszego układu: plaskiego, czy do 
drugiego; taka dwoistość inwolneyjna nazywa się bieguno- 
wością. Punkti prosta, odpowiadające sobie, nazywają się 
biegunem i biegunową. 

Joželi dwoistość jost iaka, iź istnieje 
trójkąt, którego wierzehołkom, uważanym za 
punkty jednego z dwóch układów płaskiel, 
odpowiadają w drugim układzie boki tym 
wierzchołkom przeciwległe (trójkąt biegunowy, sa- 
mowzajemny,samosprzężony), wtedy dwoistość ta jast 
biegunowością 
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W biegunowości istnieje nieskończenie 
wiele trójkątów biegunowych. 

Biegunowość jest oznaczoną, jeżeli wybrany jest trójkąt 
biegunowy (t. j. trójkąt, mający własność, wskazaną w twierdze- 
niu poprzedzającem) oraz biegunowa jakiegokolwiek punktu, nie 
leżącego na żadnym z boków trójkąta. 

Dwa punkty w biegunowosci nazywają się wzajem- 
nemi. jeżeli jeden znajduje się na biegunowej drugiego. W spo- 
sób analogiczny okreslamy proste wzajemne. 

Jeżeli biegunowa punktu przechodzi przez ten punkt, 
wtedy nazywa się on punktem zjednoczony m, ajego 
biegunowa prostą zjednoczoną biegunowości. 

Analitycznie, biegunowość określa się za 
pomocą związków, podobnych do związków 
dla dwoistości w których «=b, d! =¢, =c. 

Równaniami dwoistości w spółrzędnych 
jednorodnych punktów i prostych płaszczy- 
zny są następujące: 


Uli = am dy lk; (,4=1,2 8) 
k 


równania bieęgunowościsą tesame. przyczem 
w nich aa = t. 
Punkty zjednoczone dane są przez związek 


P> Ay Ty = 0 


(odpowiadający stożkowej). 

Jeżeli trójkąt podstawowy spółrzędnych 
jesttrójkątem biegunowym, to wyrażenieto 
zamienia się na następujące: 


2 twa” =0 


Nie będziemy tu zajmowali się szczegółowo pozostałemi 
dwiema formami zasadniczemi gatunku drugiego, t.j wiązką 
prostych i wiązką płaszczyzn; zwracamy tylko uwagę na to, że 
własności wiązki wyprowadzić można z własności układu pła- 
skiego, jeżeli wyobrazimy sobie, że rzucamy go z punktu znajdu- 
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jącego się zewnątrz niego. Definicya wiązek homograficznych 
lub rzutowych, wzajemnych i t. d. i własnosci zasadnicze tych 
odpowiedniości są analogiczne do definicyj i własności układów 
płaskich. 


g 4, 


Geometrya form zasadniczych gatunku 8-go. Przestrzeń punktowa 


i płaszczyznowa 


Pomiędzy czworościanaumi, mającómi za wierzekolki cztery 
z sześciu punktów danych a1, B. O, D, Z, F, przestrzeni zachodzi 
związek: 


ABEF. CDEF-+- BCEF. ADEF -4 GALE. BDI _.0, 
Dla siedmiu punktów istnieje związek: 
ABOG. DEFG -|- AUDG. BRFG-| ADBG. CEF 
= BCDG.ALIG. 
Dla ośmiu pnuktów mamy: 
BEDE. IFGH--ACED.BEGH |-ADER. CEGII 
+ ABEC. DFGH |- ABCD. KEG =0 (Monge, Möbius). 


Jeżeli przez 0,,,0,5,... oznaczymy odległości wzajemna 
omiędzy pięcioma pnanktami w przestrzeni, bedzie: 
c c l 1 (3 


Wał sl „$ i ać i 
„hh ginn e A , BEI 
l. «0 BP. AŚ NO 
1, ò" Ay” „ U a dy AŻ | M 
lo BW m ŻW a BĘ 0 A” | 
1. dw s ónt o GF o, A „ U 
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Związek ten podał Lagrange (Mćn, de Berlin 1773) pod 
inną postacią; później zajmowali się tym związkiem Carnot 
w pracy specyalnej (Paryż 1866) i Cayley, który nadał mu po- 
stać wyznacznikową (Camb. mat, J. TI). 

Powyższemi związkami oraz związkami analogicznemi dla pro- 
stej i płaszczyzny zajmowali się także Schering (Gótting, Nachr. 
1870), DOvidio (Geom. di Batt, XI), a w najnowszych czasach 
De Tilly (Mém. de Belg. 1893) i Mansion (Société scient. de 
Bruxelles 1895). 


Uważajmy w przestrzeni trzy proste — osi spółrzę d- 
n ych—wychodzące z jednego punktu 0—początku spół- 
rzędnych. Proste te wyznaczają trzy płaszczyzny — płas z- 
czyzny spółrzędnych —a przez każdy punkt P prze- 
strzeni wyobrazić sobie można trzy płaszczyzny, do płaszczyzn 
spółrzędnych odpowiednio równoległe. Na przecięciach tych 
płaszczyzn z osiami spółrzędnych będziemy mieli trzy punkty, 
które można uważać za rzut puuktu danego w przestrzeni. 
Każdemu punktowi w przestrzeni odpowiadają tedy jego rzuty, 
każdy ua jednej z osi; jeżeli więc na każdej z osi ustanowimy 
układ spółrzędnych dla jej własnych punktów, to trzy spół: 
rzędnetrzech czutów punktu Pbędzie można 
przyjąć zaspółrzędne punktu 7. Tym sposobem 
otrzymujemy układ spółrzędnych, który nazywa się układem 
Descartesa. Najpospolitszym przypadkiem jest ten, w któ- 
rym spółrzędne na trzech prostych punktowych są spółrzędnemi 
kartezyańskiemi z początkiem wspólnym 0 i są liczone w jednej 
jednostce miary. — Jeżeli każde dwie z trzech osi są do siebie 
prostopadłe, otrzymujemy układ spółrzędnych, który nazywa się 
prostokątnym. 

Niechaj będzie punkt dany O — biegun, prosta przezeń 
przechodząca—oś biegunowa—i płaszczyzna przezeń prze- 
chodząca — płaszczyzna biegunowa. Każdy punkt 
P przestrzeni będzie wyznaczony, jeżeli danemi są: jego odle- 
głość o od punktu 0; kąt 0, jaki prosta OP tworzy z osią biegu- 
nową; kąt p, będący miarą kąta dwuściennego pomiędzy płasz- 
czyzną biegunową a płaszczyzną. przechodzącą przez punkt / 
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i przez oś biegunową. Trzy lezby g,6.99 można przyjąć za 
spółrzędne punktu P i tym sposobem otrzymujemy układ 
spółrzędnych biegunowych. Można przyjąć. że o 
jest liczbą zawsze dodatnią, 6 zawiera się zawsze pomiędzy O i a, 
p zaś pomiędzy 012x 

Jeżeli trzy spółrzędne punktu przestrzeni napiszemy 
w postaci: 


wtedy di Xa fy y beda spółrzędnemijednorodnewni, 

Pomiędzy układami spółrzędnych biegnnowych zasługuje 
na uwagę układ czworościenny lub tetrametryczny. 
Cztery płaszczyzny w przestrzeni tworzą czworoscian 
podstawowy. Niechaj p,9,r,s będą odległości punktu P 
od tych czterech płaszczyzn; a, b. c. d -- cztery stałe; przyjmijmy, 
i 7 g F8 A 
Że 4, Dy, Py dy SĄ proporcyonalne do "REMI Cztery 
wierzchołki czworościanu nazywają się punktami podsta- 
wowemi, a cztery ściany - płaszczyznami podsta- 
wowemi. Punkt /7 którego spólrzędne są równa 1, t.j. któ- 
rega odległości od czterech scian są proporcyonalne do a, b, c, d 
nazywa się punktem jednoscią. 

Podobnie jak w $B łatwo widzieć, że stosunek dwóch 
jakichkolwiekzatych spółrządnych równasie 
dwustosunkowi czterech płaszczyzn pęku, 
którego osią jest jedna z krawędzi czworo 
ścianu, a któregoczterema płaszczyzunui są: 
dwieściany ezworoscinnu, przeztę krawędź 
przechodzące, płaszczyzna, przechodząca przez 
punkt 0, i płaszczyzna, przechodząca przez 
punkt P. 

Tak okreslone spólrząędne są tedy spółrzędnemi 
rzutowemi. 

Jeżeli jedna z płaszczyznczworościunu 
znajdujesięw nieskończoności, wtedy układ 
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czworościenny staje się układem kartezyań- 
skim. 

Podobnie. jak dla płaszczyzny, pierwszem zagadnieniem 
jest tu zagadnienie o przekształceniu spółrzęd- 
nych, t.j. znalezienie wzorów, przy pomocy których spół- 
rzędne w jednym układzie wyrażają się przez spółrzędne 
w drugim. 

Jeżeliobydwa układy są kartezyańskiemi 
mamy związki następujące: 

X cos (X) -- F cos ( Ya’) + Z cos (Za”) 
W CR „LĄ 
cos (x2) ot 
X cos ( My') + Y cos (Fyn + Z cos(Ży') 
~ cos (yy) 


+0, 


A cos | Xz’) + Y' cos (12') Z cos (Z2') Km 
OOT woal 7785 
gdzie „,y.c; X.1.% są spółrzędnemi danego 
punktu w układzie pierwszym i w układzie 
drugim; a,d.c są spółrzędnemi początku dru- 
giego nkładu w układzie pierwszym; x,y,ż — 
oznaczają proste prostopadłe do płaszczyzu 
yz, 2a, ry; cos (ra)... cos (Xr... s4 dostawami kątów 
pomiędzy prostemiziw,...X1... 

Dla układów prostokątnych wzory te przy- 
bierają postać prostszą: 


£= a 4- X cos (Xæ) + Y cos (Yr) + Z cos (Z2) , 
y = b-b X cos (Xy) ++ Y cos ( Ty) + 4 cos (Ży) , 
z = e 4- X cos ( Xz) -H Y cos ( Yz) + Z cos (Z2) . 


W tym przypadku pomiędzy dostawami 
cos (Xx)... zachodzą różne związki, jako to: 


cos? (Xr) + cos? (Xy) + cos? (X2) = 1. 
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4> 
W> 


i pięċ innych, które otrzymujemy z pierwszego, zamieniając X 
na Y lub Z, oraz zastępując w trzech tak napisanych wzorach 
æ, y, z przez X, Y, Z; dalej: 


cos ( Yx) cos (Zr) -+ cos (Yy) cos (Zy) +- cos (Fz) cos (Zz) = 0 ; 


i dwa inne, które otrzymujemy, przemieniając kolowo X, Y, Ż; 
z tych zaś trzy inne, zmieniając 2, y, z na X, Y, Z. Razem będzie 
związków trzynaście, z których tylko sześć niezależnych. 

Wzory na przekształcenie spółrzędnych biegnnowych na 
prostokątne będą następujące: Niechaj początek spóhłrzędnych 
prostokątnych będzie w bieganie układu biegunowego, oś bie- 
gunowa zaś niechaj zlewa się z osią z, a płaszczyzna biegnnowa 
z płaszczyzną xa. Wtedy: 


z= osin ð cosp , yszosinósiny , z=zycos6; 


TEO E EP EE Z ! 
o=Va* y*--.* 3 cos 0 == a, ; a y iggp= 
doła W adu A 4 

Jeżeli tu Yr tyż da Yn Za ty, Yn asa spółrzgdnomi 

trzech punktów w układzie Doscartesa, wte- 

dy warunki nato, aby te trzy punkty leżały 

najednej prostej, wyrażają się tak: 
TZ _ A dy Z 2y 
Hy wą VT Są 7084 


Warunki te można tož wyrazić w bon spo- 
sób, że mają znikać wyznaczniki macierzy: 


Sow ho, SE „ | 


wystarcza, aby znikały dwa wyznaczniki. 
Odległość punktu o spółrzędnych w, ý z 
odpoczątku spółrzędnych wyrużu się wzorem: 


o? =a”--y-|-2* | Brycos(ry) [2 ye eos (ya) | Że cos (zr). 
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Pomiędzy dostawami kątów, które pro- 
sta rtworzy z trzemaosiami, zachodzi zwią- 
zek: 

l. , tos(rw) , cos(ry) , tos (rz) 
cos (ar) , 1 , Gos(zy) , cos (xz) 
cos (yr) , cos(yr) , 1 + Cos (yz) 


cos (27) , cos(:x) , cos (èy) , 1 
Dla osi prostokątnych mamy wprost: 


cos” (r) -|- cos? (ry) + cos* (rz) = 1. 


Kąt pomiędzy dwiema prostemi w ukła- 
dzie prostokątnym wyrażają wzory: 


cos (r7) == cos (£r) cos (zr”) -+ cos (yr) cos (47) + cos (zr)eos (21"), 


cos (ar) , cos(yr) , cos({zr) ||? 


sin? (11 ')== 


cos (21) , cos(yr) , cos(zr') 


Pole A trójkąta o trzech wierzchołkach, 
których spółrzędnemi wukładzie prostokąt- 
nym są di I Żyj Ba Yor Żyj Ly Yy Za Wyraża wzór: 


dhi ? 21 1 1 i 2 , dą 1 1 3 dą , I , 1 a 
4A =| hs 4, 1 |+| 2 ,%4,1|+| 5,34, 1 
Va s 23, Í 2, , 23,1 EPT 


Objętość V ezworościanu o wierzchołkach, 
których spółrzędnemi (w jakimkolwiek ukła- 
dzie kartezyańskim) Są: Ay, Yi Zij Tar Vos Za Tay Vs 233 
Ly Yn Wyraża wzór: 
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| wis asist] 
1 , COS (£y) , ctos(rz) | 
1 145,1 
V =——| cosl) , 1 , cos (y2) r 
b | dy, rs ga L 
cos (z+) , Cos(Ey) ; 1 | 
' URYJECZEŁ 


Dla układu prostokątnego pierwszy z wy- 
znaczników staje sięrównym jedności. 

Spółrzędnekartezyańskie«w,y,ż punktów 
płaszczyzny czynią zadość równaniu sto- 


pnia l-go, typu: 
ut + by + cz + d 20 (równanie płaszczyzny); 


każde takie równanie przedstawia płasz- 
czyznę. 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby cztery punkty (s, M 2), (Tys Hs 21h (Ty Y Bah 
(ty Vs; Za) znajdowały się na jednej płaszczy» 
żnie, jest: 


g 


Równanie poprzedzające określa płaszczyzną przez trzy 
punkty o spółrzędnych r, y, Z; ty ją, Ząż dy, yyy Sa W równanin 
tem x, y, z są spółrzędnemi punktu bieżącego płaszczyzny. 


> . t iJ ś é P 
Równanie h +" | "5.1 jest równaniem 


płaszczyzny, która na osiach wyznacza od- 
cinki długości p,g,r (licząc od początku spół- 
rzędnych). 
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Dwie płaszczyzny 
art by+ez+di=0 , wr4bypeiz4+d=0 
sąrównoległemi wtedyitylko wtedy, gdy 


Prosta w przestrzeni jest określona przez 
dwa równania, które są równaniami dwu płasz- 
czyzn, przez nią przechodzących 

Trzy płaszczyzny należą do pęku, t.j. ma- 
jąjednę prostą wspólną, gdy znikają wyznacz- 
nikirzędu 3-go macierzy: 


s gk | 
W oa Uy KM a dE | 
Uae a Dy ay i | 
wystarcza, aby znikały dwa wyznaczniki. 

Cztery płaszczyzny przechodzą przez je- 
den punkt wtedy, gdy znika wyznacznik rzę- 
du 4-go szesnastu spółczynników równań tych 
płaszczyzn. 

Jeżeli a, $, y są kątami, które prosta prostopadła do płasz- 
czyzny tworzy z osiami, g— odległością płaszczyzny od początku 
spółrzędnych, to równanie płaszczyzny możemy 
napisać w postaci awanej normalną: 


x cos a + y cos 8 + z cos y — o =0. 


W układzieprostokątnym równanie ogólne płaszczyzny spro- 
wadzamy do postaci normalnej, mnożąc je przez EN”. aS 
a y pos J; c Je p + Vap Fe 
gdzie pierwiastnik należy wziąć ze znakiem, przeciwnym znakowi 
wyrazu wiadomego w równaniu. 
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Odległość punktu X, Y, Z od płaszczyzny 
obliczamy, kładąc po stronie pierwszej (ze 
zmienionym znakiem) równania normalnego płasz- 
czyzny zamiast spółrzędnych, bieżące spól- 
rzędne punktu. 

Kąt a pomiędzy dwiema płaszczyznami 
w układzie prostokątnym wyrażasię wzorem: 


08/0. == miki BEA FA Gi m 
Vte | TE 3 fi b- 
a, b NK 2 


Luki „AE! c 


Na = (GE GS N (aż "EA -| WŁ 


Warunkiem prostopadłości dwu płasz- 
czyzn wukładzieprostokątnym jest: 


ad --bb A- © ==0. 
Jeżeli równanie plaszczyzny napiszemy w postaci. 
| ry |-rz-| 1l=0, 


to spółczynniki w, v, r można uważać za spółrzędne płasz- 
czyzny. Rozważania nad temi spółrzędnemi, analogiczna do 
rozważań nad spółrzędnemi prostej pomijamy. 

Dwie przestrzenie (trójwymiarowe) są homogra lieg- 
nemi(jednokreślnemi), kolinoarnaomi lub rzu- 
towemi, gdy odpowiadają sobie w ten sposób, iż każdemu 
punktowi i płaszczyźnie (rzeczywistym) w jednej odpowiada 
punkt i płaszczyzna w drugiej, przy warunku, że gdy punkt 
w przestrzeni pierwszej należy do płaszczyzny, to punkt w prze- 
strzeni drugiej należy do płaszczyzny, odpowiadającej tamtej. 
Innemi słowy, jeżeli w przestrzeni pierwszej punkt. porusza się 
po płaszczyźnie, to punkt, odpowiadający mn, porusza się po 
płaszczyźnie, odpowiadającej pierwszej. 
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Definicye analityczne dla przestrzeni homograficznych, 
(obejmujące poprzednie i rozciągające się na przypadek elemen- 
tów urojonych) są następujące: jeżeli z y,zi.”,y,z' są spół- 
rzędne odpowiadających sobie punktów w dwu przestrzeniach, 
przestrzenie te nazywają się homograficznemi, gdy 
zachodzą związki: 


p = TE FU Poz d p APopby-cz-kd 
0 we pyp spd” I S apoy yop 


8; LES) 
wd aw + b"eza" 


iag uir- +0 mye" spa" , 


gdzie wyznacznik (ab'c"d"') jest różny od zera. Albo: jeżeli 
it, V, W0; W, V’, Ww są spółrzędnemi dwóch płaszczyzn odpowiada- 
jących sobie w dwu przestrzeniach, to pomiędzy temi spółrzęd- 
nemi zachodzą związki liniowe analogiczne do powyższych 

W wyrażonej tu homografii istnieją w ogóle 
cztery płaszczyzny zjednoczone (t.j. punkty 
i płaszczyzny, odpowiadające samym sobie). 

Jednokreślność pomiędzy dwiema prze- 
strzeniami jest oznaczoną, jeżeli ustalimy 
odpowiedniość pomiędzy czterema wierzchoł- 
kami (lub czterema scianami) czworościanu 
w jednej przestrzeni a wierzchołkami (lub ścia- 
nami) czworościanu w drugiej, oraz pomiędzy 
płaszczyzną w jednej przestrzeni, nie prze- 
chodzgcą przez żaden z czterech punktów 
(albo punktem, nie leżącym na żadnej z ezte- 
rech ścian), a płaszczyzną w drugiej, nie prze- 
chodzącą przezżadenzezterech punktów, od- 
powiadającychtamtym (albo punktem, nie po- 
łożonym na żadnej z czterech ścian, odpowia- 
dających sobie). 

Jeżeli w obu przestrzeniach odpowiadają sobie płaszczyzny 
położone w nieskończoności, wtedy jednokreślność staje się po 
krewieństwem. 


Pascal. Rep. II. 4 
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Pokrewieństwo dwu przestrzeni jest ozna- 
czone, gdy damy odpowiedniość pomiędzy 
czterema ścianami (lub wierzchołkami) czwo- 


rościanu w jednej a czterema ścianami (lub 


wierzchołkami) w drugiej. 

W dwu przestrzeniach pokrewnych dwie odpowiadające 
sobie proste pnuktowe są pokrew nemi. 

W dwu przestrzeniach pokrewnych odległości dwóch odpo- 
wiadających sobie punktów od dwóch pluszczyzu stałych są 
w stosunku stałym. 

W dwu przestrzeniach pokrewnych objętości dwóch odpo» 
wiadających sobie ciał są w stosunku stałym. 

Przypadkiem szczególnym pokrewieństwa jest podo- 
bieństwo. Dwie przestrzenie nazywają się podobnemi, gdy 
ich kąty, odpowiadająca sobie, są równemi, W dwu prze- 
strzeniach podobnych odpowiadające sobie 
układy płaskie są też podobnemi. 

Dwie przestrzenie jedvokreślne, zawierające wiązkę cle- 
mentów zjednoczonych, albo też układ plaski elementów zjedno- 
czonych (jedno jest wynikiem drugiego), nazywają się hooro- 
logicznemi; srodek wiązki nazywa się srodkiem homalagii, 
a płaszczyzna — płaszczyzną homologii Jeżeli odpowiedniosć 
pomiędzy dwiema przestrzeniami jest inwolucyjną, wtedy homo- 
logia nazywa się zwykle inwolucyjną lub harmo- 
niczną. 

Dwie przestrzenie homologiczne określa 
środak, płaszczyzna homologii i odpowied- 
niość pomiędzy dwoma punktami (która koniocze 
nie znajdować się muszą na jednej prostej ze srodkiem homo- 
logii, nie schodząc się atoli z tym punktem). 

Jeżeli środek znajduje się w nieskończoności, mamy ho- 
mologię pokrewną: jeżeli zaś plaszezyzna homologii 
znajduje się w nieskończoności, mamy homotet ye Ho- 
motetya jest przypadkiem szezególu ym po- 
dobieństwa. Dwie przestrzenie podobna mo- 
gą być przeniesione w polożenie homot e- 
tycznu. 


5i 


—=— Z Z Z Z Z NY 


Geometrya form zasadniczych gatunku 3-go i t. d. 5 


Należy wspomnieć też o jednokreślności osio- 
wej, której punktami zjednoczonemi są wszystkie punkty dwu 
prostych skośnych (będących zarazem olwiedniemi dwu płasz- 
czyzn zjednoczonych), W jednokreślności osiow ej 
dwa odpowiadające sobie punkty znajdują 
się zawsze na jednej prostej, spotykającej 
obiedwie proste pnnktów zjednoczonych 
w dwupnnuktach pozostającychz dwoma pier- 
wszemi w stałym stosunku anharmoniczuym. 

Taka jednokreślnosć jest r1nwolucyjnau, 
jeżeli czwórka tych punktów jest harmo- 
niczną. 

Jednokreslnosé przestrzenna inwolucyjna może być allo 
homologią inwolucyjną, albo jednokreślnoscią osiową inwolu- 
cyjną. 

Przypadkiem ogólniejszym jednokreslności inwolucyjnej 
jest jednokreślność kołowa rzędu n, której definicya jest analo- 
giczną do delinievi, podanej w $ poprzedzającym. 

Pomiędzy panktam i płaszczyznami jednej przestrzeni 
a pnuktami i płaszczyznami drugiej można pomysleć odpowie- 
dniość dwujednoznaczuą. podobną do tej. o jakiej była mowa 
w838, a która nazywa się lwoistoscią albo wzajem- 
nością. 

Równaniami dwoistosci przestrzennej 
w spółrzednych jednorodnych są: 


N,== > Cler d'k lih =1, 2% 
Dwoistość jestinwolucyjną w dwu przy- 
padkach t.j. gdy a, = @u lub gdy anz—a, (wtedy 
an=); w pierwszym razie mamy biegnunowosć 
zwykłą, w drugim biegunowość zerową lub 
układ zerowy. 
W biegunnowości zwykłej miejscem pun k- 
tów zjednoczonych jest powierzchnia stoj- 
nia drugiego (patrz Rozdz. V). 
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W biegnnowosci zerowej każdy punkt le- 
ży na odpowiadającej mu płaszczyźnie, każda 
plaszczyzna przechodzi przez swój własny 
biegun; ogół prostych zjednoczonych jest 
kompleksem liniowym (patrz Rozdz XIV, § 3). 

Biegunowościami zerowemi lub ukladami zerowemi zajmowali 
się: Giorini (Mem. della Xoe. Ital delle scienze. XX, 1827), Mo- 
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bias, Chasłes, v. Staudt i imi (patrz Rozdz, X § 2). 


Powiemy jeszcze słów kilka o tak nazwanych przeciw- 
rzutowosciach Begrego. 

Niechaj w, będa spółrzędne jednorodne punktów (rzeczywi- 
stych lub zespolonych) przestrzeni (dwu lnb trójwymiarowej), 
u, — spółrzędne jednorodne elementu, związanego dwoistoscią 
z punktem w tej przestrzeni (t.j prostej lub płaszczyzny, sto- 
sownie dv tego, czy przestrzen jest dwn czy trójwymiarową); 
niechaj 5.4 będą ilości zespolone sprzężone względem +, u, 
Zamiast zwykłych równań jednokreślnosci I dwoistości. polóżmy 
następujace: 


omaa Wi s WaN a 
1 


Wzoryteustanawiają dwieodpowiedui o- 
ści dwujednoznaczne pomiędzy elementami 
„w lnbruw dwóch przestrzeni W pierwszej 
odpowiedniości punktom prostej lub plasz- 
czyznyodpowiadają (jakw jadnokresinosei) 
punkty prostej lub plaszczyzny; w drugiej 
punktom prostej lub płaszczyzny odlpowia- 
dają proste lub płaszezyzny pęku albo toż 
płaszczyzny wiązki (jakwdwoistości. 

Odpowiedniości te nazywają się odpowiednio przeci w- 
kolineacyą (antikolineacyą) Inbprzeciwrzntowoscią 
iprzeciwdwoistoscią. Zachowują one tę wlasność, ża 
elementom hanxzonicznym odpowiadają elementy luumoniczno, 

Jeżeli te odpowiedniości są inwolucyjnemi, to nazywają się 
przeciwinwolucynmi (antiinwolucya) i przeci w- 
biegunowościami (antipolarność). 
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Rozważanie elementów zjednoczonych przeciwbieguno- 
wości prowadzi do tak nazwanych „nadstożkowych* 
(iperconiche) i do „nadpowierzelini* rzędu 2-go (iperqua- 
driche) przedstawionych przez równanie typu 


Z (42, by 20 
gdzie tir = Ur 


O tych odpowiedniościach patrz cztery noty Segrego (Un 
nuovo campo di recerche geometriche, Atti di Torino 1890, Math. 
Am. XL). 

Za pierwsza geometryę analityczna uważać można „(e om e- 
tryę* Descartesa. wydaną poraz pierwszy w r. 1637; inne 
wydania tejże z notami ogłosili Debeaune i Schooten. 
W dziele tem poraz pierwszy wprowadzonem jest systematycznie po- 
jęcie spółrzędnych na plaszczyźnie: pojęcie zaś spóbrzędnych na pro- 
stej wprowadził był już wcześniej Viète (1540—1603). Spół- 
rzędne barycentryczne zawdzięczamy Móbiusowi („Der barycen- 
trische Ualeul* 1827), rzutowe v. Śtaudowi („Beiträge ete.* 
1858) i Fiedlerowi („Darstellende Geometrie* ); spółrzędne 
jednorodne badali Móbius, Pltekerilesse. 

Pojęcie dwustosmku (stosunku podwójnego albo inaczej sto- 
sinku podwójnego podziału) znajdujemy u Mübiusa iun Chas- 
lesa: ten ostatni nazywa ten stosunek anharmoniczny m. 
Badania nad tym stosunkiem przeprowadzili Steiner i v. Staudt, 
który określił go niezależnie od pojęć wielkościowych. 

Zasadę homologii stosował Ponce et et, jednokreślności (homo- 
grafii Mobins. Steiner i Chasles. dwoistości Gergonne 
(Am. de math. 1827), Chasles i Pliteker. 

Inwolucyę badał poraz pierwszy — jeżeli pominiemy geometrów 
greckich — Desargues (1593 — 1632), któremu zawdzięczamy 
i samą nazwę. 

Gecometrya rzntowa. badająca wlasnosci rzutowe figur. 
powstała jako nauka w pierwszej połowie wieku XIN-go. Najwa- 
Żniejszemi traktatami tej geometryi są: Ponecelet „Traité des pro- 
priétés projectives des figures“ (Paryż 1822), Steiner „Systema- 
tische Entwiekelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
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einander* (Berlin 1832), v. Staudt „Geometrie der Lage* (No- 
rymberga 1847), Chasles „Géométrie supćrieure* (Paris 1852), 
„Sections conique»* (Paryż 1865). Pomiędzy nowszemi traktatami 
wymieniany: Cremona „Elementi di Geometria proiettiva* (1573, 
istnieje w przekładzie na różne języki), key e „Die Geometrie der 
Lage“ 1877—1880, obecnie wydanie drugie), Paseh „Neuere Geonie- 
wie“ (Lipsk 1882), Weser „Projective Geometrie“ (Wiedeń 1583 -- 
1387), oraz najnowsze dzieła: Sanniay (Neapol 1891, 1594} 
iEnriquesa (Bolonia 1595). 

Do dziel tych należy dołączyć ksiażki, poświęcone ge o me- 
tryiwykreślnej, w których traktowana jest także geometry: 
rzutowa, jak np. znane traktaty Fiedlera („Darstellende Geomet- 
rie“. Lipsk 1533—1585) i Wienera („Lehrbuch der darstellen- 
den Geometrie“. Lipsk 1554). 

Dodajemy, Że geometrya rzutowa ma różne nazwy u różnych 
autorów i tak: Chanles nazywa ją geometryą nawą lub 
wyższą: Carnot, Cayley, 1. Staudt, liergonne--- 
geeometryą položenia; Cremona. Kleini imi rzu- 
lo wą. 

Pokrewnaą z geometra rzutową jest geometrya wy- 
kreślna (opisująca), której zadaniem jest przedstawienie 
brył na plaszczyźnie przy pomocy rzutów centralnych lub równole- 
głych ortogonalnych, oraz badanie wlasności takiego przedstawienia. 

Pierwszy traktat geometry wykreślnej zawdzięczamy Mon- 
geowi; nauka ta rozwinęła się w początkach XIN stulecia, dzięki 
pracom Mongea, Laeroiva, Oliviera, Hachettea 
iDupina.  Iistoryę szczegółowa jej rozwoju czytać można w pier- 
wszym rozdziale cytowanej książki Wienera. oraz w dziele 
Obenraucha „Geschichte der darstellenden und projectiven Geo- 
metrie* (Berno [897), Pierwszy traktat w języku polskim, pońwię= 
cony geometryi wykreślnej, ogłosił F. Sapalski Warszawa 1822. 
Z tejże epoki są rozprawy z geometryi wykreślnej K. Garbiń- 
skiego (patrz „lieometrya analityczna* W. Zajączkow- 
skiego. Warszawa I584. Wstęp historyczny ). 

Do pojęć, które nadaly większą jedność, prostotę i ogólność 
twierdzeniom geometrycznym i pozwalają unikać przypadkow wyjąt= 
kowych, należy pojęcie elementów w nieskończoności 
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oraz pojęcie elementów urojonych. Pierwsze z nich po- 
chodzi jeszcze od Desargnewa: drugie wprowadzone zostało, 
dzieki zastosowaniom analizy do geometryvi. 

Niektórzy autorowie starali sie to ostatnie pojęcie wprowadzić 
przy pomocy geometryi czystej, niezależnie od pojęć analitycznych. 
W tym celu posługiwać się można inwolucyamieliptyce z- 
nemi, których punkty zjednoczone są, jak wiemy, urojonemi, a któ- 
rych pary punktów rzeczywistych mogą słażyć do definieyi pary 
punktów urojonych. Rozważania tego rodzaju przeprowadził głównie 
s. Staudt, a traktaty nowoczesne geomętryi rzutowej (jak np. 
cytowany wyżej traktat Bannia'y) rozwijają szczegółowo te 
pojęcia. 

Pomiędzy traktatami geometryi analitycznej, wy- 
mieniamy najbardziej znany Salmona (kilka wydań i przekładów), 
dalej Baltzera (Lipsk 1882), IIessego (Lipsk 1866—1876), 
VOvidio (Turyn 1885, 1891), Zajączkowskiego (War- 
szawa 1884). 


ROZDZIAŁ II. 


GKOMETRYA FORM NIECIĄGŁYCII. 
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Wiadomości ogólne. 


W rozdziale niniejszym rozpatrywać będziemy figury, zło- 
żone z punktów, prostych i płaszczyzn w liczbie skończonej; 
nazywają się one zwykle formami nieciągłami w prze- 
ciwstawieniu do form, rozważanych w rozdziale l-ym; albowiem 
nie można oczywiscie przejść w nich sposobem ciągłym od je- 
dnego elementn do drugiego, przechodząc tylko przez elementy 
tego samego gatunku, w formio zawarte. 

Formami nieciągłomi są: grupa skończonej liczby punktów 
na prostej punktowej, na płaszczyźnie punktowej lub w prze- 
strzeni, grupa skończonej liczby prostych lub plaszezyzn pęku 
it. p. 

Nazywamy au-kątem płaskim zupełnym uklad 
n punktów (wierzeholków) na plaszezyżnie, z których 
nin 


żadne trzy nie leży na jednej prostej, wrażz g 
i 


prostemi 


(bokami, łączącemi kazdy dwa pamkty.  Przecięcie dwu bo- 
ków, nie przechodzących przez jeden i ten sam z powyższych 
n punktów, nazywa sią punktem przekątnya. Liczba 
nin- O Sn -3 


punktów przekątnych wynosi r 


Wiadomości ogólne. 57 


Nazywamy n-bokiem płaskim zupełnym uklad 

m prostych (boków), z których żadne trzy nie spotykają się 
š R n (n—1) 5 ; 

w jednym punkcie, wraz z ~~, — - punktami (wierzchoł- 

kami), w których przecinają się każde dwa boki. Prosta. 

łącząca dwa wierzchołki, nie położone na jednym bokn, nazywa 

się prostą przekątną. Liczba prostych prze- 

kątnych wynosi n (n—1) (n—?2) (n—8) , 

Nazywamy %-kątem lub n-bokiem prostym zwy- 
czajnym uklad w punktów plaszczyzny, rozważanych w danvm 
porządkn kołowym, wraz z” prostemi, które każdy z tych punk- 
tów łączu z punktem następnym. 

Jeżeli wykonamy rzut »-kąta płaskiego zupełnego z punktu, 
znajdującego się zewnątrz jego płaszczyzny, otrzymamy kąt 
nkrawędziowy zupełny, a rzucając n-bok płaski zu- 
pełny z punktn zewnątrz jego płaszczyzny, otrzymamy kąt 
n-ścienny zupełny. 

Nazywany n-kątem skośnym zupełnym układ 
n punktów, z krórych żadne cztery nie leżą na jednej płaszczy- 
203 + (a— LI : PR" > 
źmie,wruż% j- prostemi, łączącemi każdedwa punkty orazteż 


4 


n(n=l)(v- 2) 3 .códać > a : - 
z 2.3 płaszczyznami (ścianami), iączącemi każde 
trzy punkty. 

Wzajamnym do poprzedniej figurą jest n-ïcian zupełny, 
t. j. układ » płaszczyzn, z których żadne cztery nie spotykają 
się w jednym punkcie, wraz ze wszystkiemi prostemi i punktami 
ich przecięcia. 

Dwa odniesione do siebie n-kąty płaskie zupełne nazywają 
się perspektywicznemi, jeżeli proste, łączące odpowia- 
dające sobie wierzchołki, spotykają się w jednym punkcie; nazy- 
wają sią homologieznemi, jeżeli nadto odpowiadające so- 
bie ich boki przecinają się w punktach, leżących na jednej pro- 
stej (osi lomologii). 

Dwa odniesione do siebie n-boki płaskie nazywają się 
perspaktywiceznemi, jeżeli ich odpowiadające sobie boki 
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spotykają się w punktach jednej i tej samej prostej; nazywają 
się homologicznemi, jeżeli nadto proste, łączące odpo- 
wiednie wierzchołki, spotykają się w jednym punkcie (środku 
homologii). 

Definicye analogiczne stosuja się do dwóch kątów n-ścien- 
nych i do dwóch kątów »-krawędziowych. 

Dwa n-kąty skośne znpelne, odniesione do siebie, nazywają 
się perspektywicznemi, jeżeli proste, łączące odpowia- 
dające sobie wierzchołki, schodzą się w jednym pmkcie; nazy- 
wają się homologicznemi, jeżeli nadto ściany odpowiada- 
jące sobie przecinają się według prostych, leżących na tej samej 
płaszczyźnie (płaszczyzna homologii). 

Dwa n-kąty nazywają się rzntowemi, jeżeli jodon z nich 
można otrzymać z drugiego przy pomocy skończonej liczby 
rzutów i przecięć. 

Dwa n-kąty perspektywiczne położone 
naróżnych płaszczyznach są koniecznie ho 
mologicznemi. Twierdzenie analogiczne zachodzi dla 
n szianów perspektywicznych o różnych srodkach. 

Dwa trójkąty, dwa trójboki, dwa trójściany 
lub dwie trójkrawędzie perspoktywiczne są homo- 
logicznemi. 

Dwa czworokąty płaskie są zawsze rze 
towemi. 

Dwaperspoktywiczneczworokąty skośne 
zupełnesą homologicznemi. 

Jeżeli w dwóch n-kątael zupełnych Ayy 
A/dy.sA„odniesionych do siebie i polozonych 
na jednej płaszczyżnielnbnuu płaszczyznach 
różnych bok d;d pierwszegoi wszystkie in- 
ne boki w liczbie 2x5--4, przechodzące przez 
punkt 4, lub A, spotykają sięzodpowiuda- 
jącemi im bokami drugiego u-kąlu w tyluż 
punktach położonych na prostej s wtedy te 
dwan-kąty są homologieznemi. Jeżeli przez 
5oznaczymy środek homologii, wtedy dwa 
jakiekolwiek odpowiadające sobie punkty 


Hy 
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przekątne PP'znajdowaćsię będą na jednej 
prostej zpunktem 5. 

Twierdzenie analogiczne ma miejsce dla dwóch n-boków 
płaskich znpełnych, dla dwóch kątów a-ściennych zupełnych, 
wreszcie dla dwóch kątów »-hrawędziowych zupełnych. 

Definicyve podane w tym paragrafie zawdzięczamy prze- 
ważnie Steinerowi (Werhe. I 285—390) 


YB 
ro 


Własności rzutowe dwójek, trójek, czwórek punktów na prostej, Środki 
harmoniczne. Apolarność. Inwolucye. 


Grupę % punktów na prostej można przedstawić analitycz- 
nie przez pierwiastki równania formy dwójkowej rzędu n-tego. 
Badanie niezmienników i spółzmienników takiej formy prowadzi 
do szukania własności mezmienniczych, albo — inaczej mówiąc— 
rzatowych grupy punktów. 

W Rozdziale XIL tomu Igo podaliśmy dla przypadków 
W==2,3,4,... rezultaty, które otrzymujemy z punktu widzenia 
teoryi analitycznej form; obecnie podamy rezultaty geome- 
tryczne, odpowiadające wzunankowanym rezultatom anali- 
tycznym, zachowując użyte tamże znakowania i nazwy. 

Biegunowość. Niechaj będzie forma až; utwórzmy jej 
biegunowe a? ' cty, 07> a? ,... i rozważajmy pierwiastki tych 
form, przyrównanych do zera, zakładając, że y jest punktem 
z góry danym. Te grupy punktów nazywają się odpowiednio 
grupą biegunową (polarną) dla y pierwszą, dru- 
gą, trzecią i t.d. Niektórzy nazywają je grupami har- 
monicznemi dla y, albo też środkami harmonicz- 
nemi stopnia n — 1, —2,... (Jonquières. Journ. de 
Liouville. 1851). Ostatnią grupę biegunową stanowi jeden tylko 
punkt, który Poncelet nazywa srodkiem średnich 
harmonicznych (Crelle III). 


60 Rozdział IL. — $ 2 


Jezeli biegun nsuwa się w nieskończoność, wtedy środek 
średnich harmonicznych staje się środkiem odległości 
średnich i ma własność taką, że suma alge- 
braiczna jego odległości od » punkców jest 
ze rem. 

Wymienimy niektóre własności zasadnicze środków 
harmonicznych --- albo inaczej mówiąc — ukladów 
biegunowych. 

Jeżeli M jest srodkiem harmonicznym 
stopnia r danegoukładna punktów względem 
bieguna O. wtedy odwrotnie U jest środkiem 
harmonicznym stopnia n—r tegoż samego 
układu względem bieguna M. 

Jeżeli Mpa ..,M, są środkami harmo- 
nicznemi stopnia rukładna punktów wzgle- 
dem bieguna 0, wtedy środki harmoniczne 
stopnia s(<r) układu 24,,2/,....,M, względem 
bieguna Osątakżeśrodkamiharmonicznemi 
stopnia sdanegoukładu względem tegoż bie- 
guna 0. 

Jeżeli .V,,...,3/, są środkami harmonicz- 
nemistopnia r względem bieguna O; N,,..., Ne 
środkami harmonicznemistopniaswzględem 
bieguna O. wtedy srodki harmoniczne stopnia 
r+s układu M,...., M, względem bieguna (h są 
identycznemi ze srodkami harmonicznemi 
stopnia r+s—n układu M,..,N; względem bie- 
guna U, 

Jeñeli A, jest środkiem harmonicznym 1-go 
stopnia układu ee,4,,...,d, względem bieguna 
O, to jest zarazem środkiem harmonicznym 
l-go stopnia układu A; Aa, 44,...,4, względem 
tegoż bieguna. 

Jeżeli w układzie A„ da, ..,A, r punktów 
zlewa się w jeden, towtymże punkcie schodzi 
sięr—p środków harmonicznych stopnia n—p 
względem jakiegokolwiek bieguna. 
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Środkami harmonicznemi stopnia r wzglę- 
dem bieguna, będącego s-krotnvm punktem 
układu danego, są: tenże punkt liczonys razy 
oraz srodki harmoniczne stopnia r—»s pozo- 
stałych n—s punktów układu danego wzglę- 
dem tegoż bieguna. 

Jeżeli wukładzie danym s punktów zlewa 
się w jeden, wtedy środki harmoniczne stopnia 
r<s względem tegoż punktu jako bieguna, są 
nieoznaczonemi. 

Własności środków harmonicznych są rzu- 
towemi. 

Jeżeli a! jest formą dwójkową, która przyrównana do zera 
daje grupę n punktów, wtedy forma H =(a*)*a'"*b*-* (gdzie 
«ib są spółczynniki symboliczne równoważne) przedstawia 
t.zw. hesyan grupy danej. Do tej formy stosuje się twie- 
dzenie: 

Istnieje forma stopnia Zn—4, której punk- 
ty zerowe (grupa Steinera) są punktami, dla 
których grupy środków harmonicznych rzędu 
(n — 1)-go zawierają punkty podwójne, dane 
przez punkty zerowe hesyanu H=0. 'Tę formę 
stopnia 2n—4, otrzymujemy, rugujączrównań: 


ta ->a = . dl *b, =0 


ilość z. 

Jest 3n -6 biegunów, których grupy srod- 
ków harmonicznych rzędu (u—l)-go względem 
formy danej, rzędu zas (2n -—s)-g0 względem 
hesyanu, mają punkt wspólny. „Punkty te wspól 
ne przedstawia w znakowaniu symbolicznem 
wyrażenie: 


PIT — A2 „u—1 Jw=2 w 3 
T= (ab (bo) as! b"? cz $. 


Znikanie tożsamościowe hesyanu jest wa- 
runkiem koniecznym i dostatecznym na to, 
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abyn punktów grupy danej zlewało się wje- 
den punkt. 

Podajemy jeszcze następujące twierdzenie o hesyanie for- 
ray dwójkowej: jeżeli skażniki formy danej są 
wszystkie różne i rzeczywiste, wtedy skażniki 
hesyanu są wszystkie nurojone. patrz Gerbaldi, 
Schoute 'Rend. Palermo 1839). 

Niebiegunowość (apolarność). Ciekawą jest teorya nie- 
biegunowości. Powiadamy, że forma dwójkowa a” rzędu 
m lub grupa w pnnktów jest niebiegunową (apolarną) 
względem do grupy n pmuktów y,g,t.... jeżeli biegunowa 
ay a, u... jest zerem. Dwiema formami niebiegunowemi są wte- 
dy a" i (æy) (rz) (at)... 

Pojęcie to znajdujemy poraz pierwszy u Battagliniego 
(Aec. Napol. 1864—1568), który rozciągnął je także na formy trój- 
kowe: później rozwinęli i z powodzeniem stosowali to pojęcie Ro- 
sanes (Crelle LXXV, LXXVI. Math. Ann. VI) i Reye (Crelle 
LXXVII, LXXIX). Ten ostatni wprowadził używaną dziś nazwe: 
Battuglini nazywał dwie formy względnie niebiegmiowe sprze- 
żŻonemi harmoniecznemi. gdyż uważał niebiegunowość jako 
uogólnienie harmonii zwyczajnej, do której sprowadza się istotnie 
nicbiegunowość w przypadku v =2. 


Warunkiem niebiegunowości dwu form 
a,b jest (aby" =0. 

Każda forma dwójkowa rzędu nieparzy- 
stego jest niebiegunową względem samej 
siebie; każda forma dwójkowa rzędu parzy- 
stego jest taką w przypadku gdy niezmien- 
nikdwuliniowy (aa)! jest zerem. Niezmiennik ten 
Battaglini nazywał harmonizantem. 

Najważniejszem w teoryi niebiegnnowości jest następujące 
twierdzenie Rosanesa: 

Niebiegunowość dwu form dwójkowych 
rzędu n-tego jest warunkiem koniecznymi do- 
statecznym na tojaby jedna ztych form dała 
się wyrazić liniowo przez potęgi n-ie czyn- 
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ników liniowych formy drugiej (przedstawienie 
kanoniczne). 

Dane w liczbie n formy dwójkowe rzędu 
n-tego można przedstawić jakokombinacye li- 
niowe n-tych poteg n form liniowych, których 
paanan u jest formą nie sbiegunową względem 

szystkichm form danych. 

Te badania nad niebiegunowością można rozciągnąć na 
formy jakiekolwiek i otrzymać ważne wyniki, dotyczące przed- 
stawienia form trójkowych, czwórkowych it. d. przez potęgi 
form liniowych. 

Pokrewnemi z temi badaniami są dawniejsze badania § y l- 
vestera, w których szło o to, aby liczba form liniowych, któ- 
rych potęgi n-te miały służyć z. | ion = danej, 
była mniejsza od n, a mianowicie -5- 5 dla n parzy stego, —— aż dla n 
nieparzystego. 

Okazuje się, że w przypadku m parzystego spełniać się 
winien pewien związek pomiędzy spółczynnikami formy; pier- 
wsza strona tego związku niezmienniczego nazywa się kata- 
lektykantem (patrz „Repertoryma*, t I, str. 259—449). 


W przypadku % nieparzystego przedstawienie tego rodzaju jest 
niemożliwem. 
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Niechaj będzie k- 1 form dwójkowych stopnia n (k £ w). 
liniowo niezależnych «",b",... Nazywamy formy liniowo- 
niezależnemi, jeżeli nie zachodzi pomiędzy niemi tożsamościowo 
żaden związek liniowy jednorodny, t.j. gdy nie dają się w) - 
znaczyć parametry stałe 7;,7;,... aby pomnożywszy je od} 0- 
wiednio przez formy dane, otrzymać sumę iloczynów równą 
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tożsamosciowo zeru. Utwórzmy przy pomocy k- 1 parame- 
trów jednorodnych 2,,44,... formę 2, -+l b! + hyc"... 
Forma ta stopnia u-tego, przyrównana do zera, da po wyborze 
wartości na stałe 4, grnpę u punktów. Formy tedy slane okre- 
ślają układ liniowy h-krotnie nieskończony, albo—jak się zwykle 
mówi—co/ grup u punktów. Mówimy, że ten układ jest in wo- 
lucya stopnia ni gatunku å; równanie 


4, u" a E s AS) 


nazywa się równabieminwolucyi. 

W przypadku n = 2, k= 1 otrzymujemy inwolacyę zwy- 
czajuą, t.j. w przypadku tym nieskończoność dwóch punktów 
składa się z dwójek puuktów sprzężonych inwolucyi zwyczajnej, 
określonej przez dwie dwójki punktów, którą przedstawiają dwie 
dane formy kwadratowe. 

Inwolncyęstopniamnirzędułkokreśla k-+l 
grup w punktów, nie należących do iuwolu- 
cyirzędnuniższego. 

Jeżeli r pauktów grupy inwolucyi schodzi się w jednym 
pnukcie, mówimy wtedy, że punkt ten jest r-krotnym punktom 
inwolucyi. 

Inwolucya stopnia ni gatunku Æ ma skoń- 
czoną liczbę punktów W- D-krotnyeh; liczba 
ich wynosi (+1) insk (Cremona. Preliminari. Bolonia 
1560 — 1867). 


Inwolncyw stopnia n i gatunkn Æ zawiera: 


20 = khi (q — km 1)... (am kt- 1) 
k 


grup, z których każda posiada dwa punkty po- 
dwójne. 

Interesnjącomi są szezególnie inwolucye stopnia z i gatunku 
pierwszego. Mają one Żu—2 punktów podwójnych lnb 
zjednoczonych, które okresla przyrównany do zera 
jakobian (dja! b=! =0. 
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Ogół pierwszych biegunowych grupy % 
punktów tworzyinwolucyę stopnian—li ga- 
tunku pierwszego. 

Można ustanowić odpowiedniość rzutową pomiędzy inwolu- 
cyami, zakładając związki dwuliniowe pomiędzy ich parametrami. 

Dla dwu inwolucyj gatunku pierwszego 
istopnia min. nałożonych nasobiei będących 
w odpowiedniości rzutowej, przytrafia się 
m-n razy, że punkt jednej zlewasięzjednym 
zodpowiadających mu punktów drugiej. Twier- 
dzenie to jest przypadkiem szczególnym t.zw. zasady odpo- 
wiedniości Chasles'a (p. Rozdz. I $ 2). 

Inwolucyami gatunku 1-go i stopnia 3-go zajmowali się Batta- 
glini (Rend. Ace. Nap. 1866), W e y er (Rozprawy Tow. król. czesk, 
VII. 1874). R. Sturm (Urelle LXXXVI), DOvidio (Memorie. 
Ace, di Torino 1879), Caporali (Rend. Acc. Nap. 1881—1883). 


Formy kwadratowe. Jeżeli dla punktu danego weźmiemy 
punkt biegunowy względem formy kwadratowej (śro- 
dekharmoniczny stopnia pierwszego) wtedy 
dwa jej elementy, punkt dany ipunkt biegu- 
nowy będą w związku harmonicznym. 

Znikanieniezmiennika A, dwu form kwa- 
dratowych fi o (patrz „Repertoryum* t. I, str. 261) 
wyraża, że punkty zerowe pierwszej formy 
leżą harmonicznie względem punktów zero- 
wych drugiej. 

Punkty, przedstawione przez spółzmiennik $=0 (jako- 
bian) są punktami zjednoczonemi inwolucyi, której dwoma punk- 
tami sprzężonemi są odpowiednio punkty form f=0ip=0. 
Inaczej: istnieją dwa punkty, z których jeden jest biegunem dru- 
giego (a stąd harmonicznie sprzężonym) względem każdej z dwu 
danych form kwadratowych; temi punktami są punkty spół- 
zmiennika % =0. 

'Znikanie niezmiennika R trzech form kwa- 
dratowych wyraża, żetrzy pary punktów na- 
leżą do tej samej inwolucyi. 

Pascal. Rep. II. 5 
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Forma kwadratowa daje się za pomocą 
przekształcenia liniowego sprowadzić do po- 
staci kanonicznej X, -X,?tj. do formy, zawiera- 
jącej tylko kwadraty zmiennych. Aby tęre- 
dukcyę uskutecznić. dość wziąć za nowe punk- 
ty podstawowe spółrzędne jednorodne dwu 
sprzężonych harmonicznie punktów formy 
kwadratowej, t.j. punkt y (dowolny) i punkt a, 
który jest pierwiastkiem równania azdy=0 
iwybrać nadto odpowiednio punkt-jedność. 

Jeżeli jako punkty podstawowe spółrzędnych jednorodnych 
obierzemy dwa punkty, będące pierwiastkami równania ® = 0, 
wtedy każda z dwu form kwadratowych sprowadzi się do formy 
kanonicznej. 

Twierdzenia te są ciekawe i z tego względu, że analogiczne 
do uich zachodzą w teoryi krzywych stożkowych i powierzchni 
rzędu 2-go (patrz Clebsch „Binire Formen“ $ 83—37); są 
one zresztą przypadkami szczególnemi twierdzeń powyższych, 
odnoszących się do niebiegunowosci. 

Formy sześcienne. Punktami formy sześciennej f = 0 nie- 
chaj będą a, b, c. O niebiegunowosci formy sześciennej wzglę- 
dem samej siebie mamy twierdzenie: 

Jeżeli dla punktu a formy sześciennej utwo- 
rzymy grupę biegunową rzędu pierwszego (t.j. 
składającą sięz dwu punktów) to jedenztych 
punktów zejdzie się zw, drugi zaś będzie har- 
monicznie sprzężonym względem pary b,c. Ma- 
my tym sposobem trzy inne punkty abc, któ- 
resą pierwiastkami spółzmiennika Q=0. 

Punkt biegunowy każdego z elementów spółzmiennika Q 
ma swój punkt biegunowy (grupę rzędu 2-go) względem formy 
sześciennej, przypadający w punkcie formy danej sześciennej f. 

Punkty formy f wraz z punktami spółzmiennika Q two- 
rzą trzy pary punktów sprzężonych w inwolucyi, której punkty 
podwójne są punktami hesyanu A =0. 

Każdy zpunktów hesyanu A=0 ma grupę 
biegunową rzędu l-go względem formy sześ- 
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ciennej, złożoną z dwóch elementów zlewają- 
cych się; z tym elementem zlewa się także 
punkt biegunowy rzędu 2-go tegoż elementu 
hesyann A=0 względem formy sześciennej. 

Jeżeli dla elementu dowolnego weżmiemy pary elementów 
biegunowych rzędu 1l-go względem formy sześciennej i jej ja- 
kobianu, wtedy te pary będą harmonicznie sprzężonemi, a przy 
zmianie elementu dowolnego utworzą inwolucyę, której punktami 
podwójnemi są pierwiastki równania A =0. 

Jeżeli dwa elementy biegunowe rzędu 1-go punktu wzglę- 
dem formy sześciennej zlewają się, wtedy punkt ten wraz 
z trzema elementami formy sześciennej tworzy czwórkę równo- 
anharmoniczną (patrz Rozdz. I $ 2); stąd każdy punkt hesyanu 
wraz z trzema punktami formy sześciennej tworzy czwórkę ró- 
wno-anharmoniczną. 

Jeżeli za punkty podstawowe spółrzęd- 
nych jednorodnych przyjmiemy punkty he- 
syanu A=0, wtedy forma sześcienna sprowa- 
dza się do postaci kanonicznej, zawierającej 
tylko sześciany dwóch zmiennych, i nadto 
Qsprowadza się także do postaci kanonicznej 
(patrz Clebsch „Binire Formen“ $ 30). 

Trzy elementy formy f (tak jak i elementy formy Q) są 
w odpowiedniości rzutowej kołowej, której elementami podwój- 
nemi są pierwiastki równania A =0. 

W dwóch wzajemnie niebiegunowych trójkach elementów 
a, Ù, ¢; a, B,y dwa którekolwiek punkty grupy pierwszej np. a,b 
są sprzężone harmonicznie z pierwszą grupą biegunową elementu 
c względem trójki a, A, y. 

Dwie formy sześcienne są wzajemnie nie- 
biegunowemi, jeżeli niezmiennik J=(/,9)* jest 
zerem (co do użytego tui niżej znakowania patrz „Reper- 
toryum“ t. I, str. 265 i nast.). 

Jeżeli do każdego elementu formy sześciennej dobierzemy 
sprzężony z nią harmonicznie względem dwóch pozostałych, 
będziemy mieli trzy punkty; warunkiem niebiegunowości tej 
trójki punktów względem innej formy sześcieunej jest znikanie 
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niezmiennika Ai lub Ay, stopnia trzeciego co do spółczynników 
jednej i stopnia pierwszego co do spółczynników drugiej formy 
sześciennej. 

Warunkiem niebiegunowosci dwóch tró- 
jek punktów, które otrzymujemy powyżej 
wskazanym sposobem dla każdej z form sześ- 
ciennych, jest 4=0. 

Znikanie niezmiennika Aap wyraża, Że para punktów, 
z których każdy tworzy czwórkę równoanharmoniczią z ele- 
mentami pierwszej formy szesciennej, jest harmoniczna z każdą 
parą analogiczną wzgledem drugiej formy szesciennej. 

Formy dwukwadratowe. Jeżeli niezmiennik j 
jest zerem, wtedy cztery punkty, przedsta- 
wione przez formę dwójkową dwukwadratową. 
sąharmonicznemi; jeżeli zorem jest niozmion- 
nik, wtedy toe cztery punkty są równoanhar- 
monicznemi. W tym ostatnim przypadku for- 
ma/jestniebiegunowąwzgyledem samej siabie. 

Hesyan formy dwukwadratowej przedstawia: cztery ele- 
menty; każdy z nich ma grupę bieganową rzędu 3-go względem 
formy, zlewującej się z grupą biegunową rzędu 2-90 (utworzoną 
z elementów zlewających się). Każdy punkt formy M tworzy 
z trzema punktami pierwszej grupy biegunowej czwórkę równo- 
anharmoniczną. 

Forma 7-20 przedstawia sześć elementów; grupa biegu- 
nowa każdego z nich (względem formy /) zlowa się z jednym 
z trzech punktów pierwszej grupy biegunowej i tworzy z niemi 
czwórkę harmoniczną. 

Elementami podwójnomi trzech inwolucyj, okreslonych 
przez dwójki elementów formy dwukwadratowej lub jaj besyanu, 
są elementy spółzmiennika 7; każda z tych twzech par elementów 
podwójnych przedstawia także elementy podwójne inwolucyi, 
określonej przez dwie pary pozostałe, 

Jeżeli j= 0, wtedy forma f może być spro- 
wadzona do postaci kanoniecznej, zawierają 
cej tylko potęgi czwarte dwu form liniowych, 
które są formami jednej z par formy 7. Wtym 
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przypadku elementy formy f tworzą rzutowość kołową, której 
elementy podwójne są dwoma elementami formy 7. 


Te rozważania o przedstawieniu geometrycznem form dwójko- 
wych znajdujemy w dziełach autorów niemieckich i w dawnych, nie- 
słusznie zapomnianych, rozprawach Battagliniego (Accad. Na- 
pol. 1864 i nast.). 


$4 


Własności rzutowe trójkątów, czworokątów, sześciokątów i t. d. 


Jeżeli w dwóch czworokątach płaskich zupełnych, do siebie 
odniesionych, pięć boków jednego przecina pięć odpowiednich 
boków drugiego w pięciu punktach, położonych na jednej pro- 
stej, wtedy i szóste boki spotykają się w punkcie tejże prostej, 
a proste, łączące odpowiadające sobie wierzchołki, zbiegają się 
w jednym punkcie; nadto trójkąty przekątne są homologicznemi. 

Stąd wypływa: Jeżeli czworokąt zupełny przekształcamy 
w ten sposób, aby pięć jego boków przechodziło przez punkty 
stale pewnej prostej, wtedy bok szósty obraca się około punktu 
stałego tejże prostej, stanowiącego razem z poprzedniemi pię- 
cioma punktami inwolucyę sześciu punktów. 

Poprzeczna dowolna przecina trzy pary 
boków przeciwległych czworokąta zupełnego 
w punktach, stanowiących trzy pary punktów 
w inwolucyi. 

Stąd: Jeżeli poprzeczna przecina trzy pary 
boków przeciwległych czworokąta zupełnego 
w punktach AiA,BiB,CiC, wtedy pomiędzy 
odeinkami poprzecznej zachodzi związek: 


AB'.BC'.CA'+-AB.B'C.C'A=0V. 


Do czworoboku stosują się twierdzenia, dwoiście wzajemne do 
poprzedzających. 
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Trzy koła, których średnicami są prze- 
kątne czworoboku zupełnego, przechodzą przez 
tesame punkty. 

Trzy punkty środkowe trzech przekąu- 
nych czworoboku zupełnego leżą na jednej 
prostej. 

W czworokącie zupełnym dwa boki,spoty- 
kającesię w punkcie przekątnym, są rozdzie- 
lone harmonicznie przez dwa pozostałe. 

W czworoboku zupełnym każda przekątna 
jestrozdzielona harmonicznie przez dwie po- 
zostałe 

Jeżeli przez L, L; M, M';N,N' oznaczymy punkty, które 
wraz z przekątną s dzielą harmonicznie boki AB, CD. AC, BD, 
AD, BC czworokąta zupełnego, wtedy proste LL, MIL, NN' 
spotykają się w jednym punkcie, który wraz z niemi dzieli har- 
monicznie proste LL’, MM”, NN'. 

Jeżeli poprzeczna przecina boki trójkąta RSQ w trzech 
punktach 4', B', C’, które są odpowiednio parami w inwolucyi 
z punktami 4, B, C tejże poprzecznej, wtedy proste RA, SB, QC 
spotykają się w jednym punkcie (t j. w biegunie harmonicznym 
poprzecznej względem trójkąta). 

Jeżeli z punktu S rzucimy wierzchołki 
trójboku rsą przy pomocy trzech promieni 
a,b,c, będących parami w inwolucyi ztrzema 
innemi promieniami a,b,c, wychodzącemi z punk- 
tu Sẹ wtedy punkty ra,sb,ąc znajdować się będą 
na jednej prostej. 

Jeżeli poprzeczna dowolna przecinatrzy 
boki trójkąta i jeżeli wierzchołki jego rzu- 
cimy zdowolnego punktu na boki odpowiednio 
im przeciwległe, wtedy iloczyn trzech sto- 
sunków anharmonicznych grup czterech punk- 
tów na trzech bokach jest równy jednosei 
ujemnej. 

Jeżeli trzy proste, wychodzące z jednego punktu i przecho- 
dzące przez wierzchołki trójkąta ABC, przecinają boki przeciw- 
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ległe w punktach 4', B', C', wtedy pomiędzy odcinkami boków 
zachodzi związek: 


AB'.BC'.CA'+-AC'.CB'.BA' =0 
lub 


åB’ BO CA 
ap ao Ba 1- (Ceva. 1678) 


Odwrotnie: Jeżeli dla trzech punktów 4'.B,C' na bo- 
kach trójkąta zachodzi związek poprzedzający, wtedy proste 
AA', BB', CC’ spotykają się w jednym punkcie. 

Jeżeli poprzeczna przecina boki trójkąta ABC w trzech 
punktach A’, B'. C', wtedy pomiędzy odcinkami boków zachodzi 
związek: 


AB'.BC'.C4' — AC. CP'. BA =0 
lub 
AB BEC" OS 
Up I0 ba 1 (Tw. Menelausa) 
i odwrotnie, 


Jeżeli boki trójkąta 4 BC podzielimy harmonicznie w punk- 
tach A, B', C’, A" B" C" w ten sposób, aby było: 


AB BU CA' AB" BO" CA” _ 
CRO AO BS BO CA AR 


wtedy koła o średnicach AA’, BB’, CCO’ przechodzą przez te 
same dwa punkty P, 7”, tak, że 


AP + BP: CPSA BP OP; 


a koło przechodzące przez trzy punkty A, B, C dzieli cięciwę 
PP" harmonicznie i normalnie. 

Jeżeli sześciokąt płaski zupełny ma wierz- 
chołki rzędu nieparzystego na jednej pro- 
stej, a wierzchołki rzędu parzystego na dru- 
gioj, wtedy trzy pary boków przeciwległych 
przecinają się w punktach, leżących na jednej 
prostej. 


— 
to 
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Jeżelisześciobok płaski zupełny ma boki 
rzędu nieparzystego, spotykające się w jed- 
nym punkcie, a boki rzędu parzystego spoty- 
kają się winnym punkcie, wtedy proste, łączą- 
ce trzy pary wierzchołków przeciwległych, 
spotykają sięwjednymitym samym punkcie. 

Te dwa twierdzenia są przypadkami szczególnemi dwóch 
twierdzeń Pascala i Brianchona (patrz niżej), dotyczą- 
cych krzywych stożkowych; te przypadki szczególne wynikają 
z twierdzenia ogólrego w założeniu, że stożkowa podstawowa 
rozpada się na dwie proste lub na dwa punkty. 


Geometrya miarowa trójkąta płaskiego. Wzory trygonometryi 
płaskiej. 


Niechaj a, b, e będą boki, „1, B, C€ katy odpowiednio prze- 
ciwległe trójkąta prostokreśnego. 
zachodzą związki: 


a b s c 
sin A sin BB sin 


a: —b*.- 3 -- becos A, 


a trzy inne otrzymują się z drugiego przez przemianą litor a, D, e; 


A, B, C. 


Dalej mamy wzory: s oznacza w nich połowę trzech boków. 


b ; 
= i -2 beos O- b sin Ceot B 
cos (>| sin C eotg „A ł w W 


u = b cos Ok V c*—b* sin? O. beos co ecos B, 
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a 1 
a 2ssin A dać wa 
iP | c i a, 
sin A -+ sin B + sin C cos} B cos : c 


: 2 p KI (2-52 — a? |2 
sin A= jz V s (s—a! (s—b) G-5=|/ 1-7 ) j 
. 1 ,_ 1/20 (s—0) asin ( 
SED, z4} bę" tg A " b—acos 0” 


(a—b) tg EJ (4A--B) =(a+-b) tg Ş (A—B) (analogia Nepera) 
1 1 1 
(s—a) tg -9 A= (s — b) tg -y B=(s — 0) tg -5 C, 


1 1 
s = (s — 4) cotg-5- B cotg gl. 
c sin (A — B) =asin A —bsin B, 


a COS = (B— C) — (b+c) cos : (B+C) | 
„ (wzory Gaussa) 


a sin + (B— 0) = (0—0) sin -> (B+ 0) 
a? sin (B — C) = b? — e) sin (B+ C), 
sin A-|-sin B+sin C=4 cos T A cos $ B cos Ba C, 
sin 2 A-+sin 2 B--sin 2 (=4sin A sin Bsin C, 
cos A--cos B-|-cos C==t sin As Asin = B sin a Cl, 


cos 2 A |-cos 2 B+cos 2 O = — 4c0s A cos B cos 0—1, 
tg A+tg B+tg C =tg Atg Ptg C, 
cotg A+ cotg B--cotg C = cotg A cotg Bcotg C 
-L cosec A+cosec B+cosec C , 
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Li s A 
sin Asin B--sin C = 4sin -5 Å A sin — 57 B sin ka 


sin 2.4--sin 2 B+sin 2 C = 4cos A cos B cos C, 


C, 


sin? A--sin* B—sin* (= 2 sin A sin B cos C, 
sin? A--sin? B+-sin* C == 1—2 cos 4 cos 73 cos C. 
Pole trójkąta wyraża się za pomocą wzorów następujących: 


Pole = E c? sin A sin B 


1 : 
< — ab sin C 
2 sin © 2 


= Vs s (s- x- a) (s—b) (s wzi 


4R 


Geometrya miarowa trójścianu i trójkąta kulistego Wzory 
trygonometry! kulistej. 


Rozważajmy trzy plaszczyzny wiązki (nie poku, a więc 
płaszczyzny, nie przechodzące przez jednę prostą); płaszczyzny 
te wyobrażmy sobie przesunięte aż do przecięcia się wzajemnego 
według prostych, wychodzących z punktu wspólnego wszystkim 
trzem; otrzymujemy wtedy trójścian. Przetnijmy ten trój- 
ścian kulą, której środek znajduje sią w środku wiązki, promień 
zaś równa się l; otrzymamy tym sposobem na kuli trójkąt 
kulisty (sforyczny), którego boki są łukami kół: wielkich; 
łuki te można mierzyć przez kąty w środku kuli, t. j. kąty płas- 
kie na ścianach trójścianu.  Kątami zaś trójkąta kulistego są 
kąty pomiędzy stycznemi do boków trójkąta w jogo wierzchoł- 
kach; są to kąty, które tworzą zo sobą wzujemnio ściany trój- 
ściann, czyli kąty dwuścionne trójścianu.  Goometrya metryczna 
trójścianu czyli triedrom i a a zlewa sią tym sposobem 
z geometryą trójkąta kulistego, t. j. z trygonometryą kulistą. 
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Pomiędzy trójkątami kulistemi, wyróżniają się trójkąty 
prostokątne, dwuprostokatne i trójprostokątne. Te ostatnie są 
utworzone przez trzy łuki kół wielkich, z których każde dwa są 
do siebie prostopadłe; wszystkie ich boki i wszystkie ich kąty 
mają po 90 stopni. 

W każdym trójkącie kulistym prostokąt- 
nym, albo każdy ztrzech, albo jeden tylko z bo- 
ków jest mniejszy od 90". 

W każdym trójkącie kulistym prostokąt- 
nym kątnieprosty i boktemuż przeciwległy 
sąalbo oba większealbo oba mniejsze od 90". 

Jeżeli w trójkącie kulistym każdy boki każdy kąt jest 
mniejszy od 180°, to suma kątów jest większa od 180"; różnica 
pomiędzy tą sumą a 180” nazywa się przepełnieniem 
trójkąta kulistego. 

Trójkąt kulisty jest równoważny innemu trójkątowi kuli- 
stemu dwuprostokątnemu, którego kąt trzeci jest równy prze- 
pełnieniu trójkąta danego. (Twierdzenie Girarda 1629, do- 
wiedzione sposobem prostym przez Cavalieri'ego w r. 1632). 

Zajednostkę pól kulistych przyjmuje się trój- 
kąt dwuprostokątny, którego kąt trzeci jest wtedy jednostką 
kątową. Wtedy mamy: Pole trójkąta kulistego 
równa się jego przepełnieniu. 

Końce średnicy kuli prostopadłej do płaszczyzny koła wiel- 
kiego nazywają się biegunami tego koła. Jeżeli wyobra- 
zimy sobie, że goniec, oparty stopami na kuli, przebiega okrąg 
koła wielkiego w pewnym zwrocie, który przyjmijmy jako do- 
datni, to biegunem koła będzie mianowicie ten z dwóch wyżej 
określonych punktów, który pozostaje po stronie lewej gońca; 
tym sposobem dawszy sobie biegun, wyznaczany zwrot dodatni 
drogi. Strona płaszczyzny koła wielkiego, zwrócona ku biegu- 
nowi, nazywa się stroną dodatnią. Jeżeli płaszczyznę koła 
wielkiego obrócimy na pewien kąt, to na takiż kąt obróci się 
biegun tego koła. 

Niechaj będzie trójkąt kulisty ABC; szukajmy biegunów 
jego boków BO, CA, AB |gdzie za zwrot dodatni na bokach 
przyjmujemy zwroty od B do O, od O do Ait.d.). Oznaczmy 


~q 
c 
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te bieguny przez A, B',C' i ntwórzmy trójkąt kulisty 4'B'(', 
zwany trójkątem biegunowym lub wzajemnym 
względu trójkąta danego. 

Trójkątem biegunowym dla trójkąta A'B'C' 
jest nawzajem trójkąt ABC Kąty trójkąta są 
odpowiednio spełnieniami boków trójkąta 
biegunowego. 

Poletrójkąta danego i obwód trójkąta bie- 
gunowego. dodane do siebie, dają snmę ró- 
wna Żz. 

Dajmy na to, że przebiegamy obwód trójkąta kulistego 
w pewnym zwrocie. np w zwrocie AB(' i że zwrot tem jest 
zwrotem dodatnim odpowiednio na każdym łuku kół: wielkich 
AB, BOL CI: niechaj wielkościani tych boków trójkąta, prze- 
bieganych w pewnym, zwrocie będą odpowiednio c, a,b. 
Przez kąt BAC rozumiemy kąt pomiędzy dwoma kiernnkami 
AB, AC, z których pierwszy jest tedy dodatni, drugi ujemny; 
podobnież rzecz się na z kątami „ICB, CBA. Te to kąty ozna- 
czamy odpowiednio przez „l, C, B. Jeżeli przez kąt pomiędzy 
dwiema ścianami trójściann, odpowiadającego trójkątowi knli- 
stemmu, roznnieć będziemy kąt pomiędzy stroną dodatnią jednej 
i stroną ujemną drugiej ściany, to będzie można powiedzieć: 
kąty trójkąta kulistego są spi luieniami kątów utworzonych przez 
ściany trójścianu, odpowiadającego trójkatowi danemu. Jeżeli 
zaś. przez kąt pomiędzy dwiema ścianami: trójścianu roznnieć 
będziemy kąt pomiędzy stronami dodatniemi jego ścian, wtedy 
kąty, utworzone przez ściany trójścianu, równają się odpowiednio 
kątom, które oznaczyliśmy wyżej przez A, B, C, a które nie są 
kątami utworzonomi przez zwroty dodatnia na kołach wielkich. 

Dla trójkątów kulistych prostokątnych (2 - 900) mamy 
następujące wzory główne: 


COS Ł-cosbcosc r sinb- sin esin B; sine  sinasin(/, 
| tgb = tgąavosl('- sinele BD 
| tge- tgacosB  siubtg (' 


cos æ == cotyy Beobg O; cos 3 | cosbsinC; ceos. coscsin B. 
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Wzory zasadnicze dla trójkątów kulistych jakich- 
kolwiek są następujące: 


SIN e sin b SID e 


sind  snb sinl’ 


cos d = cos b cos c + sin b sin c cos A 
cos A = — cos D cos C+ sin Bsin C cos n ; 
inne otrzynnją się z tych przez przemianę liter. 

Pierwszy z tych wzorów znajdujemy już w dziełach geometrów 
starożytnych (Menelaos, Sphaerica III): pozostałe nazywają się 
wzorami Kulera (Mém. de Berlin. 1758), Z tych wzorów 
można otrzymać wszystkie wzory trygonometryi kulistej, to pokazali 
pierwsi Lagrange (Jownal de VEcole polyt. 1799) i Gauss 


(Dodatki do „(reometryi położenia“ Carnota w tłómaczeniu 
Schumachera). 


W poniższych wzorach jest żs=a--0-|-c, 2 S==_1-|-B--C. 
cot a sin b s=cosb cos O+ sin C tgd, 


2] sin ssin (s—a) sin (s—b) sin (s— c) 


siu „A ==>— - - i 
sin b sin ć 


1 Jý sin (s—b)sin (s—c) agi ab =). sin s sin (S— u) 

dań Gu =} © sinbsine 7 0% zd = sinbsinc  ? 
. 1  _]/ —cosSeos(8—4) " ES a=] cos( S—B)cos(S—C) , 
apa "wagę sin Bsin g *082 snBsm ’ 


1 a 
stąd przez dzielenie łatwo otrzymać wzory na tey A; cotg*-g- a. 


Wzory te służą głównie do obliczania kąta z danych trzech bo- 
ków lub boku z danych trzech kątów. 

Jeżeli wszystkie kąty i boki trójkąta kulistego są mniejsze 
od 180°, to wtedy możemy stosować następujące wzory, zwane 
wzorami Gaussa lub Delam brea: 
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1 l: 
sin 5 1 (4—B) sin „gg 05 sin 9 RE cos —- 
1 Sa 
cos -7 L ti- B) sin K $ (at) sin -5 
1 
sin _ (4—B) cos ea = cos- (a—b) cos o Ç, 


1 1 I RE 
COS -5 (A—B) cos y $ = 008-5- (a+b) sin gl. 


Wzory te ogłosili prawie równocześnie Gauss (Theoria mo- 
tus etc.) Delambre (Connaissance des temps 1808) i Moll- 
weide (Zach's Monatliche Correspond 1808, Vol XVIII), 


p Bari ani stąd bezpośrednio wzory na 
tg -5 : (A+B), tg 5 (A—B), tg -5 3 (a—b), tg -5 A (a —b), zwane 


analogiami l epera (1614). 
Gauss podał jeszcze wzory następujące: 


(sin A — sin B) sin ce = (sin a — sin b) sin C , 

(sin 4 -+ sin B) sin c = (sin a + sin b) sin C , 

(cos A+ cos B) sin c = sin (a — b) (1 — cos C), 
sin (A + B) (1 -+ cos c) = (cos a + cos b) sin C. 


Z każdego wierzchołka trójkąta kulistego poprowadźmy 
koło wielkie prostopadłe do boku przeciwległego; prostopadła ta 
podzieli kąt i bok przeciwległy na dwie części M, N; m,n, tak, 
że M + N = A,m -+ n =a (dla prostopadłej przechodzącej 
przez wierzchołek A). Mamy wtedy związki: 


1 TE 
A (MN) tg 3 (M—N= za raj | 


-q (nn) tg 5 (5m—n) = tg -$ (6-0) tę --(b—1), 
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tg L(M-N) 
2 


1 
tg 5-(M-N) 


14 
tg Ka wm) __sin (B— C) 
tg -3 (mpn) 7% CRPG) 


tgM _ igm , sin(M+N) _ sin(m+n) 
tgN tgn ” sin(M--N)  sin(m—n) ` 


Dalej mamy następujące wzory na 5 = = (4--B+C), 


cos -0008-5-b-+-sin-5- asinbcos0 


sin S= 5 I 2 2 
wę e 
z i b aA 
4 l cos 1 
mah a COS 5 COS z © 
1 1 1 
I Es b o 
„M 5 a- cos 5 b--cos z o 1 
"EEE Pc 
2 cos g 4008-5-D 008 —g- 6 
1 1 
cotg -y a cotg -y b+ cos C . 
JGGG": KA 
cotg S = — sinasinbsin C 


1 + cos a + cosb — cos c 


al 1 1 1 1 
tg” -z- (S — 90) = tg -z stg- (—a) tg y (6-b) tg g (8— 9). 
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Tym wzorom odpowiadają analogiczne na obliczanie 
obwodu 2s trójkąta kulistego; otrzymać je można łatwo, stosując 
poprzednie do trójkąta biegunowego względem danego. 

Jeżeli w trójkącie kulistym pozostają stałemi jeden kąt 
i stosunek stycznych połów boków teu kąt obejmujących, wtedy 
pozostaje stałem i pole trójkąta. 

Jeżeli w trójkącie kulistym pozostają stałemi jeden bok 
1 iloczyn stycznych połów kątów przyległych temu bokowi, wte- 
dy pozostaje stałym i obwód trójkąta. 

Jeżeli stosunki boków trójkąta kulistego do promienia ma- 
ją niewielkie wartosci, wtedy kąty trójkąta są przybliżenie 
o trzecią częsć przepełnienia większe od odpowiednich kątów 
trójkąta płaskiego, ktore boki są tejże długosci co odpowiednie 
boki trójkąta kulistego. (Twierdzenie Legendre'a. Mém. de 
Paris. 1787). 

Studya nad trygonometryą kulistą, niezbędne dla astronomii 
rozpoczęli już astronomowie greecy. A nowszych badaczy, którzy 
wzbogacili trygonometryę kulistą ważnemi zdobyczami. wymieniamy 
Eulera (Mém. de Berlin 1753, Acta Petrop. 1779), Legendre'a 
(Trigonomótrie), Lexella (Acta Petrop, 1782), Lagrange'a 
(Journ. de l'Ecole polyt. Cah, VI) i Gaussa.,  Ważnemi są dzieła 
Móbiusa (Analytisehe Spldwik 1546) i Gudermauna (Nied. 
Sphirik 1835), Z dzieł najnowszych autorów podajemy © Study: 
„Sphiwische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische 
Funetionen. Bine Analyt., geom, Untersuchung“ (Lipsk 1893) z po- 
dreezników: Serreta.Baltzera, dawniejsze Śniadeckiego 
(1817. 1820) r nowsze Niewęglowskiego (1876) i Czaje- 
wieza (1891). 


ROZDZIAŁ III. 


TEORYA NIEZMIENNICZA FORM ALGEBRAICZNYCH. KONEKSY. 


U 
= 


Formy algebraiczne jakiekolwiek. Rzeczy ogólne 


Przez formę algebraiczną gatunku r tego rozumiemy 
fnnkcyę jednorodną całkowitą r zmiennych 2; £... 7, stopień 
tych zmiennych nazywa się rzędem formy. Spółczynniki 
tej formy mogą być znów funkcyami jednorodnemi całkowitemi, 
wymiernemi innych zmiennych, których liczba może być też 
różna odr. Formy zawierają w tym przypadku pewną liczbę 
szeregów ilości zmiennych. W przypadku r==3 mamy formy 
trójkowe, w przypadku r=4czwórkowei t.d. 

Jeżeli formę trójkową z jednym szeregiem zmiennych przy- 
równamy do zera, otrzymamy równanie krzywej płaskiej, gdy 
zmienne „* uważać będziemy za spółrzędne jednorodne punktów 
płaszczyzny; forma czwórkowa z jednym szeregiem zmiennych 
przyrównana do zera, daje równanie płaszczyzny, gdy zmienne z 
uważamy za spólrzędne punktu przestrzeni. 

Formom gatunku r-tego i rzędu n-tego o jednym szeregu 
zmiennych nadajemy postać symboliczną 


 — gg! =P — 
f= =w=... 


i podobneż przedstawienie symboliczne możemy stosować do 
form o większej liczbie szeregów ilości zmiennych. 
Pascal. Rep. IT. 6 
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Niechaj zmienne w ulegają przekształceniom liniowym 
typu 
xda i 142 -+...-- Ada 


i niechaj wyznacznik 


który nazywamy modułem przekształcenia, będzie 
różny od zera. Jeżeli przez „1, oznaczymy wyznaczniki do- 
łączone elementów „1, wyznacznika A, podzielone przez A, to 
społczynniki symboliczne s, a, ...., 4, tormy a! przekształ- 
cają się za pomocą wzorów: 


ty ta „M ą” ly” > da ty |-1..-|-21 u. 
Funkcyami odwrotfnemi do powyższych są: 
arzAy Gdy ega raspala z gassi | luta h „Ara,. 


Wzory na przeksztaleenie ilości a otrzymujemy g wzorów 
na przekształcenie zmiennych w, jeżeli zamiast każdego spół- 
czynuika ty podstawimy odpowiadający mu wyznacznik dola- 
czony w A. podzielony przez A. Dwa przekształcenia, pozosta- 
jące w takim związku, nazywamy wzajemnemi. 

Teorya niezmienników form bada funkcye jednorodne eal- 
kowita wymierne spólezynników Formy pierwotnej i zmiennych, 
pozostające niezmiennemi przy przekształceniach liniowych ilo- 
ści zmiennych, przy pominięciu czynnika, będącego polega mo- 
datu. Te fuukcye nazywają się w ogóle utworami nic- 
zmienniczemi. 

Łatwo przekonać się, że dla zbadania ogółu tyeh utworów, 
uależy, prócz zmiennych „e, uważać jeszeze inne zmienne. 

Niechaj będzie r szeregów ilości zmiennych yty 2 dzy; 
Yi Ysi YA Zydys:21,2,.:.; wyznacznik, którego ta wszyste 
kie mienne są elementami, oznaczamy zwykle za pomocą sym- 
boln (ryż .. .). 

Z wzorów na przekształcania wynika bezpośrednio, że gdy 
uważamy np. dwa szeregi ZMIENNYCH dgy dug oeg 5 gy Yay sea Up 
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i poddajemy je tym samym przekształceniom liniowym, to wy- 
znaczniki dwójkowe, zawarte w macierzy tych 27 elementów, 
przechodzą skutkiem przekształcenia liniowego na wyznaczniki 
dwójkowe macierzy elementów przekształconych 2y/ s% ... ,£;; 
Yi’, Ya yes Yr. 

Wynika stąd, że gdy jeden utwór zawiera zmienne », drugi 
zmienne y. ale tylko w kombinacvach 


Ho» dy | 

| = Wj, 
l Vo; Y 
to wystarcza uważać utwór ten nie za funkcyę zmiennych r iy 
(d w u szeregów ilości zmiennych) lecz za funkcyę pojedyń- 
czego szeregu zmiennych u; jest przeto koniecznem wpro- 
wadzenie ilości «, jako zmiennych Lecz wtedy, podobnie jak 
i zmienne u, wprowadzamy zmienne v, które przedstawiają wy- 
znaczniki 


= 
5 
$ 
a 
S 
Z 
` 


| 
Zi >, Ëj , Zr | 


it.d. A zatem oprócz zmiennych » mamy jeszcze do rozwa- 
żania r—2 szeregów zmiennych, z których każdy jest specyal- 
nej natury. Ostatni z tych szeregów składa się z r zmiennych, 
a więc z tylu zmiennych, ile jest zmiennych ©. 

Interpretacya geometryczna łatwo tu przewidzieć się daje. 
Jeżeli zmienne » uważamy za spółrzędne jednorodne punktu 
w przestrzeni o r wymiarach, to zmienne u, ',... są spółrzęd- 
nemi kolejnych rozmaitości liniowych, zawartych w tej prze- 
strzeni: prostej, płaszczyzny it. d. Dla r =3 ilości u są spół- 
rzędnemi prostej na płaszczyźnie; i dla tego w dziedzinie trój- 
kowej nazywamy ilości « spółrzędnemi prostej. 

Szeregi zmiennych nazywają się spółpodstawienio- 
wemi. gdy ulegają tym samym przekształceniom; przeciw- 
podstawieniowemi, gdy poddane są przekształceniom 
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liniowym wzajemnym; różnopodstawieniowemi (di- 
gredient), gdy nie są poddane ani równym, ani wzajemnym. 
Przeciwpodstawieniowemi zmiennemi są zmienne 2), os... &r 
i zmienne ostatnich » — 2 szeregów, o których mówiliśmy wy- 
żej. Łatwo przekonać się można, że symbole operacyjne 
0 0 d 
dzy a * OT 


przekształcają się za pomocą wzorów wzajemnych weglę- 
dem wzorów, służących do przekształcenia zmiennych ©. 

Aby więc objąć ogół utworów niezmienniczych, należy 
wyobrazić sobie. że zawierają one w ogólności pewną liczbę 
szeregów ilości zmiennych spółpodstawieniowych, jakiemi są 
zmienne a, pewną liczbę szeregów ilości zmiennych, jakiemi są w, 
pewną liczbę szeregów zmiennych r i t.d. 

Twierdzenie Clebscha ((r0ód. Abh. 1872), które można 
uważać za rozszerzenie wzoru Clebscha—(Gordana, re- 
dukuje wszakże liczbę tych ntworów i orzeka, że wystarcza 
rozważanie co najwyżej jednego pojedyńczego szeregu zmien- 
nych w, jednego pojedyńczego szeregu zmiemych 4, jednego 
szeregu zmiennych r i t. d. 

Przy tej sposobności zwracany uwagę na fo, że (la palli 
(Giorn. di Batt. XVI. Mem.-lineei XVIL 882. Rend.-lincei 
L891) z innego punktu widzenia uogólnił twierdzenie Ole b- 
scha—Gordana, bez nważania zmiennych t4r..., a roze 
ważając tylko zmienne spółpodstawieniowe ze zmiemiemi s 

Różnica pomiędzy dziedziną dwójkową a przypadkiem 
ogólnym polega na tem, ża w dziedzinie dwójkowej możemy 
zawsze ograniczyć się do form o jednym tylko szeregu zmien- 
nych, gdy tymczasem w przypadku ogólnym nie możemy zejść 
niżej r — | szeregów, które mogą wtedy składać sią ze zmien- 
nych spółpodstawieniowych (Capelli lab różnopodstawie- 
niowych (Olebse h). 

Po ograniczeniu utworów niezmienniczych, zgodnie z twier- 
dzeniem ©lebseha, możomy przeprowadzić dalszą redukcyę. 
Dowiedziono, że nietylko dla form dwójkowych. alei dla form 
gatunków wyższych istnieją zawsze układy zupełne t.j. 
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że istnieje zawsze liczba skończona utworów niezmien- 
niczych, których każdyinny utwór jest funk- 
cyą całkowitą wymierną. 


Twierdzenia tego dowiódł najprzód Gordan dla przypadków 
specyalnych dziedziny trójkowej: dla formy trójkowej sześciennej 
Math. Am, I, dla dwu form kwadratowych trójkowych Math. Ann, XIX; 
potem ogólnie i dla form nietrójkowych. Hilbert, Math, Aun, XXXVI; 
patrz Ġordan, Math. Ann, XLII: Capelli, Rend, Ace. Napol. 1896: 
White, Amer. J. XIV, 1892, 


W formach trójkowych rozróżniać będziemy następujące 
utwory niezmiennicze: l-o Niezmienniki— zależne tylko 
od spółczynników formy pierwotnej lub form pierwotnych. 
2-0 Spółzmienniki — zależne, prócz od spółczynników, 
jeszcze od zmiennych :r: stopień względem zmiennych nazywa 
się ich rzędem, stopień względem spółczynników ich sto p- 
niem. 3oPrzeciwzmienniki lub formy przypo- 
rządkowane— zależne od społczynników i od zmiennych 
przeciwpodstawieniowych u; stopień wzgłędem tych ostatnich 
stanowi ich klasę. 4-o Formy pośrednie —zależące od 
spółezynników zmiennych x i zmiennych w. 

Jeżeli przez ty, u, 4; Oznaczymy zmienne trójkowe przeciw- 
podstawieniowe względem zmiennych 79,4%, %3, to wyrażenie 
u. za pomocą przekształcenia liniowego przekształca się — 
jeżeli pominiemy czynnik A — na formę w,'; to ostatnie wyraże- 
nienazywa się spółzmiennikiem tożsamościowym; 
należy ono do układu zupełnego każdej dowolnej formy trójko- 
wej, albo każdego układu takich form. Podobnie rzecz się ma 
i dla form gatunku r — tego. 


Zachodzi twierdzenie: 

Jeżeli forma niezmiennicza układu da- 
nych form nie zawiera spółczynników tych 
form, lecz tylko szereg zmiennych roraz sze- 
reg zmiennych u, to jest ona koniecznie—je- 
żeliodwrócimy uwagęodczynnika liczbowe- 
go—potęgąspółzmiennika tożsamościowego. 
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Rozważania o działaniach niezmienniczych (patrz „ Reper- 
toryum“ t. I. Rozdział XII) dają się latwo przenieść na formy 
gatunku dowolnego. 

Działanie: 

l U 


No Zz— 


m "p (r, 


gdzie m jest rzędem formy lub spółzmiennika, na którym wyko- 
nywamy działanie, zmienne zaś y są spółpodstawieniowemi ze 
zmiennemi x, nazywa się działaniem biegunowem lub 
biegunowaniem Działanie to, wykonane na 
spółzmienniku, nie zmienia jego własności 
niezmienniczej. 

Jeżeli J jest funkcyą r szeregów ilości zmiennych spółpod- 
stawieniowych 44,%9,.:-5%) Ur/as=""rHri Ri Ziyeers Eroi 
odpowiednio rzędów m, m, m” .. , to działanie (Cay le y'owshie), 
wyrażone symbolicznie przez 


| o) d d) | 

r WR” "yw | 

U d) d | 
ijan l dy, ia tyją WA dy, 

sa WARSA 6 If 

: , d 1) d 

| i dz, `a E dza 

e arane] ! 


(gdzie przy rozwinięciu wyznacznika należy zamiast iloczynu » 
pochodnych podstawić odpowiednią pochodną r ty) wykonane 
na fuukcyi J, nie zmienia jej własności niozmienniczej. 

Jeżeli funkcyi J nadamy postać symboliczną 


HZZ ay 
w "w : 
to: 
Q J= (na a" ...) anta 1 "=a 
OP r n : ... 


Podobnie można nogólnić pojęcie działania Aron holda, 
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Jeżeli a„... są istotnemi spółczynnikami formy, Üy... 
spółczynnikami innej formy tegoż rzędu, to działanie: 


0 
aka6 a SZT 
EO U 


nazywa się działaniem Aronholda. Jeżeli wykonamy 
to działanie na utworze niezmienniczym formy danej (formy ze 
spółczynnikami a), to przekształca się on na utwór niezmienni- 
czy obu form (formy ze spółczynnikami a i formy ze spółczyn- 
nikami %). 

O procesach niezmienniczych w teoryi form algebraicznych 
ogłosił Capelli liczne prace: Mem, Ace. Napoli (2), 1888; Rend. 
Ace. Napoli 1886, 1887, 1888, 1893: Uiorn-di Batt. (1), XXI; (2), I; 
Math. Ann. XXIX, XXXVII, 


Wprowadzenie rachunku symbolicznego ma ten skutek, że 
każdy utwór niezmienniczy układu form dowolnych może być 
przedstawiony symbolicznie jako utwór niezmienniczy 
układu form liniowych. 

Pozostając w przypadku form trójkowych, możemy wypo- 
wiedzieć twierdzenie: 

Każdy utwór niezmienniczy układu form 
trójkowych daje się przedstawić symbolicz- 
niejakoogoł iloczynów symbolicznych, któ- 
rych ezynnikisą typów: 


Ng, Gz; Ka, a, (abe), (abu), (auv), (uvw), (aby), (apa), (ary), (wyz), 


gdzie a, b.c... są spółczynniki form liniowych w spółrzędnych 
punktowych, a, $, y... spółczynniki form liniowych w spółrzęd- 
nych prostej, «,y,:... spółrzędnemi punktowemi, u, v, te 
spólrzędnemi prostej. 

W rachunku symbolicznym form trójkowych i wyższych 
zasadniczemi są pewne tożsamości analogiczne do tych, 
które znajdują zastosowanie w teoryi form dwójkowych. Dla 
dziedziny trójkowej mamy tożsamości: 
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(abe) (def) — (bed) (aef) + (cda) (bef) — (dab) (cef) = 0 
(abc)d, — (beda,  (cdajb, — (dab)c, = 0 
dy ; dy z fla 
(abc) (eyz) — | b , bh , b, |=0 


Ćroy (yo; l 
(cysja, — (yzt)a, + (ztrja,y — iteyja: = 0 
(ayz) ltrs) — (yat) (ars) -- (zła) (yrs) — (try) (ero = 0, 


gdzie a, b, c, d,e, f są spółczynniki form liniowych w społrzęd- 
nych punktowych lub w spółrzędnych prostej. 4,4, 3,4,7,5 zaś 
przedstawiają spółrzędne punktowe lub spółezynniki form linio- 
wych w spółrzędnych prostej. 

Dla form gatunku wyższego otrzymujemy pięć typów toż- 
samości, analogicznych do poprzednich. 

Tożsamości te są jedynemitoźsamościami 
pierwotnemi, które mogą zachodzić pomiędzy 
utworami symbolicznemi typu niezmienni- 
czego, w tem znaczonin, że każda inna pozor- 
nieróżna od nich tożsamość może być osta- 
tecznie tylkokombinacyą powyższych. 


Twierdzenia tego dowiedli dla form dwójkowych i trójkowych 
GordaniStudy, Math. Ana. XXX, str. 130, dla przypadku ogól- 
nego fowiódł go Pascal, Lincei Rend, 1888, Memorie V, 1888. 


Interpretacya geometryczna utworów niezmienniczych form 
trójkowych, czwórkowych i t. d. jest wiolkiogo znaczonia w geo- 
metryi. Forma trójkowa z szeregiem zmiennych r, uważanych 
za spółrzędne punktowe, przyrównana do zera, przedstawia geo- 
metrycznie, jak już wyżej powiedziano, krzywą płaska, i podob- 
nie forma czwórkowa z jednym szeregiom zmiennych, przy- 


równana do zera, przedstawia powierzchnię w zwykłej prze- 
strzeni. 
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Znikanie tożsamościowe niezmienników i spółzmienników 
odpowiada tym własnościom i związkom pomiędzy elementami 
krzywej lub powierzchni, które przy przekształceniu liniowem 
ogólnem, t. j. mówiąc geometrycznie, przy przekształceniu homo- 
graficznem, pozostają niezmienionemi (własności rzutowe). Albo 
w szczególności: Jeżeli przyjmiemy, że dla danej formy spe- 
cyalnej pewien niezmiennik jest zerem, to odpowiada to 
takiej własności krzywej lub powierzchni, która nie zmienia się, 
gdy tę krzywą lub powierzchnią przekształcimy homograficznie. 
Dalej spółzmiennik z jednym szeregiem zmiennych, przy- 
równany do zera, przedstawia inną krzywą lub powierzchnię, 
która względem krzywej lub powierzchni pierwotnej posiada 
własności niezmiennicze i t. d. 

Możemy jeszcze dodać, iż możnaby przyjąć, że formy pier- 
wotne mają nie jeden szereg, lecz więcej szeregów ilości zmien- 
nych, np. dwa szeregi przeciwpodstawieniowe lub różnopodsta- 
wieniowe. O tych formach mówimy poniżej krótko, ze stano- 
wiska teoryi form. 

Interpretacya geometryczna tych form z dwoma szeregami 
zmieunych przeciwpodstawieniowych jest łatwa, jeżeli przyj- 
miemy, że idzie o formy trój kowe, i jeżeli założymy, że taka 
forma z dwoma szeregami zmiennych przeciwpodstawieniowycii 
jest zerem. Greometrycznie okresla to na płaszczyźnie przypo- 
rządkowanie punktów i pewnych krzywych oznaczonej klasy 
albo też prostych i pewnych krzywych oznaczonego rzędu, 
t.j. otrzymujemy to, co nazywamy koneksem płaskim. 
O tych formach mówimy niżej. 

Podamy niektóre wskazówki historyczne i bibliograficzne o roz- 
szerzeniu, jakiego doznały niektóre ważne twierdzenia i rozważania, 
odnoszące się do form dwójkowych, przy stosowaniu ich do form 
wyższych: trójkowych, ezwórkowych it. d. 

Niezmienniki i spółzmienniki form wyższych czynią zadość po- 
dobnie, jak dla torm dwójkowych. pewnym równaniom różniczkowym; 
temi równaniami dla dziedziny trójkowej w ogólności zajmował się 
Forsyth, Proe. Lond. math. Soc. XIX, 1888. Twierdzenie He r- 
mites o odwróceniu rozwinął Dernyts, Brux. Bull. (3), XXII, 
1881; patrz też (tordan, Gott. Nachr. 1897. Inne ważne nogólnie- 
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nie odnosi się do przedstawienia typowego. Najprzód 
Brioschi (Annali di mat. (1), [. 1858), rozwinął postępowanie, 
które stosował był Hermite dla form dwójkowych; później w inny 
sposób uczynili to Grassmann, Math. Ann. VII i Christoffel 
tamże XIX. 

Badanie przedstawienia typowego i odpowiednich układów zu- 
pełnych form stowarzyszonych przeprowadzili: Clebsch— G or- 
dan, Math. Am. I. dla formy sześciennej trójkowej Gordan, 
Math. Ann. XVII, XX dla specyalnej formy dwukwadratowej trójkowej 
Forsyth, Amer. J, XII dla wielu innych przypadków dziedziny 
trójkowej oraz dla dziedziny czwórkowej Cambr, Phil. Trans, XIV, 1589, 


W związku z przedstawieniem typowem form trójkowych 
jest twierdzenie Hermite'a (Crelle LVII. Hermite okazał, 
że trzy formy trójkowe kwadratowe można 
zawsze uważać za pochodne pierwsze jednej 
itej samej formy sześciennej trójkowej, kto- 
rej spółczynnikami są niezmienniki równo- 
czesne form danych. Patrz co dotego Gundelfin- 
ger, Crelle LXXX. 

Pierwszą pracę o niezmiennikach trójkowych ogłosił A r o n- 
hold, Crelle XXIX, który badał niezmienniki form sześciennych trój- 
kowych. Podręczników zupełnych o formach trójkowych, czwórko- 
wych i t.d. niema; teorya tych form nie jest tak rozwinięta, jak teorya 
form dwójkowych. Z dzieł, które się temi formami wyższemi zajmuja. 
cytujemy Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transform. 
Lipsk 1877; Clebsch—Lindemann, Geometrie I. Lipsk 1875. 
II, 1,1891; Study, Methoden zur Theorie der terniiren Formen. Lipsk 
1889. Wskazówki historyczne i bibliograficzne w cytowanej pracy 
Fr. Meyera (po niemiecku oraz przekład polski. Warszawa 1899). 
Wreszcie wymieniamy jeszcze prace nowsze: Deruytx. Essai 
d'une théorie des formes algebr. Bruksele 1891; Elliot, Algebra of 
Quanties. Oxford 1895: Andoyer, Théorie des formes Paryż 1898. 
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Zasada przeniesienia, 


Ważną w teoryi form trójkowych jest t. zw. zasada 
przeniesienia (Uebertragungsprincip) Clebscha, słu- 
żąca do otrzymywania pewnych szczególnych niezmienniczych 
form trójkowych ze znanych niezmienników lub spółzmienników 
dwójkowych 

Rozpatrzmy przypadek, w krórym mamy daną formę zasa- 
dniczą trójkową a" = b! =... Niecha! yy. Yn Yx 27,2. 2; będą 
dwa szeregi zmiennych spółpodstawieniowych, które można za- 
tem przedstawić jako spółrzędne dwn punktów prostej; spół- 
rzędne punktu prostej, łączącej te dwa punkty, niechaj będą: 


EAA RAI s a= hat hz , wy = Ait luty. 


Spółrzędne przeciwpodstawieniowe 4,, 5, ùp t j. 


Va r Vs] |Y + W os ta | 


? 


Z3 > 23 | Zy » 4 21 „1 


można interpretować jako spólrzędne prostej. Podstawiwszy 
te wartości w a, i kładąc symbolicznie dy = ay, a. = ay, otrzy- 
mamy formę dwójkową a: względem 4. Intarpretując geome- 
trycznie równanie a; = 0 powiemy, że jego pierwiastki 4 odpo- 
wiadają punktom spotkania prostej (y2) z krzywą a* = 0. 

Niechaj 77 będzie niezmiennikien lub spółzmiennikiem 
formy dwójkowej až; będzie on utworzony z wyrazów, których 
czynnikami są wyznaczniki dwójkowe typu (aß) oraz czynniki 
liniowe typu a, a, .-., gdzie przez 8 należy rozumieć symbole 
równoważne symbolom a. Jeżeli przekształcimy II tak. aby 
wystąpiły spółczynniki formy trójkowej i spóirzędne w, otrzy- 
mamy utwór niezmienpiczy względem formy trójkowej. 

Jeżeli przyrównamy II do zera, będziemy mieli warunek, 
aby grupa n punktów, w których prosta przecina krzywą, miała 
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specyalne własności rzutowe; po przekształceniu powyższem 
II=0 przedstawia ogół wszystkich prostych, które przecinają 
krzywą dane w grupach punktów, mających powyższe własności. 

Łatwo sprawdzić, że każdy wyznacznik (aß) jest równo- 
ważny z wyznacznikiem (abu), a każdy czynnik u, z czynnikiem 
a», gdzie zmienne „i « nie są już niezależne, lecz związane warun- 
kiem u, = 0; jeżeli więc ry, ty, ry są spółrzędnemi innej prostej, 
przechodzącej przez punkt v, możemy zamiast a, podstawić wy- 
znacznik (aur). Jest widocznem, że powyższe rachunki i rozu- 
mowanie pozostają bez zmiany, jeżeli mamy nie jednę lecz więcej 
form pierwotnych. 

Stąd wypływa następujące proste prawidło przeniesienia 
form niezmienniczych z dziedziny dwójkowej do dziedziny trój- 
kowej: zamiast każdego wyznacznika dwójko- 
wego (a8) należy wziąć wyznacznik trójkowy 
(abu), gdzie wb... są symbolami form trójko- 
wych, które podług wzorów powyższych odpo- 
wiadają symbolom a,f,...i zamiast zas każ- 
degoczynnikaliniowegoa należy podstawić 
wyznacznik (nw) gdzie ilości v uważają się 
zailości dowolne. 

Taki utwór, przyrównany do zera, przedstawiać będzie 
w spółrzędnych u krzywą (lub układ krzywych, jeżeli wchodzą 
woń i ilości r), której styczne przecinają krzywą (lub krzywe 
dane) w punktach, mających specyalne własności niezmięnnicze. 

Najrozmaitsze są zastosowania tej zasady; najważniejszem 
z nieh jest następujące: 

Jeżeli chcomy mieć równanie styczuo- 
ściowe krzywej, danej w spółrzędnych punk- 
towych przezrównanief=a'=0, dość w wyra- 
żŻeniu symbolicznem wyróżnika formy dwoj- 
koweja rzędu wiego zmienić każdy wyznacz- 
nik (af) nawyznacznik (abw). 

Podobną do powyższej zasadę przeniesienia można stoso- 
wać w przypudku, w którym forma pierwotna zasadnicza jest 
formą trójkową, zawierającą szeregi zmiennych « i szeregi 
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zmiennych u, t. j. jedną z form, która przyrównana do zera daje 
to, co geometrycznie nazywamy ogólnie koneksem 

Niechaj będzie forma u: u*=0. Rozważmy proste punktów 
y iz oraz punkt prostych r i w i połóżmy warunek. że ta prosta 
i ten punkt należą do koneksu. Kładąc jak wyżej: 


dy == Ay U: 24, ; =À . la = Ag 


będziemy mieli 4; Av .=0, gdzie łiu są zmienne dwójkowe. 
Związek ten wyraża. że każdej prostej u odpowiada m punktów 
prostej, a każdemu punktowi s odpowiada n promieni pęku. 

Niechaj II będzie niezmiennikiem tej formy dwójkowej 
o dwu szeregach ilości zmiennych, nie zawierającym żadnego 
wyznacznika typu (AA). Zmieńmy w nim, jak wyżej, każdy 
wyznacznik (AB) na wyznacznik (adu), a każdy wyzna zmk 
(AB) na wyznacznik (ag); otrzymamy wyrażenie złożone z czyn- 
ników symbolicznych (abu) 1 (afr), które będzie formą niezmien- 
niczą dla danego koneksn, a które przyrównane do zera. przed- 
stawia: w każdym punkcie æ krzywą, której styczne przecinają 
odpowiednią krzywą koneksu danego w » punktach. mających 
specyalne własności rzutowe; dla każdej prostej u— krzywą. któ- 
rej m stycznych, wyprowadzonych z jej punktów do krzywej 
koneksu danego, przedstawiają pęk prostych, mających specyalne 
własności rzutowe. 

Zasadę przeniesienia wypowiedział Clebsch (Crelle LIX); 
patrz Gundelfinger (Math. Ann, VI), Study {Methoden i t. d. 
Lipsk 1889) Clebsch— Lindemann, Geometrie, 


8 3. 


Wyznaczniki funkcyjne, hesyany, kombinanty, wypadkowe i wyróżniki 
dowolnych form algebraicznych. 


Niechaj będzie r form stopnia dowolnego o r zmiennych 
(formy gatunku 7), których symbolami są a*,4*,c:... Pomiędzy 
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najprostszemi utworami niezmienniczemi tych form mamy 
jakobian czyli wyznacznik tunkcyjny r form, który 
symbolicznie wyraża się przez 


(Gaza JE KPT, 
oraz hesyan każdej formy, którego wyrażeniem jest: 
r ah 2 u-2 nuż 
taqa ...|a_ E S 


gdzie œ o”... są symbole równoważne z symbolem «. 

Te utwory można łatwo wyrazić przez pochodne tonu da- 
nych (patrz „Repertorynm* t. T, str. 62, 64). O jakobianach mamy 
następujące twierdzenie Clebs c ha: 

Wyznaczniki funkcyjne, utworzona z r 
wyznaczników funkcyjnych r--l form o r 
zmiennych, są proporcyonalne do form pier- 
wotnych (Clebsch, Crelle XTX, LXX, Rosanes, tam- 
że LXXV, Pasch, tamże LXXX). 

Ciekawa jest własnosć hesyanów, odnosząca się do ich zni- 
kania. Dla form dwójkowych, trójkowych i czwór- 
kowych jedyniezachodzitwierdzenie: 

Znikanie hesyanu jest warunkiem koniec z- 
nymi dostatecznym nato aby forma dana da- 
ła się przez przekształcenie liniowe zami- 
nié na forme, zawierającą o jednę zmienną mniej. 
Hesse (Creole XLO, LVD, Baltzer (d-e wydanie jego 
traktatu o wyznacznikach), Salmon--Fiedlor (Algebra- 
der linearen Transf. 1863) mniemali, że to twierdzenie jest 
ogólnem; dopiero Gordan Noether (Math. Ann. X) wy- 
Lazali, że jest prawdziwem tylko dla n = 2,3, 

Inna własność hosyanów jest następująca: 

Hesyan hesyanu formy sześciennej o il u- 
kolwiek zmiennych jest kombinacyą rormy 
danej ijej hesyanu. 


Twierdzenia tego dla dziedziny trójkowej dowiódl Bauer 
(Mineh. Akad, XIV, 1883), dla cezwórkowej Rohn (Math. Ann. XXIII), 
dla przypadku ogólnego Voss (Matb. Ann. XXVII). 


W; znaczniki funkcyjne. lesyany, kombinanty i t.d m 


Hesyan jakiejkolwiek formy kwadrauto- 

wej f= 5 u, 4,2, jest jej wyróżnikiem, który 
t 

przez spółczynniki istotne formy wyraża się tak: 


ESI 1 “i2 >, tliz AA 


Układ zupełny jednej formy kwadratowej 
jakiegokolwiek gatunku składa się, prócz 
z formy A, jeszcze zprzeciwzmiennika 


O puy a ła o Tass 


r = 1 (ly 1 , llig , 


U s i s Us s dą rer 


WTZ 


gdzie « są zmienne przeciwpodstawieniowe 
względem zmiennych s,t.j. w przekształceniu 
liniowem zachowują się jak minory macierzy, 
utworzonej z r—l różnych szeregów zmien- 
nych gatnnkur. 

Jeżeli f =0 interpretujemy jako równanie rozmaitości 
rzędu Ż-go w przestrzeni r— 1 wymiarowej, wtedy przeciw- 
zmiennik If" =0 da nam równanie tejże rozmaitości, wyrażone 
przez element dwoiście wzajemny względem punktu w tej 
przestrzeni. 

Wyznacznik funkcyjny jest specyalnym przypadkiem 
utworów, które nazywają się kombinantami. Jeżeli dany 
jest układ p form f4,fą,...,/, gatunku r-tego i jednego rzędu, 
i jeżeli utworzymy kombinacyę liniową vfi +- Vafa +.  . - Vofo 
to kombinantem p danych form nazywamy taki utwór, 
całko wity wymierny względem spółczynników funkcyj fi wzglę- 
dem zmiennych, który ilości v nie zawiera i zachowuje się nie- 
zmienniczo przy przekształceniu liniowem ilości x i liniowem 
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przekształceniu zmiennych v. Kombinant, prócz zmiennych 
Ly, 0y,...,J,, może zawierać jeszcze inne układy zmiennych 
Yi- Yas- <; Yri Zi Iz,- -3 Z spółpodstawieniowe ze zmiennemi z. 

Wszystkie kombinanty funkeyj/ dają się 
przedstawić jako utwory niezmiennicze je- 
dnego z nich, nazwanego kombinantem zasa- 
dniczym (Gordan), a który otrzymujemy two- 
rząc wyznacznik, zawierający w pierwszym 
wierszu wszystkie funkcye f ze zmiennemi v, 
w drugim wszystkie funkcye fzezmiennemiy 
it.d; wprowadzone wliczbie p szeregi zmien- 
nych wiy... należyuważać wszystkie za spółl- 
podstawieniowe. 

Kombinantami zajmowali się: Gordan, Math. Am, V, Voss. 
Miinch. Ber. 1888. 


Niechaj będzie » równań typu a: =0, d"=OQ,... gdzie av, b"... 
oznaczają symbolicznie formy r-tego gatunku zmiennych 
©, %a,....iy; wyrugujmy + zmiennych jednorodnych z ina- 
dajmy wynikowi postać R==0, gdzie R jest funkcyą całkowitą 
wynmierną spółczynników form danych. 

Utwór R jest niezmiennikiem torm i na- 
zywasię wypadkową (rugownikiem). 

Wypadkowa jest co dospółczynników każ- 
dej formy jednego stopnia, równego iloczy- 
nowi rzędu wszystkich form. 

Wypadkowa pierwszych r pochodnych cząstkowych formy 
względem r zmiennych nazywa się wyróżnikiem. 

Stopień wyróżnika co do spółczynników 
formy danej jest r(n— 1-1, gdzie n oznacza 
stopień formy, r jej gatunek. 

Gordan zajmował się wyróżnikiem formy trójkowej 
n-tego rzędu w (Münch. Ber. 17 1887), a niedawno w (Math. 
Ann, 50. 1897, Züricher Kongr.- Verh. 1898, str. 143) wyróżnikiem 
trzech form trójkowych. 
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O warunkach niezmienniczych, pod któremi forma trójkowa 
daje się rozłożyć na czynniki, patrz Brill, Gótt. Nachr. 1898, 
Deutsche Math. Ver. 5, 1897, Math. Ann. 50, Junker, Math. 
Ann. 43, Gordan, Math. Ann. 45. 


UR 
Ha 


Formy kwadratowe w ogólności i teorya form dwuliniowych. Prawo 
bezwładności. Teorya dzielników elementarnych Weierstrassa. 


Niechaj będzie forma kwadratowa o » zmiennych 


ZY a 
% Kami SER Toa = « 
[= È Qy Lety =E la =b/=cc=...; (ly 20%). 
jj 


Jej jedynym niezmiennikiem jest wyróżnik 


, (UE , Migs- 


| 
A | day , Qag , dag ,:. 


== (abc ...)Ż. 
E 


Jeżeli A jest różne od zera, / nazywa się formą z w y- 
czajną, jeżeli A=0—osobliwą. 

Jeżeli 40;, 10 ,.. . , w, Są zmienne przeciwpodstawieniowe ze 
zmiennemi „, to możemy utworzyć przeciwzmiennik 


y Wi y MS ge 


a Oi 


hj 
ll 


= (wab...)?. 
2 3; dy + dozy: -- 


Jeżeli wprowadzimy zmienne różnopodstawienio- 
we wv... (porówn. $ 1), to można będzie utworzyć inne 
utwory niezmiennicze; dla r==3 (przypadek trójkowy) istnieją 

Pascal. Rep. IT. 7 
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tylko obie powyższe; dla r =4 (przypadek czwórkowy) można 
utworzyć jeszcze wiele innych, przy wprowadzeniu dalszych 
szeregów zmiennych. 

Co do niezmienników równoczesnych dwu form kwadra- 
towych o r zmiennych, patrz Segre, Math. Ann. XXIV. 

W teoryi form kwadratowych zasługuje, ze względu na 
zastosowanie do mechaniki i geometryi, na szczególną uwagę 
wielokrotnie traktowane zagadnienie o sprowadzaniu form do ich 
postaci kanonicznej, t.j. do kombinacyi linio- 
wej kwadratów. Redukcya ta duje się uskutecznić w ogóle 
nieskończenie wielu sposobami; lecz jeżeli forma dana ma spól- 
czynniki rzeczywiste i jeżeli przekształcenia, którym pod- 
dajemy zmienne, mają być także rzeczywistemi, wtedy 
owa nieskończoność form zredukowanych lub kanonicznych 
ulega t.zw. prawu bezwładności form kwadra- 
towych, które brzmi: 

Jeżeli forma kwadratowa o r zmiennych 
io spółczynnikach rzeczywistych prze- 
kształca się za pomocą podstawień linio- 
wych rzeczywistych dwoma różnemi sposo- 
bami na wyrażenia, zawierające tylko kwa- 
draty zmiennych, to liczba k wyrazów ze zna- 
kiem dodatnim jest zawsze ta sama. 


To twierdzenie podał Sylvester, Phil Mag, 1852. II, str. 
138, Phil. Trans. 1853, str, 407: później Borehardt (Crelle LHI, 
str. 275) ogłosił, że podobne prawo znane już bylo Jaco biemu 
w r. 1847, O twierdzeniu tem patrz: Hermite (Crelle LIU. str. 271), 
Gundelfinger (tamże CXI), de Presle, Bull. de la Soc, math, 
XV, str. 179, Frobenius (Berl. Sitzungsber, 1894), Badania, naj- 
ściślej związane z prawem bezwładności form kwadratowych rzeczy= 
wistych, ogłosił Lo ewy (Math. Am. L § 9, tamże LI i Nova Acta 
Leop. 1898). 


Jeżeli liczba k w poprzedniem twierdzeniu jest zerem lub 
r, to forma kwadratowa nazywa się określoną (definita) 
(Gauss), w innych razach nieokreśloną. 

Każda forma określona zachowuje znak 
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stały, bez względu na sposób zmieniania wa rt- 
tości zmiennych rzeczywistych. 

Forma kwadratowa o r zmiennych daje się przekształcić 
na wyżej omówioną formę kanoniczną i wtedy, gdy stawiamy 
warunek, aby przekształcenie, które mamy stosować, było o rt o- 
gonalne, t.j. aby forma 


f=zv*+r7" +... u 


pozostała przez nie niezmienioną. Jeżeli w tym przypadku 
forma zredukowana przyjmuje postać 

1...2 m 

f = = y J'e t) = P- r —- Azt + ... -= A,r,? 

y 
to spółczynniki 4, wzięte ze znakami prze- 
ciwnemi, są pierwiastkami równania t.zw. cha- 
rakterystycznego 


| Matà , Gy 3 Mgs- 


| w 3 laot h , log,- = 0 


| 
Ax ~ dzą , dzy +4 goes 
którego strona lewa jest wyróżnikiem formy 
kwadratowej f--af.. 
Jeżeli spółczynniki a, formy f są wszystkie rzeczy- 
wistemi, to wszystkie pierwiastki równania 
charakterystycznego są rzeczywiste. 


Jest to przypadek szczególny zagadnienia o równoczesnej 
redukcyi dwu form kwadratowych 


f= È ayn , F=ZZ0ydJy 


do postaci kanonicznej. Oczywiście, możemy tu też zawsze 
dołączyć warunek, aby druga forma dała się sprowadzić do ta- 
kiej postaci, jak wyżej f’, t.j. do sumy kwadratów nowych 
zmiennych. Ponieważ formami zredukowanemi są: 


f= 4r? + Ay? +... 4,07 ; EI Bar +- Bitt ... HB, 


100 Rozdział III. — $ 4 


to dość położyć: 
YJ = V Byt, > ME V Byt; ,... 
aby z" 


A, „ 1 9 9 Y9 
= 5 TH ra B, Sasa m T y? ; F=y? tH ytty 


LA ; ; ; 
Stosunki z» wzięte ze znakami przeciw- 


+ 
nemi, są pierwiastkami równania (charaktery- 
stycznego): 


Gy Ady dy, FH Abhy 
aa + åbn |. aa + Abgg,... | 20 


którego strona druga jest wyróżnikiem for- 
my kwadratowej fa. 

Cauchy (Exere, de math. IV. 1829) i Jacobi (Crelle XII) 
pierwsi zajmowali się tem zagadnieniem. 


Rozwiązanie zagadnienia przedstawia się tak jak wyżej 
tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki równa- 
niacharakter ys stycznego są różne; jeżeli niektóre 
z pierwiastków są równe, wtedy występują inne rozważania. 

W przypadku r==2 i r= 8 rzecz jest prosta i dawno 
w książkach o geometryi analitycznej załatwiona; dla r==4 
mamy badania Sylvestera (Mag. Phil. (4). I. 1851, str. 
119), dla » dowolnego badania Woierstrassa (Berl. Mo- 
natsber. 1858, 1868), który badał to zagadnienie nie tylko dla 
dwu form kwadratowych alei dla form dwuliniowych 
odwu szeregach ilości zmiennych. Przy tej spo- 
sobności utworzył? Weierstrass teoryę t.zw. dzielni- 
ków elementarnych. 

Rozpatrzmy wyznacznik rzędu r-tego: 


D= | ay 4- Al | = | ay | 
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i przyjmijmy w ogólności, że jego charakterystyką (Rang, Fro- 
benius, Crelle LXXXVI) jest o, co znaczy, że wszystkie pod- 
wyznaczniki rzędu c -+ 1, ale nie wszystkie rzędu o są tożsamo- 
ściowo zerem. Niechaj będzie a- 4b =p, l, — wykładnikiem 
najwyższej potęgi, w której ilość p jest zawarta jako czynnik 
we wszystkich podwyznacznikach rzędu g-tego (o < a) wy- 
znacznika D; innemi słowy, p’? jest czynnikiem wszystkich pod- 
wyznaczników rzędu g. z których niektóre mogą zawierać 
piw potędze wyższej, ale jeden przynajmniej zawiera p do- 
kładnie w potędze /,; niechaj dalej D, będzie największym 
wspólnym dzielnikiem wszystkich podwyznaczników rzędu 
o-tego; D, zatem zawiera jako czynnik p w potędze /,-ej. Liczby 
są liczbami całkowitemi dodatniemi lub zerem. 

Jest hne , agdy /,=0 


p , to ha Shos=w...=0. 
Połóżmy: 
es = lo — lo , eji zły — loży > +58 ZH; 
skąd: 
lG=zZ4q+ 262 --...--0, 


tu De zawierać będzie czynnik: 


pe = p“ , p“ . pó ... pr « 


Liczby e czynią zadość własności zasa- 
dniczej: 


84 2% E E p T. ane PEE a 


Każdy czynnik p^, gdy e, jest różne od zera, nazywa się d ziel- 
nikiem elementarnym układu ilości a, a gdy o=r 
dzieln. element. wyznacznika D (Weierstrass), p zaś 
nazywa się podstawą dzielników elementarnych. 

Pojęcie dzielników elementarnych można rozszerzyć na 
wyznacznik dowolny, którego elementy a nie są, jak elementy 
wyznacznika D, funkcyami liniowemi ilości 4, lecz albo liczbami 
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eałkowitemi albo funkcyami całkowitemi jednej lub wielu zmien- 
nych. W pierwszym razie przez p należy rozumieć liczbę 
pierwszą, w drugim funkcyę liniową lub w ogólności funk- 
cyę całkowitą nieprzywiedlną uważanych zmiennych. 

Dzielnik elementarny stopnia pierwszego nazywa się we- 
dług Frobeniusa (Crelle LXXXVI) dzielnikiem ele- 
mentarnym liniowym; Kronecker (Berl. Monatsber. 
1874, str. 226, Werke, tamże str. 405) nazywa go dzielni- 
kiem elementarnym pojedyńczym Idąc za Fro- 
beniusem, używać będziemy tego drugiego terminn w innem 
znaczeniu; jeżeli mianowicie utworzymy stosunki: 


D, 


N, Diza 
Doi m i 


pA e 
a 1 D; m 


= E, -|;*>** „Dys 


i polożymy 


to wyrażenia X są albo liczbami całkow itemi, albo 
funkcyami calkowitemi i nazywają się pierwszym 
drugim ..., r-tym dzielnikiem elementarnym układu a, albo też, 
gdy o==r— wyznacznika. Nazywają się one dzielnikami ole- 
mentarnemi zlożonemi, wyrażenie zaś p% dzieln i- 
kami elementarnemi pojodyńeczomi. Zważmy 
wszakże. ża wyrażenia „dzielniki elementarne % to- 
żone” używa Frobenius (Crelle LXXXVI, str. 162) w in- 
nem znaczeniu. Wyrażenie to w znaczeniu, przez nas użytem, 
znajduje się u Mutha (patrz pracę cytowaną poniżej) i jest 
uzasadnione przez to, że przezrozkład dzielników 
elementarnych złożonych naczynniki otrzy- 
mnjemy wszystkie dzielniki olamontarna 
układu. 


Głównemi pracami o dzielnikach elementarnych, prócz wyżej 
cytowanych są: Stiekelberger, Diss. naug. Berlin 1874, Crelle 
LXXXVI, Darboux (Joum. de Liouv. (2). XXX), Kronecher 
(Berl. Monatsber. 1874, 1890, 1891, Crelle CVH), Froben ius 
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(Crelle LXXXVI, LXXXVII, Berl. Sitzungsber. 1890. 1894, 1896), 
Hensel (Crelle CXIV ete.). Bliższe szczegóły w nowem dziele 
Mutha „Theorie und Anwendung der Elementartheiler*, Lipsk 1899. 


Podamy rezultaty, do których, na podstawie teoryi dziel- 
ników elementarnych, dochodzimy w zagadnieniu o redukcyi 
form kwadratowych do postaci kanonicznej, oraz w innem tej 
samej natury zagadnieniu o równoważności form kwadratowych 
ipasm takich form. 

Aby dwie formy kwadratowe o y zmien- 
nych dały się równocześnie za pomocą tych 
samych przekształceń liniowych sprowadzić 
do postaci: 


Aja? + dymy +..-+Ac? ; Bu ?+ Bu? +... Bpa? 


gdziespółczynniki A iB; niesą równocześnie 
oba zerami, jest koniecznem i dostatecznem, 
bywyznacznik 


D = | a, + A, | 


utworzony sposobem zwykłym ze spółczyn- 
ników tych form nie znikał i miałtylko dziel- 
nikielementarne liniowe (Weierstrass, Werke 
II. str. 41—42). 

Jeżeli D jest różnem od zera, lecz dzielniki elementarne 
wyznacznika są jakiekolwiek, to można przeprowadzić reduk- 
cyę do postaci kanonicznej lub normalnej, której na- 
tura zależy od dzielników elementarnych. Na tem opiera się 
klasyfikacya form kwadratowych, którą tu bliżej 
zajmować się nie będziemy. 

Zadanie ogólniejsze polega na wyznaczeniu, czy dwa pasma 
form kwadratowych A + AD, Ą4'--4B' są równoważne, 
t.j czy jedno da się przekształcić na drugie za pomocą prze- 
kształceń liniowych, których spółczynniki od 4 nie zależą. 

Dwa pasma zwyczajne form kwadrato- 
wychor zmiennych (t.j. takie, żeich wyróżnik 


104 Rozdział HI. — $ 4. 


nie znika tożsamościowo), są równoważnemi 
wtedy itylko wtedy, gdy dzielniki elementarne 
ich wyznaczników są tesame (Weierstrass). 

Oczywiście, w twierdzeniu tem zawiera się poprzedzające 
jako przypadek szczególny. 

Teorya Weierstrassa ma wielką doniosłość; odpo- 
wiednio zmodyfikowana, daje się zastosować do wielu innych za- 
„gadnień, dotyczących równoważności. Pomyślmy np., że mamy 
formy kwadratowe o spółczynnikach całkowitych, i pragniemy 
zbadać, kiedy jedna z dwu form tego rodzaju daje się zamienić 
na drugą przy pomocy przekształcenia o spółczynnikach całko- 
witych i o module 1 (unimodularnego ), albo też specyalnie, kiedy 
jedna z tych form za pomocą przekształcenia unimodularnego 
daje się sprowadzić do postaci kanonicznej. Badanie wyznacz - 
ników obu form iich dzielników elementarnych w znaczeniu 
wyżej podanem prowadzi do rezultatów analogicznych z po- 
wyższemi. 

Tąż samą teoryę można stosować do form dwulinio- 
wych. 

Formą dwuliniową dwu szeregów zmiennych wy, Ży ,... 4; 
Yn Ys,- --, Yr Nazywamy wyrażenie typu Y aje, yz Jeżeli spól- 

4 
czynniki ay są funkcyami liniowemi parametru å, to wyra- 
żenie to przedstawia pasmo form dwuliniowych. Jeżeli wy- 
znacznik spółczynników a; jest różny od zera, otrzymujemy 
formę dwuliniową zwyczajną, jeżeli zaś jest zeram, forme 
dwuliniową osobliwą. 


O teoryi tych form patrz Weierstrass lc, zwlaszcza 
Frobenius, Urelle LXXXVI, porówn. też Muth I. e. $ 2i nast. 


W teoryi tej mamy zagadnienie podobne do zagadnień 
w teoryi form kwadratowych. 


1. W zuwżenin, że spółczyuniki są liczbami całkowi- 
temi, zbadać równoważność dwu takich form, t. j. możliwość 
przekształcenia jednej na drugą za pomocą przekształcenia uni- 
modularnego, i specyalnie, redukcyę jednej z nich przy pomocy 
takiego przekształcenia o spółczynnikach całkowitych i module 
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l do postaci © A,r,y, która nazywa się normalną lub 
kanoniczną, 

2. w założeniu, że spółczynniki są funkcyami liniowemi 
parametru į zbadać równoważność dwu pasm takich form, t.j. 
możliwość zamiany jednego na drugie za pomocą przekształceń 
liniowych, których spółczynniki od 4 nie zależą, a w szcze- 
gólności równoczesną redukcyę obu form dwuliniowych ze spół- 
czynnikami stałemi do postaci kanonicznej. 


Mamy tu twierdzenie następujące: 

Dwie formy dwulinioweospółczynnikach 
całkowitych liczbowych są równoważnemi 
wtedyitylko wtedy, gdy odpowiednie dziel- 
nikielementarne, złożone z ukladu spółczyn- 
ników obu form, są jednakowe. 

Dana forma dwuliniowa, której układ 
spółczynników całkowito-liczbowych posia- 
da dzielniki elementarne złożoneE£,,E3,....E,, 
daje się za pomocą podstawień unimodular- 
nych dla svim sprowadzić do postaci: 


1 
Eeri =H Egry F ...7F Barry, . 


Dwie formy dwuliniowe (dwa pasma form; 
o spółczynnikach, które są funkcyami linio- 
wemi parametru żŻiowyznacznikaąach różnych 
od zera, są równoważnemi wtedyitylko wte- 
dy (t.j. dają się przekształcić jedna na drugą 
zapomocą przekształceń od 2 niezależnych), 
gdy wyznaczniki obu pasm mają te same dziel- 
niki elementarne. 

Aby dwie formy dwuliniowe dały się ró- 
wnocześnie za pomocą przekształceń linio- 
wychsprowadzić do postaci: 


Aar Yi HP Ataa F 2: > AFC 
Birt -L B,rsy, -= ... + B, 2, ry 
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gdzie spółczynniki A,B, nie są oba zerami, 
jest koniecznem i dostatecznem, by wyznacznik 


D = | ay + Wy | 


nie znikał tożsamościowo i zawierał tylko 

same dzielniki elementarne liniowe. 
Przekształcenie ortogonalne (t. j. przekształcenie li- 

niowe, przy którem wyznacznik spółczynników jest ortogonalny) 

przekształca formę kwadratową specyalną 2,* + x, +... -H a 

na samą siebie. Zn” spółczynników tego przekształcenia jest 

" 
m (n—1) 

2 

w jaki sposób dają się wyrazić spółczynniki podstawienia linio- 


tylko niezależnych, powstaje przeto zagadnienie: 


l: i TE J ; 

wego przez -5% (n—1) wielkości niezależnych, aby forma kwa- 
2 

dratowa © x,? pozostała niezmienną ? 


Badaniami temi zajmowali się: Eu le r, Novi Comm. Petrop. XV, 
XX, Cauce hy. Exere. de math. IV i ogólniej Ca yle y, Crelle XXXII 
(patrz Pascal, Determinanti str. 47). 

Badania te dają się uogólnić, jeżeli zamiast powyższej specyal- 
nej formy kwadratowej weżmiemy forme kwadratowa ogólna. W tym 
kierunku mamy badania lermitea dla r= 3 (Crelle LIV) i r= 4 
(Cambr. Dubl, math. J. IX). Z obfitej literatury wymieniamy: G, Can- 
to r, Habilitationsschrift Halla 1869. Bachmann, Crelle LXXVI, Tan- 
nery, Bull. Soe. math. XI. 1876, P r ym, Gött. Abh. XXXVIII. 1892, 
Frobenius, Crelle LXXXIV. Przeksztaleenie spólpodstawieniowe 
formy dwuliniowej na samą siebie badal A, Voss (Abh, der kgl. Bayr. 
Akad. 1870), Nowsze prace Loew yego (Compi, Rend. 1376, Nova 
Acta Leop. 1898) zajmują się przekształceniem formy dwuliniowej na 
samą siebie, na podstawie teoryi dzielników elementarnych, przyczem 
yi © są zmiememi zespolonemi sprzeżonemi; jako przypadek szeze- 
gólmy wynika stąd przeksztaleenie rzeczywiste formy 
kwadratowej rzeczywistej na samą siebie. 
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UR 
Ù 


Układy zupełne dla form o większej liczbie szeregów ilości 
zmiennych. 


Powiemy kilka słów o zagadnienin, dotyczącera szukania 
utworów niezmienniczych, stanowiących układ zupełny. 
Poszukiwanie to może być uskntecznione całkowicie tylko 
w niewielu prostych przypadkach; w poprzednich paragrafach 
daliśmy już pewne wskazówki o rezultatach dotąd znanych. 
Lecz naturalnem jest rozszerzenie takiego poszukiwania przez 
przyjęcie, że forma zasadnicza zawiera pewną liczbę szeregów 
ilości zmiennych i szukanie w tym przypadkn układu zupełnego. 
To nowe posznkiwanie jest oczywiscie jeszcze bardziej skompli- 
kowanem; uskuteczniono je dotąd dla niewielu tylko przy- 
padków. 

Można przyjąć, że forma dana jest trójkową i że za- 
wiera dwa szeregi ilości zmiennych; zmienne te mogą być albo 
spółpodstawieniowemi albo przeciwpodstawieniowemi jak œ i « 
(patrz $ 11), lub, ogólniej jeszcze, zmienne mogą być poddane 
przekształceniom zupełnie niezależnym. W obszarze form 
dwójkowych to rozróżnienie nie istnieje, gdyż pierwszy 
i drugi z powyższych przypadków (na zasadzie wzoru Cle b- 
scha—ordana) sprowadzają się do przypadku, w którym 
formy zasadnicze mają tylko jeden szereg ilości zmiennych. 

Szereg zasadniczy, zawierający jeden szereg zmiennych 
w i jeden szereg zmiennych przeciwpodstawieniowych 4, przy- 
równany do zera, przedstawia geometrycznie odpowiedniosć po- 
między punktami i obwiedniemi na płaszczyźnie, albo pomiędzy 
prostemi i krzywemi płaszczyzny, to jest przedstawia to, co na- 
zywamy koneksem. 

Rozpatrywano zwłaszcza pewne utwory specyalne, które 
otrzymujemy przy pomocy zasady przeniesienia; mówimy 
o nich niżej. Co się zaś tyczy układów zupełnych, 
to rozpatrywano tylko układ formy a, u. (liniowy wzglę- 
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dem ilości » i ilości u); układ zupełny składa się z 7T utwo- 
rów (Olebsch—Gordan, Math. Ann. T). Badanie analo- 
giczne dla przypadku czwórkowego rozpoczął Mertens 
(Wiener Berichte XCVIII. 1590); tenże autor badał przypadek 
formy czwórkowej dwuiiniowej o dwóch szeregach zmien- 
nych spółpodstawieniowych (tak zwane nklady zerowe) (tamże, 
XCVII. 1888). 


YR 
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Koneksy, koincydencye. 


Wyżej już powiedziano, że figura, którą symbolicznie przed- 
stawia wyrażenie a: us =0, nazywa się koneksem rzędu 
n-tego i klasy m-tej. Koneks taki oznacza się zwykle sym- 
bolem (n, m). 

Każdenm punktowi œ odpowiada krzywa m-tej klasy 
w spółrzędnych stycznościowych, każdej prostej krzywa n-tego 
rzędu w spółrzędnych punktowych. Pomiędzy koneksami god- 
nym jest uwagi koneks, którego równaniera jest u, == 0; nazywa 
sięon koneksem tożsamościowym. Nazywany ele- 
mentem koneksn układ punktu i prostej, punktowi temu 
w koneksie odpowiadającej. 

Punkt, któremu odpowiadają wszystkie proste płaszczyzny, 
nazywa się punktem podstawowym koneksu; prosta, 
której odpowiadają wszystkie pankty płaszczyzny, nazywa się 
prostą podstawową koneksu. 

Ogół oo? elementów wspólnych dwóm koneksom nazywa 
się koincydencyą. 

W koincydencyi każdej prostej odpowiada skończona liczba 
» punktów, każdemu pnuktowi skończona liczba ma prostych; 
liczby r 1 m nazywają się odpowiednio rzędem i klasą 
koincydencyi. 
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Koincydencya, wspólna koneksowi danemu i koneksowi 
tożsamościowemu u, == 0. nazywa się koincydencyą głó- 
wną koneksu. 

Jeżeli mamy dane dwa koneksy (n,m) i (w. m), to rząd 
i klasa odpowiedniej koincydencyi wyrażają się wzorami: 


v=nn , u==um'. 


Jeżeli danym jest punkt s, to u prostych koincydencyi 
znajdziemy, szukając stycznych wspólnych krzywym, które 
w dwóch koneksach odpowiadają temu punktowi, podobnież 
rzecz się ma z y punktami, odpowiadającemi prostej danej. 

Ugół elementów spólnych trzem koneksom stanowi dw ó j- 
kę krzywych. Jeżeli z równań trzech koneksów wyrugu- 
jemy ilości w, otrzymamy równanie krzywej w spółrzędnych 
prostej; jeżeli zaś wyrugujemy ilości w, otrzymamy równanie 
krzywej w spółrzędnych punktowych. Klasę pierwszej krzywej 
przedstawia wyrażenie: 


nnn! -- mn'n A mnn ; 


rząd drugiej wyrażenie: 
nm'n" -- nm -- n'mm , 


jeżeli (mn). (nm), (u"m") są trzema danemi koneksami. 

Liczba elementów (punktów z odpowiadającemi im pro- 
prostemi) wspólnych czterem koneksom (nm, (n'm'), (n"m"), 
(nm) jest: 


LPALFALU "i 


minen" n" => ném" n" n F nm n >> mmn" 


m'm" n'n A mmn” n'n . 


Nazywamy koneksem sprzężonym z koneksem 
danym koneks, który względem koneksu danego na następującą 
własność niezmienniczą: każdy jego element (y, r) jest taki, że 
każdemu punktowi y odpowiada w koneksie danym przynaj- 
mniej jedna prosta podwójna, a prostej v odpowiada w tym- 
że koneksie przynajmniej jeden punkt podwójny. 
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Równanie koneksu sprzężonego możemy utworzyć, stosując 
wyłożoną w $ 2 zasadę przeniesienia. Dość w tym celu utworzyć 
wyróżnik równania podwójnie dwójkowego p = A;AĘ (n,m> 1), 
t. j. niezmiennika, który przyrównany do zera, daje warunek, aby 
forma miała równocześnie pierwiastek podwójny 4 i pierwiastek 
podwójny m (t. j. aby istniały wartości 4,, m, ilości 4 i u takie, że 
4, jest pierwiastkiem podwójnym równania g (4, w) == 0, m, zaś 
pierwiastkiem podwójnym równania g(4,, u) = 0); następnie 
według zasady przeniesienia należy każdy wyznacznik dwój- 
kowy zamienić na trójkowy. Niezmiennik taki otrzymujemy, 
rugując A, 2, 4, a, pomiędzy równaniami 


Ap = Dyp Si 
m,” 0 ” da, A a, 
Stopień tego niezmiennika wynosi: 


2 | mn + 2 (m — 1) (u — 1)|. 


Jeżeli jedna z liczb n,m, naprzykład liczba m, jest jedno- 
ścią, wtedy: 


(iz dA, = Pin -- Pn, , 


a szukany niezmiennik jest wypadkową form P, i 7,. 

Koneksem sprzężonym z koneksem (1, L), czyli a, u, — O 
jest (abu) (aBx) =0; koneksem sprzężonym z  koneksem 
(2, 1) czyli a,*u„==0 jest (abu)? (cdu)? (Byx) (aðr) = 0; 
koneksem sprzężonym z koneksem (2, 2) czyli a,*ue* == 0 jest 
(W83 U — 29 (UW — U — 1?) = (0), gdzie 


; L “i 
U= — 19 (abu)? (afr)? . 
ý l 
F=— 19 (abu) (beu) (can) (afr) (Byr) (yaw) 


W= a (abu)? (edu)? (aya (Bór) "902. 
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Możnaby powiedzieć, że koneks sprzężony tak się ma do 
koneksu danego jak ogół stycznych linii krzywej do ogółu punk- 
tów tej krzywej. : 

Koneks sprzężony względem koneksu sprzę- 
żonego jest koneksem pierwotnym. 

Elementy dwu wzajemnie sprzężonych koneksów odpowia- 
dają sobie dwujednoznacznie. Liczba 


, —(—1) (n—2) (m— 1} (m2) 
mee BRE 


jest charakterystyczną dla koneksu ogólnego i nazywa się jego 
rodzajem. 

W koneksie (1,2) t.j. azu?=0 punkty, którym 
odpowiadającestożkowe rozpadają się na dwa 
punkty, tworzą krzywą rzędu 3-go: a,b,c,(afy)*==0; 
proste zaś, łączące dwa punkty, na które każda 
stożkowa się rozpada, są stycznemi do krzy- 
wej klasy 3-ej: (abc) (ay) a,ugu,=0. Też same pary 
punktów znajdują siętakżenakrzywej rzędu 
3-go: (abc) (apx) (Byc) (yax) = O. 

W koincydencyi głównej koneksu (1, 2) każ- 
demu punktowi » odpowiadają dwie proste. 
przezeń przechodzące, a każdej prostej punkt, 
na niej położony. Punkty, które w takiej koin- 
cydencyi głównej odpowiadają dwóm prostym 
zlewającym się, leżą na krzywej rzędu 4-g0, 
której równaniem jest a,0,(af.)*=0. 

Teoryę koneksów utworzył Clebsch (patrz Uleb seh — 
Lindemann, Geometrie). Koneks (1, 1) badali Clebsch 
i Gordan (Math. Am. I), koneks (1,2) Godt (Diss, Getynga 
1873); rezultaty, otrzymane przez tego ostatniego, rozszerzono na ko- 
neksy (1, n) w cytowanem dziele Clebscha—Lindemanna. 
Co do koneksu (1, 2) patrz Peano (Ace. Torino 1881), a co do ko- 
neksu (2,2) Armenante (Lincei 1876) i Peano (Acc. To- 
rino. 1881). 
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Formy trójkowe, czwórkowe i t.d. automorficzne. 


Rozszerzono na formy gatunku r > 2 rozważania, podane 
wyżej dla form dwójkowych. Forma nazywa się w ogóle 
automorficzną, jeżeli ma skończoną grupę prze- 
kształceń liniowych na samą siebie. 

Ograniczymy się tu tylko na niektórych wskazówkach bi- 
bliograficznych. 

Poszukiwania te rozpoczął Jordan (Compt. rend. 1877, 
Crelle LXXXIV, Ace. Napol. Abt. VIII. 1888), który rozwinął 
je następnie dla form trójkowych i znalazł 11 typów. Dwa inne 
typy otrzymali: Klein (Math. Ann. XIV, XVII, patrz K lein— 
Fricke, Modulfunct. Lipsk 1870. I)i Valentiner (Kjób. 
Skrift. (6). V. 1889). Typ Kleina ma grupę złożoną z 168 
przekształceń i do niej należy forma trójkowa r *7,-Hrę rety te 
typ Valentinera ma 860 przekształceń i był badany głę- 
biej przez W i mana (Math. Ann. XLVII), Gerbaldi (Rend. 
Palermo 1898—1899, Math. Ann. 50); Fricke (Gött. Nachr. 
1896, Deutsche Math. Vereinig. V. 1896) jest ona holoedrycznia 
izomorficzną (patrz Rozdz. II $ 4) z grupą symetryczną sześcin 
elementów. 


Dla form ezwórkowych znamy tylko niektóre grupy skończone 
przekształceń liniowych; wymieniamy prace Kleina (Math. An. 
XXVIII, XXIX) i Maschkego (tamże XXX, XXXII, XXXVI). 

Z innych prac cytujemy; F uchs (Berl. Ber, 1896, Comptes 
rendus 1896), Loewy (tamże 1896, Nova Acta Leopold 1898), 
Moore (Math. Am. VL), Maschke (tamże 1. e.). 

O rozszerzeniu na przypadek przekształceń nieliniowych wy- 
miernych patrz Maurer (Crelle CVII). 


Interesującem jest zagadnienie następujące: wyznaczyć 
formy dwójkowe, które przekształcają się na same siebie przy 
grupie skończonej przekształceń liniowych, stosowanych do 
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zmiennych 1;,7,. Takie formy nazywają się automorficz- 
nemi. 

Pierwiastki zespolone formy interpretujemy geome- 
trycznie na płaszczyźnie; pomyślmy sobie kulę, dotykającą tej 
płaszczyzny w początku spółrzędnych 0, i przyjmijmy, że 
wszystkie punkty płaszczyzny rzuciliśmy na kulę z punktu 
średnicowo-przeciwległego punktowi 0. Tym sposobem pier- 
wiastki formy dwójkowej będą przedstawione przez punkty na 
kuli. 

Przekształcenia liniowe, przez które forma dwójkowa prze- 
chodzić będzie na samą siebie, odpowiadają w tem przedstawie- 
niu obrotom kuli około jednej z jej średnie. Grupy obrotów 
kuli, przy których pewien ogół jej punktów pozostaje niezmie- 
niony, są: 

1) Grupa cykliczna, t.j. grupa obrotów około jednej 


c 
e (k =0,1....,n—1). 


średnicy, których kąt wynosi 


2) Grupa djedryczna (dwuścianowa) t. j. grupa obrotów 


2 leze 


około średnicy o kącie , połączone lub nie z obrotem o 1809 
około średnicy do tamtej prostopadłej. 

3) Grupy obrotów, przez które jeden z pięciu wielościanów 
foremnych przekształca się sam na siebie. 

Najogólniejsza forma (automorficzna), należąca do grupy 
cyklicznej, daje się zawsze za pomocą odpowiedniego przekształ- 
cenia sprowadzić do postaci: 


x zę? IT(A,0 zy” F 440 2”), 


gdzie ai8 są liczby całkowite dodatnie, 4,0”, 44) — parametry 
dowolne. 

Najogólniejsza forma, należąca do grupy dwuścianowej 
jest typu: 


Fe FB Fy I (40 F44 Fe), 


Pascal. Rep. II. 8 
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Prócz tych specyalnych i pospolitych typów form dwój- 
kowych automorficznych pozostają jeszcze do zbadania formy, 
odpowiadające pięciu wielościanom foremnym: czworościanowi, 
sześcianowi, ośmiościanowi, dwunastościanowi i dwudziestościa- 
nowi. 

Istnieje nie więcej nad trzy grupy, dla których te wielo- 
ściany pozostają bez zmiany; mianowicie: grupa czworościanu 
o 12 przekształceniach, ośmiościanu o 24, dwunastościanu o 60 
przekształceniach; grupy dwu pozostałych wielościanów są takie 
same jak poprzednich, ti. j.: grupa sześcianu odpowiada grupie 
ośmiościanu, grupa dwudziestościanu — grupie dwunastościanu. 
Tym sposobem formy dwójkowe, odpowiadające pięciu wielo- 
ścianom foremnym, t.j automorficzne dają się sprowadzić do 
następujących form kanonicznych: 


faza +2 Brrr; . . . . (Czworościan) 
fe = Hi 2a (214 —0,f) . . . . « . . . (Osśmiościan) 
faza lt antam an . . . . . (Ńześcian) 

fa BA Xa (1,7 + Ll antat ar) . . . (Dwudziestościan) 


Jao = — (479 + 24”) F 228 (ay 3 my — ry? gtt) — ADA a O rgt 
(Dwunastościan). 


Formy f if} można uważać za spółzmienniki (wyznacz- 
niki Hessego) form odp. /, i fia mianowicie powiedzieć 
można: 

Jeżeli pominiemy dwie pospolite katego- 
rye form wyżej podanych, formy fa fa fia wraz 
zeswemi wszystkiemi spółzmiennikami są 
jedynemi formami automorficznemi. 
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Jest godnem uwagi, że trzy formy f, fs, fis są jedynemi 
formami dwójkowemi bez czynników wielokrotnych, dla których 
istnieje własność (f, f)*=0. Patrz Wedekind, Habilatationschr 
Karlsruhe 1876, Brioschi, Ann. di mat. (2), 8, Halphen, 
Sav.-ćtrang. (2), 28, 1881, Gordan, Invariantentorie $ 19. 
Przy formach, które mają czynniki wielokrotne, może być 
(f,f)* 30 tylko wtedy, gdy forma stopnia n-tego ma przynaj- 
mniej jeden czynnik (n—1)-krotny. 

Inna własność trzech form f4, fs, fio polega na tem, że ich 
układy zupełne składają się z trzech spółzmienników i posiadają 
niezmiennik. Trzema spółzmiennikami są: sama forma f, jej 
hesyan Hi wyznacznik funkcyjny T form fi H. 

Utwory Hi T, odnoszące się do form /4, fs, fia, Oznaczać bę- 
dziemy odpowiednio przez Hy, Hz, Hio, Ta, Ty, Tia. Istnieje ważna 
interpretacya geometryczna następująca: 

Pierwiastkamiutworów Hsą wartości, od- 
powiadające środkowi ścian bocznych uwa- 
żamnych wielościanów, a pierwiastkami utwo- 
rów Tsą wartości,odpowiadające środkom ich 
krawędzi. 

Pomiędzy odpowiedniemi potęgami utwo- 
rów /,H.Tzachodzi zawsze związek liniowy. 


Jest: 
H =2,* F2V/—8 247 2,7 part 
TĄ =f 
12 V —3 T} — f’ + H;* =0 
H, = fs 


Tą = x, — 88 2,8 mt — 38 1,4 1,8 4 m! 

108 fet — H," + T? = 

Ha = fo 

Tia = (1 ™ + 24*') ++ 522 (r ry” — ny” zy”) 
— 10005 (2, 20 aR -L ©, 10 z) 

Tia? -+ M,a — 1728 fis? = 
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Niezmienniki, należące do rozważanych trzech form, oznacz- 
1 ` rj. 
my przez C,, Cę, Cig i rozpatrzmy stosunki: 


5 
Cë fè _C;* E Cı 2” fi? 
P OO T H * Hè’ 


gdzie liczby 14, w,» są tak dobrane, że każdy z tych stosunków, 
będący już rzędu zero względem zmiennych, jest także stopnia 
zero co do spółczynników formy pierwotnej. 

Jeżeli te stosunki oznaczymy przez g, to funkcya, którą 
przy ich pomocy wyrażamy ZŁ przez g, nazywa się niewymier- 
nością czworościanu, ośmiościanu, dwudzie- 
stościanu (Klein). 

Pierwiastki równania stopnia 5-go wyrażają się przez nie- 
wymierności dwudziestościanowe. 

Rozważanie form automorficznych pośrednio rozpoczął H. A. 
Schwarz (Zürich. Naturf. Ges. 1871. Crelle LXXV) przy okoliczności 
badania całek algebraicznych równań różniczkowych hypergeome- 
trycznych: póżniej formy te badał bezpośrednio i ogólnie Klein 
(Erl. Sitzungsber. 1874, 1875. Math. Ann. IX). 

Do form automorficznych dochodzi się i z innego stanowiska, 
mianowicie, wychodząc z badania całek algebraicznych równań ró- 
żniczkowych liniowych; pokazał to Fuchs (Gött. Nachr. 1875, 
Crelle LXXI, LXXXV). Patrz też Klein, Math. Ann. XI, XII, 
Jordan (Crelle LXXXIV, Comptes rendus 1876). 


Dochodzimy wreszcie do tych samych form automorficz- 
nych, szukając form dwójkowych, dla których znika czwarte 
nasunięcie tych form na same siebie, Patrz wyżej cytowane roz- 
prawy Wedekinda, Brioschiego, Halphena, atakże 
Gordana, Math. Ann. XII. 
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$ 8. 
Formy niebiegunowe wyzsze. 


Teoryę niebiegunowości (apolarnosci), wyłożoną 
wyżej w rozdziale IlI-gim dla form dwójkowych, można rozcią- 
gnąć na formy jakiekolwiek. 

Niechaj będą dwie formy o r zmieanych, jedna a" rzędu 
n-tego o spółrzędnych x, druga u: klasy n-tej o spółrzędnych 
przeciwpodstawieniowych u Powiadamy, że te dwie formy są 
sprzężonemi (Rosanes, Crelle LXXV) lub wzajemnie 
niebiegunowemi (Reye, Math. Ann. IV), jeżeli nie- 
zmiennik dwuliniowy a: jest zerem. 

Mając formę daną, weźmy jej biegunową pierwszą wzglę- 
dem bieguna y. następnie biegunową względem bieguna z i tak 
dalej, póki nie otrzymamy biegunowej mieszanej Q+404..., 
liniowej względem każdego szeregu zmiennych z, z, t... Je- 
żelitabiegunowa mieszana jest zerem forma 
dana jest niebiegunową względem formy, któ- 
raw spółrzędnych u przedstawia ogół n bie- 
gunów y,ż,t,... Mamy tym sposobem niebiegunowość formy 
względem innej, rozłożonej na n czynników. Utworzony z n 
punktów y,2,ł,... n-kąt nazywa się u-kątem bieguno- 
w ym. względem rozmaitości geometrycznej, którą przedstawia 
a==Q. Wierzchołki a-kąta biegunowego mogą się zmieniąć 
nieograniczenie; jeżeli mamy danych n — 1 wierzchołków, to 
ostatni n-ty nie daje się wyznaczyć w sposób jedyny, gdyż 
znajduje się oczywiście na rozmaitości liniowej, której równa- 
niem względem % jest a, @:@...@e=0. Nie ma to wszakże 
miejsca dla form dwójkowych. 

Można wyznaczyć grupyn--1 punktów ta- 
kie, że każda grupa n punktów. w nich zawar- 
ta, tworzy wierzchołki u-kąta biegunowego. 
Gdy n=2 r=3, twierdzenie to odpowiada twierdzeniu o trój- 
kątach samosprzężonych względem stożkowej. (Patrz rozdz. IV) 
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Pozostając w dziedzinie trójkowej (r =3), możemy wypo- 
wiedzieć twierdzenie: 

Forma trójkowa rzędu n-tego daje się wy- 
n (n-- 1) 
AS 


razić przez potęgi n-te form liniowych, 


odpowiadających tyluż prostym, łączącym każde 
dwa z pomiędzy n+ 1 punktów. 

Twierdzenie to znajduje interesujące zastosowanie w teoryi 
niebiegunowości formy względem innych form rozkładalnych 
na czynniki liczbowe. 

Do dwu form kwadratowych 4z’, Ua? o r zmiennych, nie- 
rozkładalnych naczynniki liczbowe stosuje się 
następujące godne uwagi twierdzenie Hessego (Crelle, XLV). 

Niebiegunowość wzajemna dwu form a, u? 
jest warunkiem nato, aby przy pomocy prze- 
kształcenia liniowego jedna z form przybrała 
postać, w której zachodzą tylko kwadraty 
zmiennych,druga zaś—postać,w której zacho- 
dzą tylkoiloczyny. i 

W literaturze niebiegunowości do dzieł cytowanych w rozdziale 
H dodać należy prace Fr. Meyera (Apolarititit, d. Tybinga 1883 
i „Berichtitber Invariantentheorie* patrz wyd. polskie Warszawa 1899). 


ROZDZIAŁ IV. 


STO ŻKO W Ę. 


$1. 


Tworzenie rzutowe stożkowych, własności bezpośrednio z niem 


związane. 


Teoryę stożkowych można traktować metodą syntetyczną 
rzutową i metodą analityczną. 

W metodzie rzutowej stożkowe określamy w sposób na- 
stępujący: 

Niechaj będą dwie płaszczyzny homologiczne (patrz Roz- 
dział I) nałożone lub nie, o środku homologii 5S i osi s. Punktom 
koła, położonym na jednej płaszczyźnie, odpowiadają na drugiej 
punkty krzywej, która nazywa się stożkową i ma dwie na- 
stępujące własności zasadnicze: 1) każda prosta na płasz- 
czyżnie tej krzywej spotyka krzywą albo 
w dwu punktach, albo w jednym, albo wcale 
jej nie spotyka, 2) z każdego punktu płaszczyzny 
można do krzywej poprowadzić albo dwie 
styczne. albo jednę, albo nie można poprowa- 
dzić żadnej stycznej. 

Z tego określenia wynika inne, które starożytni geometro- 
wie greccy kładli za podstawę całej teoryi: stożkowa jest krzywą, 
powstającą z przecięcia stożka kołowego płaszczyzną; koło 
i stożkowa są więc tu umieszczone w położeniu perspekty- 
wicznem. 
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Styczne do koła odpowiadają stycznym 
do stożkowej. 

Jeżeli wjednej zdwu płaszczyzn homolo- 
gicznych prosta graniczna (t.j. prosta, odpowiada- 
jąca prostej w nieskończoności na płaszczyźnie drugiej) pr z e- 
cina koło w dwu punktach, wtedy odpowiednia 
stożkowa będzie miała dwa punkty rzeczy- 
wiste w nieskończonościinazywa się hyperbolą; 
jeżeli prosta graniczna jest styczną do koła, 
krzywa ma tylko jeden punkt rzeczywisty 
w nieskończonościi nazywa się parabolą; jeżeli 
wreszcie prosta graniczna nie przecina wcale 
koła, krzywa nie posiada punktów rzeczywi- 
stych w nieskończoności i nazywa się elipsą. 

Jeżeli określimy stożkowe, jako krzywe przecięcia stożka 
kołowego płaszczyzną, t.j. jako figury perspektywiczne koła, 
wtedy trzy powyższe przypadki odpowiadają trzem różnym po- 
łożeniom płaszczyzny przecinającej, a mianowicie gdy ta płasz- 
czyzna przecina wszystkie tworzące stożka (elipsa), gdy jest 
równoległa do jednej tworzącej (parabola), gdy jest równoległą 
do dwu tworzących (hyperbola). 

Inne określenie rzutowe stożkowych jest następujące: 

Niechaj będą na płaszczyźnie dwa pęki 
promienirzutowycho różnych środkach 0, 0. 
Przecięcia odpowiadających sobie promieni 
tworzą stożkową, przechodzącą przez oba środ- 
ki a której styczną wtychdwupunktach jest 
prosta, odpowiadająca prostej 00. I wzajemnie: 

Niechaj będą na płaszczyźnie dwie proste 
punktowe rzutoweo różnych podkładach. Pro- 
ste, łączące odpowiadające sobie punkty, są 
stycznemi do stożkowej, która dotyka dwóch 
prostych danych w punktach, odpowiadają- 
cych wspólnemu ich przecięciu. 

Podajemy jeszcze definicye następujące: (p. Rozdz. I $ 8). 

Stożkowa jest miejscem punktów, zjednoczonych w dwoi- 
stości inwolucyjnej lub w biegunowości. 
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Stożkowa jest obwiednią stycznych zjednoczonych w dwoi- 
stości inwolucyjnej lub biegunowości. 

Prosta w nieskończoności jest styczną do paraboli. 

Istnieją dwie proste na płaszczyźnie, spotykające się w skoń- 
czoności i styczne do byperboli w dwu jej punktach w nieskoń- 
czoności. Te proste nazywają się asymptotami hyperboli. 

Jeżeli środek O' znajduje się w nieskończoności w danym 
kierunku, wtedy promień pęku (', odpowiadający promieniowi 
pęku O równoległego do danego kierunku, może być w skończo- 
ności lub w nieskończoności; w pierwszym przypadku mamy 
hyperbolę, w drugim parabolę. 

Jeżeli oba środki O0 i O' są w nieskończoności w dwu ró- 
żnych kierunkach, stożkowa jest hyperbolą. 

Proste, łączące parami punkty. odpowiadające sobie w dwóch 
prostych punktowych podobnych, obwodzą parabolę. 

Z tych określeń wynika bezpośrednio: 

Stosunek anharmoniczny czterech pro- 
stych, idących od czterech punktów stożko- 
wej do piątego punktu zmiennego, jeststały; 
stosunek ten nazywamy zwykle stosunkiem 
anharmonicznym czterech punktów na stoż- 
kowej. 

Stosunek anharmoniczny czterech punk- 
tów, w których cztery styczne do stożkowej 
przecina piąta styczna zmienna, jest stały; 
ten stosunek nazywamy stosunkiem anharmo- 
nicznym czterech stycznych stożkowej. 

Stosunek anharmoniczny czterech stycznych stożkowej 
równa się stosunkowi anharmonicznemu czterech punktów stycz- 
ności. Styczne do paraboli przecinają dwie styczne stałe w punk- 
tach, należących do dwu prostych punktowych podobnych. Dwie 
styczne stałe do paraboli przecinają każde inne styczne na części 
proporcyonalne. Proste, łączące odpowiadające sobie punkty 
dwóch prostych punktowych, położonych na jednej płaszczyźnie, 
obwodzą parabolę styczną do dwóch prostych, będących pod- 
kładami prostych punktowych. 
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W stożkowej iloczyn odcinków, które styczna zmienna 
wyznacza na dwóch stycznych stałych, licząc od ich punktów 
styczności, jest stały. 


$2 


Własności rzutowe zasadnicze stożkowyćh Twierdzenia Pascala, 
Brianchona i Desargues'a. 


W sześciokącie, wpisanym w stożkową, 
trzypary boków przeciwległych przecinają 
się w trzech punktach, leżących na jednej 
prostej. (Twierdzenie Pascala, 1640). 

W sześciokącie, opisanym na stożkowej, 
trzy proste,łączące pary przeciwległych wierz- 
chołków, schodzą się w jednym punkcie. (Twier- 
dzenie Brianchona, 1806). 

W dwutrójkątach homologicznych punkty, 
w których boki jednego trójkąta przecinają 
nieodpowiadające im boki drugiego, należą 
dostożkowej; proste zas, idące od wierzchoł- 
ków jednego do nieodpowiadających im wierz- 
chołków drugiego, dotykają stożkowej. (Twier- 
dzenie Steinera). 

Jeżelitrójkąt przekształca się w ten spo- 
sób, że boki jego obracają się około punktów 
stałych, dwa wierzchołki zaś przebiegają 
dwie proste stałe, to trzeci wierzchołek opi- 
suje stożkową. (Twierdzenie Maclaurina, 1721). 

Jeżelitrójkąt przekształca się w ten spo- 
sób, że jego wierzchołki przebiegają dwie 
proste stałe, dwa boki zaś obracają się około 
punktów stałych, wtedy bok trzeci obwodzi 
stożkową. 
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W pięciokącie, wpisanym w stożkową, punkt spotkania 
dwóch boków niekolejnych, punkt spotkania drugich dwóch 
boków niekolejnych oraz punkt spotkania boku piątego ze 
styczną do krzywej w wierzchołku mu przeciwległym, leżą na 
jednej prostej, i wzajemnie. 

W cezworokącie, wpisanym w stożkową, punkt wspólny 
stycznym w dwóch przeciwległych wierzchołkach leży na jednej 
prostej z dwoma punktami spotkania par boków przeciwległych. 

Czworobok zupełny, utworzony z czterech stycznych do 
stożkowej, i czworokąt zupełny, utworzony z czterech punktów 
styczności, mają ten sam trójkąt przekątny (patrz Rozdz. Il). 

W czworoboku, opisanym na stożkowej, proste, łączące 
punkty styczności boków przeciwległych, przechodzą przez 
punkt wspólny ich przekątnym. Przez punkt ten przechodzą 
także przekątne czworoboku wpisanego, którego wierzchołkami 
są cztery punkty styczności boków pierwszego czworokąta; 
cztery zaś przekątne tworzą grupę harmoniczną. Wreszcie 
punkty spotkania par boków przeciwległych obu czworoboków 
znajdują się na jednej prostej i tworzą także grupę harmoniczną. 

W trójkącie, wpisanym w stożkową, styczne w wierzchoł- 
kach przecinają boki przeciwległe w punktach, leżących na jednej 
prostej. 

W trójkącie, opisanym na stożkowej, proste, idące od wierz- 
chołków do punktów styczności boków przeciwległych, przeci- 
nają się w jednym punkcie 

Poprzeczna przecina stożkową i boki prze- 
ciwległeczworokąta wpisanego w trzech pa- 
rach punktów, będących w inwolucyi (twierdze- 
nie Desarguesa) i wzajemnie. 

Jeżeli czworokąt, pozostając wciąż wpisanym w stożkową, 
przekształca się w ten sposób, że trzy jego boki obracają się 
około trzech punktów stałych na prostej, to i czwarty bok obra- 
cać się będzie około pewnego punktu stałego na tejże prostej. 

W trój kącie, opisanym na stożkowej, każdy bok jest podzie- 
lony harmonicznie przez punkt stycznosci i przez prostą, która 
łączy punkty styczności dwu boków pozostałych. Twierdzenie 
wzajemne ma miejsce dla trójkąta wpisanego. 
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Jeżeli cięciwa stycznosci dwu stycznych do stożkowej prze- 
chodzi przez punkt spotkania dwu innych stycznych, wtedy 
pierwsze są podzielone harmonicznie przez dwie drugie, i od- 
wrotnie. 

Jeżeli dwie styczne do stożkowej spotykają się w punkcie, 
należącym do cięciwy styczności dwu innych stycznych, wtedy 
i odwrotnie, punkt spotkania tych drugich stycznych znajduje 
się na cięciwie styczności dwu pierwszych. 

Punkt spotkania S dwu stycznych i cięciwa s styczności 
nazywają się odpowiednio biegunem i biegunową, t.j. 
S jest biegunem dla prostej s, a prosta s biegunową dla punktu sS. 

Biegunibiegunowa względem stożkowej 
zlewają się odpowiednio z biegunemi biegu- 
nową w biegunowosci, w której stożkowa jest 
miejscem punktów zjednoczonych. 

Biegunową s punktu § można też okreslić jako miejsce 
punktu spotkania się par boków przeciwległych czw orokąta 
wpisanego, którego przekątne przechodzą przez ©, albo jako 
miejsce punktu rozdzielonego harmonicznie przez S i przez 
stożkową. 

Biegunową punktu na stożkowej jest styczna w tym 
punkcie. 

Jeżeli punkt porusza się po prostej, to biegunowa jego 
obraca się około pewnego punktu. 

Dwa punkty, z których każdy znajduje się na biegunowej 
drugiego, nazywają się sprzężonemi (wzajemnemi) wzglę- 
dem stożkowej; dwie proste, z których każda przechodzi przez 
biegun drugiej, nazywają się także sprzężonemi (wza- 
jemnemi). 

Jeżeli dwa punkty są sprzężonemi, to i biegunowe ich są 
sprzężonemi. 

Trójkąt, którego każdy wierzchołek jest biegunem boku 
przeciwległego, nazywają się trójkątem samosprzężo- 
nym względem stożkowej. 

Punkty przekątne czworokąta zupełnego, utworzonego 
z czterech punktów na stożkowej, tworzą trójkąt samosprzę- 
żony; wzajemnie. proste przekątne czworoboku zupełnego, 
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utworzonego przez cztery styczne do stożkowej. tworzą trójkąt 
samosprzężony. 

Jeżeli trójkąt jest wpisany w stożkową, wtedy prosta 
sprzężona z jego bokiem względem stożkowej przecina pozostałe 
dwa boki w punktach sprzężonych (v. Staudt). 

Jeżeli pary wierzchołków przeciwległych czworoboku zu- 
pełnego składają się z punktów sprzężonych w biegunowosci 
(patrz Rozdz I $ 8), względem stożkowej rzeczywistej lub uro- 
jonej, wtedy i pozostałe dwa wierzchołki przeciwległe będą 
sprzężonemi w tejże biegunowości (Hesse). 

Jeżeli dwa trójkąty są biegunowemi względem siebie 
w pewnej biegunowości, to są homologicznemi, i odwrotnie dwa 
trójkąty homologiczne są wzajemnie biegunowemi w pewnej 
biegunowości. 

Dla dwóch trójkątów jedna z trzech poniższych własności 
pociąga za sobą dwie pozostałe: 1-o trójkąty są samosprzężo- 
nemi w jednej i tej samej biegunowości, 2-0 są wpisane w jednę 
i tẹ samą stożkową, 3-0 są opisane około jednej i tej samej 
stożkowej. 
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Definicya analityczna stożkowych jest następnjąca: 

Niechaj «4, 2, zz będą spółrzędne jednorodne punktu płasz- 
czyzny. Stożkową jest miejscem geometrycz- 
nem, przedstawionem analitycznie przez ró- 
wnanie stopnia 2-go pomiędzy spółrzędnemi 
z,typu: 


a 
fla = E ay tiy= 0, (a; = a) 
1 
gdzie ay. 0... są spółczynniki stałe (równania 


stożkowej). Ztego powodu stożkowe nazywają się także 
miejscami (krzywemi) rzędu 2-go. 
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Jeżeli trójkąt podstawowy spółrzędnych jest trójkątem 
samosprzężonym, równanie stożkowej sprowadza się do formy 
kanonicznej © a, x° =0. 

Niechaj 14, tą, 4, będą spółrzędnemi jednorodnenni prostej 
na płaszczyżnie: podobne do powyższego równanie sto- 
pnia 2-go pomiędzy spółrzędnemi « przedsta- 
wia obwiednią (powłóczącą), t. j krzywą, której 
stycznemi sąwszystkie proste o spółrzędnych, 
czyniących zadosć temu równaniu. Ta krzy- 
wa jesttakże stożkową,idlategoostożkowej 
mówi się, iż jest obwiednią klasy 2-giej. 

Równanie w spółrzędnych punktu nazywa się równa- 
niem punktowem, w spółrzędnych prostej — równa- 
niem stycznościowem (tangencyalnem) 

Zirównania stożkowej wynika, że wyznaczyć sięonadaje, gdy 
znamy stosunki pięciu spółczynników równania do szóstego 

Stożkowa daje się wyznaczyć skończoną 
liczbą sposobów, gdy mamy danych r punktów, 
przez które ma przechodzić, i s prostych, do 
których ma być styczną, przyczem r--s=5. 
W szczególności: 

Przez pięć punktów przechodzi jedna tylko stożkowa 

Przez cztery punkty przechodzą dwie stożkowe, styczne do 
jednej prostej. 

Przez trzy punkty przechodzą cztery stożkowe, styczne do 
dwu prostych danych. 

P1zez dwa punkty przechodzą cztery stożkowe, styczne do 
trzech prostych danych. 

Przez jeden punkt przechodzą dwie stożkowe, styczne do 
czterech prostych danych. 

Istnieje tylko jedna stożkowa, styczna do pięciu prostych 
danych. 

W wyznaczniku (wyróżniku) 
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niechaj A, będą dopełnienia algebraiczne jego elementów; dopeł- 
nienie 4, oznaczmy przez B. Z równania powyższego stożko- 
wej otrzymnjemy jej równanie w układzie Descartesa, 
kła lac r, = 1, r, =z, 7, = y. Niechaj w będzie kąt pomiędzy 
osi«mi w tym układzie, połóżmy nadto: 


C = Qy T dzą — 2 ay COS W. 


Mamy wtedy następujące ważne twierdzenie: 
Przy wszelkich przekształceniach spół- 
rzędnych kartezyańskich. wyrażenia 


A B C 


sin?w ` sin? w 


no 
pozostają niezmienionemi (sąniezmiennikami). Stąd 
wynika: 

Przy wszelkich przekształceniach spół- 
rzędnych kartezyańskich ilości 4, B, C zacho- 
wują znak niezmienny. 

W przypadku spółrzędnych prostokątnych ileść C staje się 
równą Q;, + das; a zatem: 

Przy przejsciu od jednego układu prosto- 
kątnego do innego prostokątnego ilość Gy-|-dgę 
nie ulega zmianie. 

Stosownie do wartości spółczynników (które przyjmujemy 
za rzeczywiste) miejsce, przedstawione przez równanie 
stopnia 2-go, ma różne postaci. Utrzymując wyżej podane 
określenie elipsy, paraboli, hyperboli, mamy rezultaty nastę- 
pujące: 

Przy założeniu, że 4 jest różne od zera, mamy dla B>0 
elipse, dla B < O hyperbolę, dla B= O parabolę. 

W przypadku B >0 elipsa jest utworzona z punktów rze- 
czywistych wtedy tylko, gdy Au, < 0 i Aa, <0 (te dwie nie- 
równości, gdy B > 0, są wynikiem jedna drugiej); w przypadku 
przeciwnym mamy elipsę, której punkty są urojone (elipsa 
urojona); w przypadku B< 0 mamy hyperbolę rzeczywistą 
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w przypadku B=Q psrabolę rzeczywistą, o ile A jest różne 
od zera. 

Gdy 4 =0 mamy zawsze parę prostych, nie zaś stożkową 
właściwą; będzie to para prostych urojonych, spotykających się 
w punkcie rzeczywistym w odległości skończonej, jeżeli Bœ 0; 
para prostych rzeczywistych, spotykających się w punkcie rze- 
czywistym w odległości skończonej. jeżeli B< 0; wreszcie będą 
to dwie proste równoległe lub urojone lub dwie proste zlewające 
się w jednę, jeżeli B = 0. 

Jeżeli stożkowa jest elipsą rzeczywistą, 
wtedy równanie jej (w spółrzędnych niejednorodnych) 
przez przemieszczenie osi spółrzędnych może być sprowa- 
dzone do postaci: 


x? y? l 
BoE U 


jężelijestelipsą urojoną— do postaci: 


a? y? 


a? b? =a 


Jeżeli stożkowa jest hyperbolą, wtedy ró- 
wnaniejej przez przemieszczenie osi da się 
sprowadzić do postaci: 


Jeżeli stożkowa jest parabolą, wtedy równa- 
nie jej dasięsprowadzić do postaci: 


y = pr. 


Równanie ogólne stopnia 2-go (typu zwykłego), którego 
wyrazy stopnia 2-go tworzą kwadrat zupełny, przedstawia 
parabolę (jeżeli A jest różne od zera). 

Równanie jednorodne, wymierne, całko- 
wite stopnia 2-go pomiędzy riy przedstawia 
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pare prostych, pizechodzących przez po- 
czątek. 

Aby równanie stopnia 2-g0 przedstawiało parę prostych, 
jest koniecznem i dustate nen, aby jego strona pierwsza rozpa- 
dała się na dwa czynniki całkowite stopnia 1-go w zmiennych „ri y. 

Równanie ogólne stopnia 2-go przedsta- 
wia koło wtedy. gdy, przy „1 różnem od zera, 
jest a, = hp i =d cow, gdzie o jest kąt pomię- 
dzy osiamispólrzędnych. Koło będzie rzeczywistem 
lub urojonemu. stosownie do tego. czy Aa, <O lub da, 0. 

Równanie koła w układzie prostokątnym 
osi daje się przedstawić w postaci: 


(4 — u” -Fy—B*=r*, 
gdzie a, 8 są spółrzędne środka, r — promień koła; w ukła- 
dzie ukośnokatnym równanie koła można 
przedstawić w postaci: 
(x — a)? + (y — 8) 2 (r — a) (y — B) cos w =r*, 

gdzie w jest kąt pomiędzy osiami. 

Jeżeli równanie koła dane jest w postaci ogólnej 

ay, (2? F ry cos w py”) > Żyj, © |- Zaz Jr A, =Q, 
wtedy spółrzędnemi środka są: 


— lis an GOS W 


Qiy COS © — aag 
Qyy SINŻ © ? 


in? 
dy, SIN W 


a= 


= 


2 
a promień jego ma wyrażenie: 


lg? F agi” — 2 Ayy Aay COS W — hr 03, SIN? W 


r? — 
dy, SINŻ © 


Hyperbola. której asymptoty są do siebie prostopadłe, 
nazywa się hyperbolą równoboczną. Dla hyperboli 
takiej zachodzi związek: 


dy; F aa — 2 ya COS W FO, 
Pascal. Rep. II. 9 


130 Rozdział TV. — $ 3. 


Prosta w nieskończoności przecina wszyst- 
kie koła płaszczyzny w tych samych dwóch 
punktach urojonych, które nazywają się punk- 
tami kołowemi płaszczyzny. 

Stożkowa jest kołem, jeżeli przechodzi przez dwa punkty 


kołowe l 
Równaniem stycznościowem dwu punktów kołowych jest: 


w? + v9 =0. 


Spółczynnikami kątowemi stycznych do koła w tych punk- 
tach są tg a = + i= + V — 1, i dla tego styczne do wszystkich 
kół w punktach kołowych należy uważać za równoległe. Kąt 
a należy uważać za nieskończenie wielki. 

Równaniem stycznej do stożkowej w punk- 
cie o spółrzędnych v, y (w układzie prosto- 
kątnym) jest: 


(aqq 2 tia Y' + 043) Z H (Gy A laa Y' tag) Y 
+ (rzą X! + dzą Y' > 0y,) Z0. 


Równaniem normalnej, t j. prostopadłej 
dostycznej w punkcie styczności, jest 


lak yy 
Pk R EN T T aa T NO Go PRUE R 
Qi L la Y > yy Qa L F llaa Y F Qgy 


Niechaj f(x,y) oznacza stronę pierwszą równania stożko- 
wej; styczne, które z punktu danego 2, y' można poprowadzić do 
stożkowej, są rzeczywiste i różne, rzeczywiste i zlcwające się, 
wreszcie urojone, stosownie do tego, czy iloczyn A f(w,y') jest 
ujemny, równy zeru albo dodatni. 

Warunek nato, aby prosta, której równa- 
niem jest ux-++vy+1=0, była styczna do stożko- 
wej, przedstawionej przez równanie zwykłe, 
wyraża się w ten sposób: 


Au W 2 Ap W Az V-H 2A u L2Ą,, v dj z=0, 


Wzory główne geometryi analitycznej stożkowych. 131 


gdzie 4,,,.4,,,... są dopełnieniami algebraicz- 
nemi odpowiednich elementów wyznacznika 4. 

Jeżeli u i v interpretujemy jako spółrzędne prostej, to ró- 
wnanie poprzednie jest równaniem stycznościowem 
stożkowej. 

Równanie: 

(an 2- aa y' + ta) t (an Z” H Oggy F aas) y 
F (dzy ©! > la Y' F 035) = 0, 

w którem z' y są spółrzędnemi już nie punktu krzywej, lecz 
w ogóle jakiegokolwiek punktu płaszczyzny, przedstawia bie- 
gunową (patrz$ 2) punktu 'y' (bieguna) względem krzywej. 

Aby dwa punkty (2 y'), (x”, y") były sprzężonemi, musi speł- 
niać się warunek: 

ay EZ - Gg (PY! TY) > Gzy y" H My (2 2") 

F dy (Y PY) H dys = 0. 
Biegun prostej 42 + uy -+ v = O ma spółrzędne: 
z Ant t As a t Ag” r — Are 4 Aa u +t Ay 


= Ar Asut Aar à TnI Asn y dar" 
Warunek na to, aby dwie proste 
Vet wyt =0 , Pet pyt" = 0 
były sprzężonemi, wyraża się w ten sposób: 
3% sj W 
A", an , lg » hg 
Mo + Qa s æ > daz 
Vo, dzy + Ga , Gs 


Miejscem punktów środkowych układu 
cięciw równoległych do danego kierunku jest 
prosta, którą nazywamy średnicą stożkowej. 
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Średnica jest biegunową punktu w nieskończoności w kie- 
runku cięciw, dzielonych przez nią na dwie równe części. 

Wszystkie średnice przechodzą przez jeden punkt, który 
nazywa się środkiem stożkowej. Każda prosta, przechodząca 
przez środek, jest średnicą. Środek jest biegunem prostej w nie- 
skończoności na płaszczyźnie. 

Styczne w punktach, w których srednica przecina krzywą, 
są równoległe do cięciw, dzielonych przez średnicę na dwie równe 
części. 

Jeżeli początek spółrzędnych jest środkiem krzywej. wtedy 
równanie krzywej nie zawiera wyrazów stopnia pierwszego 
względem spółrzędnych. 

Równaniem średnicy, dzielącej na dwie równe części cię- 


ciwy równoległe do prostej i = Z , jest 


(anı MF tya N) 9: +- (to, M F za N) Y F (a M aa n) =O. 


W szczególności, średnice, dzielące na dwie równe części 
cięciwy równolegle do osi, mają równania: 


antt aay T as ZO ; ty CE yyy H dy =O. 


W paraboli środek jest w nieskończoności, a stąd wszystkie 
średnice są równoległe. 

Spółrzędnemi środka stożkowej są 
Qas Aqq — Aa Qia Z l Mi L ta 043 


Tay = 
-oas 
Uis Aaa ZE 


zaa 7 ; hAm- 
Qir day — ha? i 

W elipsieiw hyperboli dwie średnice na- 
zywają się sprzężonemi, jeżeli jedna dzieli 
na dwie równe części cięciwy równoległe do 
drugiej. 

Pary średnic sprzężonych (w liczbie nieskończonej) tworzą 
inwolucyę, której promieniami podwójnemi są asymptoty (rze- 
czywiste w hyperboli. urojone w elipsie). 
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: 5 i r sa WE MW i 3 
Pomiędzy spółczynnikami kątowemi ') -,— dwu średnie 
n/n 
sprzężonych, zachodzi związek: 
A, mw -a (mn -- mn) + aga nn =0O. 


Spółczynnik kątowy srednie paraboli jest 


wam: ISA 232 
Ay, Qiy 


Spółezynniki kątowe = dwu asymptot hyperboli daje ró- 
wnanie: 


ay, M? -+ 2a, mh ayn? =O. 


Równaniem wspólnem dla dwu prostych równoległych do 
asymptot, poprowadzonych przez początek, jest 


yy 3? + 203 LY Gzy? =0O. 


Poletrójkąta,utworzonego przez styczne 
iprzez dwie asymptoty hyperboli, jest stałe. 

W elipsie i w byperboli pomiędzy nieskończenie wielu pa- 
rami prostych jest jedna para średnie wzajemnie prostopadłych; 
te dwie srednice nazywają się osiami, a punkty ich przecięcia 
z krzywą — wierzchołkami. 

W paraboli jest jedna tylko średnica prostopadła do cięciw, 
przez nie na dwie równe części podzielnych, i nazywa się osią 
paraboli. Osi są zawsze rzeczywiste i są osiami symetryi 
krzywej. 

W hyperboli osi są dwusiecznemi kątami pomiędzy asymp- 
totami; jedna z nich przecina krzywą w dwóch punktach rzeczy- 


1) Spółczynnikiem kątowym prostej nazywa się zwykle stosunek (wzięty 
ze znakiem przeciwnym) spółćzynników przy xiy w równaniu prostej, wyra- 
żonem przez spółrzędne kartezyańskie prostokątne: przyjmujemy tę samą 
nazwę i dla układu ukośnokątnege. 
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wistych i nazywa się osią rzeczywistą albo ogni- 
skową; drugi nazywa się osią urojoną. 
Równaniem wspólnem dla dwu osi krzywej stożkowej jest: 


(04, COS © — 044) (Z — 24)? + (yy — 044) (Z — Lo) (Y — Yo) 
— (dag COS © — 04) (Y — W) = 0, 


gdzie w jest kątem pomiędzy osiami spółrzędnych, %o i y, Zaś są 
spółrzędnemi środka. 
Równaniem osi paraboli jest: 


(dia Qąz—- Aa Aas) -H (043 019— 04, 033) COS W 
(yy ©--a —- + IS 82 RA at E t t et at at =0. 
1 127413 a 1-|-099—2 0,4 COS W 


Jeżeli osi spółrzędnych są dwiema średni- 
cami stożkowej (w szczególności zlewają się z osiami sa- 
mej krzywej), wtedy jej równanie przybiera po- 
stać: 


ga O 
~ 
gdzie a, i b są długościami półśrednie sprzę- 
żonych. 

Jeżeli osi spółrzędnych są osiami krzywej, wtedy a,,0, na- 
zywają się wprost półosia mi. 

Jeżeli oś przecina stożkową, wtedy półosi są odległościami 
punktów spotkania od środka. 

Długości półosi wyrażają się przez 


gdzieg,o, są pierwiastkami równania 


u O , ai ™— e COSW 0 


Qg —OCOS©W 4; duą — O 
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lub równania: 
go sin? o — oC-|- B=0. 

Równanie hyperboli, odniesionej do asy m- 
ptot, ma postać zy + p =0. 

Równanie elipsy lub hyperboli, odniesionej do średnicy (jako 
osi z) i do stycznej w jednym tejże końców (jako osi y), jest 
postaci: 

at -p by? + qr =0, 
równanie zaś paraboli w tym przypadku jest: 
y= pr. 

Liczba p nazywa się parametrem, odpowiadającym 
wybranej średnicy; jeżeli tą średnicą jest oś, p nazywa się pa- 
rametrem glównym. 

Równaniem biegunowem elipsy lub hyper- 
boli przy przyjęciu środka za biegun, jest: 

: 2 
e= Eoo 
znak + w przypadku elipsy, znak — w przypadku hyperboli; 
e jest tak zwanym mimośrodem (patrz $5). 


$ 4. 
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Jeżeli stożkowa przecina boki BC, CA, AB 
trójkąta w punktach D, D'; E,E';; F,F”, wtedy za- 
chodzi związek: 


BD.BD' CE.CE' AF.AF' 


CD.0D'AE.AE'' BF.BF" =" 
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Jest to twierdzenie Carnota iQreom. de position str. 
437): odwrotnie, jeżeli punkty D. D; EE FF na 
bokach trójkąta czynią zadosć remn związ- 
kowi. wiedv leżą one na stożkowe. 

W elipsie sunma kwadratów dwóch półśrednie sprzężonych, 
w hyperboli zas różnica kwadratów półsrednie sprzężonych jest 
stala. 

W elipsie i hyperholi pole równoległohokn, wystawionego 
na dwu półsrednicach sprzężonych, jest stale. 

Prostokąt, wystawiony na dwóch obinhuel., htóre dwie 
średni: + sprzężone wyznaczają na stycznej stalej, | «ezą wszy od 
punktu styczności, jest stale rówuy kwadratosi pui-rednicy 
równoległej do stycznej stałej, 

Jeżeli zbudnjemy równoległohbok na dwóch pól-rednicach 
sprzężonych hyperboli. to jedna z jego przehartawv u będzie 
asymptotą. druga zaś będzie równolegla do drugiej asviuptoty. 

Prostokąt, wystawiony na odcinkach, które stycznia zmienna 
wyznacza na stycznych stałych równoległych, pocz. wszy od 
punktn styczności, jest stale równy kwadratowi pólsredniey 
równoległej do stycznych stałych. 

Prostokąt, wystawiony na dwóch odcinkach, które dwie 
styczne zmienne wyznaczają na stycznej stalej, równa się kwa- 
dratowi półśrednicy do niej równoległej. 

Równoległobok, wystawiony na dwóch półsrednicach, jest 
równoważny równoległobokowi, wysta wionemn na pólśrednicach 
sprzężonych odpowiednio z pierwszemi. 

Dwie styczne, poprowadzone z punktu na stożkowej (elipsie 
lub hyperboli), są proporcyonalne do półsredniu do nich równo- 
ległych. 

Iloczyn dwóch odcinków siecznej, przechodzącej przez punkt 
stały, jest proporcyonalny do kwadratu półśrednicy równoległej 
do siecznej. 

Kwadraty cięciw równoległych są proporcyonalne do ilo- 
czynów odcinków, wyznaczonych przez nie na średnicy sprzężo- 
nej z ich kierunkiem. 

Iloczyny odcinków, które prosta równoległa do asymptoty 
w hyperboli lub średnica paraboli odcina na «ięciwach równo- 
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ległych. są proporcyonalne do odcinków, które też cięciwy od- 
cinaja na prostej. 

Iloczyn odcinków, wyznaczonych na jakiejkolwiek stycznej 
do hvperboli przez dwie jej asymptoty. licząc od punktu ich 
przecięcia. ma wartość stałą. 

Pole trójkąta, utworzonego przez styczną do hyperboli 
i przez asymptoty, jest stałe. 

Odcinek stycznej do hyperboli, zawarty pomiedzy asymp- 
totami, dzieli się w punkcie stycznosei na dwie «zes | owe, 

Dwa odcinki, które hyperbola i dwie jej asvmptrdx wyzna- 
czają na jakiejkolwiek poprzecznej, mają teu vam punht srod- 
kowy. 

W czworokącie, wpisanym w stożkową, ilo zyn odległości 
jakiegokolwiek punktu krzywej od dwóch boków przeciwiegłych 
jest w stosunku stałym do iloczynu odległosci tegoż punktn od 
dwóch drugich boków przeciwległych. (Twierdzenie Pap- 
pusa). 

W czworoboku, opisanym na stożkowej, iloczyn odległości 
jakiejkolwiek stycznej od dwóch wierzchołków przeciwległych 
jest w stosunku stałym do iloczynu odległości tejże stycznej od 
dwóch drugich wierzchołków przeciwległych. 


Jeżeli około dwóch punktów stałych na hyperboli obracać 
będziemy dwa promienie, przecinające się stale na krzywej, 
wtedy odcinek, wyznaczony przez te promienie na asymptocie, 
jest długości stałej. 

Każdy równoległobok, którego dwa wierzchołki przeciw- 
ległe znajdują się na hyperboli, boki zaś przeciwległe na asymp- 
totach, ma przekątną, przechodzącą przez środek. 

W paraboli podnormalna (odległość pomiędzy spodkiem 
prostopadłej, spuszczonej z punktu paraboli na oś, a punktem 
spotkania normalnej z osią) jest stale równa połowie parametru 
glównego. 

Pole trójkąta, utworzonego przez trzy styczne do paraboli, 
jest połową pola trójkąta, utworzonego z ich punktów styczności, 

W każdym trójkącie, wpisanym w hyperbolę równoboczną, 
punkt przecięcia wysokości znajduje się na krzywej. 
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W każdym trójkącie prostokątnym, wpisanym w hyperbolę 
równoboczną, styczna w wierzchołku kąta prostego jest prosto- 
padła do przeciwprostokątnej. 
Koło, wpisane w trójkąt sprzężony względem hyperboli 
równobocznej, przechodzi przez środek krzywej. 


$ 5. 


Własności ogniskowe stożkowych. 


Istnieją w ogóle cztery punkty (rzeczy- 
wiste lub urojone) takie, że wszystkie pary 
prostych sprzężonych, przechodzących przez 
każdy z tych punktów, są parami prostych 
wzajemnie prostopadłych. Te punkty nazy- 
wają się ogniskami. 

W elipsie i hyperboli istnieją w skończoności tylko dwa 
takie punkty rzeczywiste, położone na jednej z osi, symetrycznie 
względem środka i wewnątrz krzywej, t.j. takie punkty, że 
styczne, poprowadzone z tych punktów do krzywej, są urojonemi, 
W paraboli istnieje jedno tylko ognisko w odległości skończo- 
nej, położone na osi wewnątrz krzywej. 

Oś, na której leżą ogniska, nazywa się osią ogni- 
skową. 

Niechaj a, 8 będą półosiami elipsy lub hyperboli; ogniska 
rzeczywiste elipsy znajdują się na jej osi wielkiej w odległości 
+V a? — 8? od środka; ogniska hyperboli znajdują się na jej osi 
rzeczywistej w odległości + V a* |- 8? od środka. 

Kierownicą nazywa się biegunowa ogniska. 

W elipsiei w hyperboli są dwie kierownice 
rzeczywiste prostopadłe do osi; w paraboli 
jest tylko jedna kierownica prostopadła do 
osiogniskowej. 
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Równanie kierownicy otrzymujemy, podstawiając w równa- 
niu biegunowej spółrzędne ogniska. 

Stosunek odległości punktu na krzywej 
odogniskaiododpowiedniej kierownicy jest 
stały; stosunek ten nazywa się mimośrodem. Mi- 


a? — 82 ERZE 
mośród wyraża się przez EE dla elipsy, przez LERE 
a 


dla hyperboli. 

W elipsie mimośród jest mniejszy od 1, 
w paraboli równy l, w hyperboli większy od 1. 
Punkty paraboli są równooddalone od ogniska i od kierownicy. 

W elipsie suma promieni, łączących punkt 
krzywej z dwoma ogniskami rzeczywistemi, 
jeststała; w hyperboli zaś różnica tych pro- 
mieni jest stała. 

Iloczyn odległości dwu ognisk od stycznej do krzywej jest 
stały. 

Styczna i normalna w danym punkcie krzywej dzielą na 
dwie równe części kąty pomiędzy dwoma promieniami wo- 
dzącemi. 

W paraboli styczna i normalna w danym punkcie dzielą na 
dwie równe części kąty pomiędzy promieniem wodzącym a śre- 
dnicą, przechodzącą przez uważany punkt krzywej. 

Dwa ogniska rzeczywiste elipsy znajdują się na jej osi 
wielkiej; a odległość ich od środka jest drugą przeciwprostokątną 
trójkąta prostokątnego, którego przeciwprostokątną jest półoś 
wielka, a pierwszą przeciwprostokątną półoś mała. 

W hyperboli odległość ogniska od środka jest przeciwpro- 
stokątną trójkąta prostokątnego, którego przeciwprostokątnemi 
są półosi krzywej. 

Jeżeli elipsa i parabola przechodzą przez jeden i teu sam 
punkt i mają te same ogniska, wtedy przecinają się pod kątem 
prostym. 

Normalna do stożkowej dzieli odległość pomiędzy ogni- 
skami na części proporcyonalne do promieni wodzących. 

Kąt w ognisku oparty na cięciwie, dzieli się na dwie 
równe części przez prostą łączącą ognisko z biegunem cięciwy. 
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Prosta, łącząca ognisko z biegunem cięciwy przechodzącej 
przez ognisko, jest prostopadła do cięciwy. 

Kąt w ognisku, oparty na kawałku stycznej zmiennej, za- 
wartym pomiędzy dwiema stycznemi stałemi, jest stały. 

Iloczyn dwn odcinków cięciwy, przechodzącej przez ognisko, 
zachowuje stosunek stały do całej cięciwy. 

Suma dwu cięciw ogniskowych, równoległych do dwu 
średnie sprzężonych. jest stały. 

Suma odwrotności dwóch cięciw ogniskowych do siebie 
prostopadłych jest stała. 

Odległość punktu hyperboli od ogniska równa się odein- 
kowi prostej, przez ten punkt równolegle do asymptoty popro- 
wadzonej, aż do kierownicy. 

W paraboli punkt spotkania stycznej z osią ogniskową 
i punkt styczności są równooddalone od ogmska. 

W paraboli kąt pomiędzy dwiema stycznemi równa się 
połowie kąta pomiędzy promieniami wodzącemi, przechodzącemi 
przez punkt styczności. 

W paraboli koło, opisane na trójkącie, utworzonym przez 
trzy styczne, przechodzi przez ognisko. 

W paraboli trzy wysokosci trójkąta, utworzonego przez 
trzy styczne, spotykają się w pnnkcie położonym ua kie- 
rownicy. 

W paraboli dwie styczne, poprowadzone % punktu kiero- 
wnicy do lini krzywej, są prostopadłe. 

W paraboli parametr srednicy (patra $ 3) równa się cztery 
razy wziętej odległose! jej końcu od ogniska. 

Jeżeli za biegun układu biegunowogo przyjmiemy jedno 
z ognisk, to równanie biegunowe elipsy i hyperboli będzie miało 
postać: 


m nE 
= a 1-+e cos 6” 
gdzie a, b są półosiami, e — mimośrodem, 


. Równanie biegunowe paraboli — przy przyjęciu jej ogniska 
za biegun — jest postaci: 
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gdzie p jest parametrem głównym paraboli. 
Jeżeli równaniem danej stożkowej (elipsy lub hyperboli) 


ŻW 


Pe" J ; 5 ; ; è : . 
jest ~, - ,, = L, to równaniem ogólnem stożkowej spółogni- 
PE 


b” 
skowej (t. j. mającej teź same ogniska rzeczywiste) z daną jest: 


„r. C 
aga © bę T ™ 


Stożkowe uważane, jako przecięcia stożka kołowego płaszczyzną, 
badali starożytni geometrowie greccy Apollonius, Pappus 
i inai. którzy wykryli prawie wszystkie własności główne, dotyczące 
ognisk. a»yimptot, srednie sprzężonych i t. d. 

Desargues, Pascal, Deluhire, Newton, Ma- 
celaurin i inni matematycy wieku XVII i XVIH zajmowali się ba- 
daniami nad stożkowemi; pierwszemu i trzeciemu z nich zawdzięczamy 
wprowadzenie systematyczne teoryi biegunów i biegunowych, dru- 
giemu zań odkrycie sławnego twierdzenia (patrz $ 2), mającego wielką 
donioslość w geometryi rzutowej stożkowych. 

Wprowadzenie metody spółrzędnych, którą zawdzięczamy 
Descartes'owi, pozwoliło badać te krzywe z nowego punktu wi- 
dzenia i udowodnić analityczne własności, wyprowadzone droga 
syntetyczną. 

Do traktatów o stożkowycel, prócz cytowanych na końcu roz- 
działu pierwszego, dołączamy jeszcze t. I „aeemetryi* Clebsceha— 
Lindemanna, dalej wykłady Steinera (Vorl. über synth. 
Geometrie; Theorie der Kegelschnitte, ogłoszone przez Geisera, 
Część I i przez Schrótera, Część Il). Co do szezegółów histo- 
rycznych patrz Aperçu histor. Ohasles'a. 
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$ 6. 


Pęki stożkowych. 


Dwiestożkowe przecinają się w czterech 
punktach (rzeczywistych lub urojonych) ima- 
ją cztery styczne wspólne. 

Jeżeli f=0,f/=0 są równaniami dwu stoż- 
kowych w spółrzędnych punktowych (lub 
w spółrzędnych prostej) wtedy równanie 
f+1/=0, gdzie 2 jest jakimkolwiek parame- 
trem stałym, przedstawia stożkową, przecho- 
dzącą przez cztery punkty przecięcia stoż- 
kowych danych (lub stożkową styczną do 
czterech stycznych wspólnych dwóm danym 
stożkowy m). 

Mówimy, że wszystkie stożkowe, przedstawione przez 
równanie f+-4f'=0, tworzą pęk (jeżeli f= 0, /'=0 są 
równaniami w spółrzędnych punktowych) albo pasmo (jeżeli 
f =0,f'=0 są równaniami w spółrzędnych stycznościowych). 

Cztery punkty przecięcia dwóch stożkowych nazywają się 
punktami podstawowemi pęku. 

Pomiędzy stożkowemi pęku są trzy, które rozpadają się na 
dwie proste; pomiędzy stożkowemi pasma są trzy, które redu- 
kują się do pary punktów. 

Trójkąt przekątny czworokąta zupełnego, którego wierz- 
chołkami są cztery punkty podstawowe pęku, jest trójkątem 
samosprzężonym względem wszystkich stożkowych pęku. 

Przez każdy punkt płaszczyzny przechodzi stożkowa pęku, 
i do każilej prostej na płaszczyżnie jest styczną stożkowa pęku. 

Każdej prostej na płaszczyźnie dotykają dwie stożkowe 
pęku i przez każdy punkt płaszczyzny przechodzą dwa stożkowe 
pasma. 

Punkty spotkania stożkowych pęku z prostą tworzą ha 
niej inwolucyę, której punktami podwójnemi są punkty stycz- 
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ności tych dwóch stożkowych pękn, które dotykają prostej. 
I wzajemnie. 

Miejscem środków stożkowych pęku jest stożkowa, prze- 
chodząca przez sześć punktów środkowych, na bokach czworo- 
kąta, utworzonego z czterech punktów podstawowych i przez 
trzy punkty przekątne stożkowa dziewięciu punk- 
tów). Jeżeli cztery punkty podstawowe należą do koła, to ta 
stożkowa jest hyperbolą równoboczną. 


Jeżeli: 
[=E 0k titr , [ŒE br lisy (k = ür b= b), 
to wyróżnikiem stożkowej pęku jest: 
Q àb s a Aba , Må ba 
A (21) = | ay—hdy , daib , daib 
Gzy —Abzy > dzq—Adss , a —AD,, 


Jeżeli równanie stopnia trzeciego A (4) = 0 ma pierwiastek 
podwójny, to dwa punkty podstawowe pęku zlewają się i otrzy- 
mujemy pęk stożkowych stycznych do siebie w jednym 
punkcie. 

Jeżeli A (4)=50 ma jeden pierwiastek podwójny i dla tej 
wartości 4 wszystkie minory rzędu 2-go wyznacznika A znikają. , 
wtedy wszystkie stożkowe pęku (a więc i stożkowe dane) doty- 
kają się w dwu punktach; prosta, łącząca te punkty, nazywa się 
prostą podwójną pęku. 

W tym przypadku istnieje nieskończenie wiele trójkątów 
samosprzężonych względem wszystkich stożkowych pęku; wszyst- 
kie te trójkąty mają bok, t. j. prostą podwójną wspólną. 

Jeżeli wszystkie trzy pierwiastki równania są sobie równe, 
przyczem nie znikają minory rzędu 2-go, wtedy wszystkie stoż- 
kowe pęku mają punkt styczności rzędu 2-go (t.j. trzy punkty 
nieskończenie blizkie wspólne) i nadto mają jeszcze jeden punkt 
wspólny. W tym przypadku nie istnieje właściwie trójkąt samo- 
sprzężony wspólny. 
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DD LE ŻLE LLL zp a 


Jeżeli wreszcie wszystkie pierwiastki równania A (2) =0 
są równe i równocześnie dla tej wartosci Ą znikają wszystkie 
minory rzędu 2-go wyznacznika A, wtedy wszystkie stożkowe 
pęku, a więc i dwie stożkowe dane maja wspólny punkt stycz- 
ności rzędu 3-go, t.j. wszystkie cztery punkty przecięcia zlewają 
się w jeden. 


g 7. 


Utwory niezmiennicze układu jednej lub dwóch form trójkowych 
kwadratowych. 


Układ złożony z jednej stożkowej nie ma 
niezmienników bezwzględnych!;geometrycz- 
nie znaczy to, że każda stożkowa może być 
przekształcona na każdą inną. 

Jeżelia,* jest formą trójkową kwadrato- 
wą, wtedy układ zupełny (prócz spółzmien- 
nika tożsamościowego) składa się z form: 


f=? , F==(alu') , A= (abo)! 


gdzie F=0 jest równaniem stożkowej w spół- 
rzędnych prostej, A zaś jest wyróżnikiem. 
Układ zupełny dwu stożkowych, t.j. dwu 
form @ a”, składa się (prócz z niezmiennika 
tożsamościowego) z 20 utworów. 


1) Nie ma sprzeczności pomiędzy tem twierdzeniem a twierdzeniem 
$3, ponieważ rozważane w tym ostatnim niezmienniki zależą nietylko od 
spółczynników stożkowej ale i od osi spółrzędnych, które pozostają tam zawsze 
osiami kartezyańskiemi. Stąd przekształcenia zgodne z rozważaniami w $3 
niesą wszystkiemi możliwemi, leez tylko takiemi, które pozostawiają 
bez zmiany prostą w nieskończoności na płaszczyźnie. 


2 1 Cz | b, , DĄ 
a s SS | > 

ROSES | b, s A | Va ; 6 

by” 5 cą” , by” ar ji ] b, r i cy” 
łaj * * TTA * a =| i 

go 3 b, 36 b,' M cz 


to utwory te można napisać symbolicznie w sposób nastę- 
pujący: 


1) Cztery niezmienniki: 


A, = (abc)? , dia = (aba')? , Arg = (a'b)? , Agr = (ab'')?. 


2) Cztery spółzmienniki: 
f=a* , f=a., 
A =(aa't) aa Qa dz Ax ; Bis =(aa'x)*. 
3) Cztery przeciwzmienniki: 
F= (alu) , F'=(ub'u)*, 
D=(aa'u) (ab'c') (a'be) (ub'c') (ube) , 
F,, =(aa'u)* . 
4) Ośm form mieszanych: 


B, =(abc) as' (ube) ; B, =(av'c) a. (ub'c') 


N = (aan) a, az' ; N' =(aa't) ta tta 
O, =(aa'u) da dz tla ; I, =(aa'z) Qa Ua dz 
C, =(aa'u) Qu Ar Ua è T, =(aa'£) Oa Wa Qz . 


Ten układ zupełny znalazł Gordan (patrz Math, Ann XTX). 
Pascal. Rep. II. 10 
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Iloczyn czterech punktów przecięcia 
utworów fif’ danyjest przez równanie: 


FF' — F+?==0. 


Wzajemnie: iloczyn czterech stycz- 
nych, wspólnych dwóm stożkowym dany 
jestprzezrównanie: 


ff'— Ba? =0. 


Forma Ø,» przyrównana do zera, przedstawia miejsce puuk- 
tów, przez które przechodzą dwie pary stycznych do krzywych 
fif’, tworzące układ harmoniczny; i wzajemnie: F}, = 0 przed- 
stawia obwiednią prostych, przecinających dwie stożkowe 
w czterech punktach harmonicznych. 

Jeżeli A =0, wtedy mamy oo! trójkątów biegunowych 
(samosprzężonych) względem krzywej f, które są opisane około 
stożkowej f” i wpisane w stożkową f. Własność analogiczna 
zachodzi w przypadku 44, = 0. 

Równanie N = 0, uważane w spółrzędnych u, przedstawia 
punkt przecięcia biegunowych punktu x względem dwu stoż- 
kowych. 

Równanie B, =0, uważane w spółrzędnych punktowych, 
jest równaniem prostej, będącej miejscem punktów, których 
biegunowe względem stożkowej f’ są sprzężonemi harmonicznie 
z prostą w względem stożkowej f. 

Równanie D=0 przedstawia trzy boki trójkąta bieguno- 
wego, wspólnego stożkowym /1f'; równanie A = Q0 przedstawia 
trzy wierzchołki tegoż trójkąta. 

Wszystkie stożkowe, spółzmienne ze stożkowemi fi f' 
(ap. ©, = 0) mają wspólny ten sam trójkąt biegunowy D=0 
lub A =0. 

Jeżeli niezmienniki A; I Áa SĄ równocześnie zerami, 
wtedy stosunek anharmoniczny czterech punktów przecięcia 
dwu stożkowych jest równoanharmoniczny na każdej z nich. 
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Warunkiem na to. aby dwie stożkowe 

miały w punkcie styczność pojedyńczą, 
jest: 


£ (Ar Lise — 413°) (Ar AAi) lAn AA A) =. 


Warunkami na to. aby dwie stożkowe mia- 
ływ punkcie styczność rzędu 2-go (trzy punk- 
typrzecięcia zjednoczone), są: 


Ain csa Ar a Ais 


An Aga A> ` 


Układ dwu stożkowych ma dwa niezmien- 
niki bezwzględne. Jako takie niezmienniki 
najprostsze przyjąć można: 


A...? A..? 
A= 112 s A = 122 i 
i Ar Aj ? A113 Asz 


Ważnem jest twierdzenie: 

Stosunek anharmoniczny a prostych, łą- 
czących punkt krzywej / z czterema punk- 
tami przecięcia krzywych fif’, otrzymujemy 
z wzoru: 


(1—a+a?)? (4,—1)3 A, 4? 


d+a?-—a?d-2a)? (84,4, 24,7 4,—1)? ' 


z podobnego wzoru otrzymujemy stosunek 
anharmoniczny czterech promieni łączących 
punkt krzywej fz czterema punktami prze- 
cięcia. 

Układ trzech stożkowych zawiera 127 utworów; niezmien- 
ników ma 11. 


O układzie dwu stożkowych, oprócz cytowanych prac G or- 
dana, wymieniamy jeszcze: Perrin (Société math, de France. 
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XVII), Rosanes (Math. Ann, VI), Gerbaldi (Math. Ann. 
XVI). Dla układu trzech stożkowych mamy prace: Ciamber- 
| ini'ego (Giorn, di Batt. XXIV), Gundelfingera (Crelle LXXX), 
Mertensa (Wien. Ak. XOCHI), Gerbaldiego (Acc. Torino 
XXV. 1890), Fischera i Mumeltera (Monatsh, f. Math. VIII. 
1897). 


ROZDZIAŁ V. 


E WA DB YXY KL 
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Tworzenie rzutowe kwadryk. Biegunowość 


Wyobrażmy sobie dwie wiązki wzajemnie rzutowe o ró- 
żnych podkładach ©, S'; każdemu promieniowi w jednej z nich 
odpowiada płaszczyzna w drugiej, i wzajemnie; jeżeli promień 
w jednej porusza się po płaszczyżnie, to odpowiadająca mu płasz- 
czyzna w drugiej obraca się około prostej. Punkty spotka- 
nia promieni jednej wiązki z odpowiedniemi płaszczyznami dru- 
giej tworzą to samo miejsce; jest ono powierzchnią, 
którą nazywamy kwadryką. 

Niechaj będą dwa układy płaskie wzajemne, nie nałożone. 
Płaszczyzny, przechodzące przez punkty jednego z nich i od- 
powiadające im proste drugiego, obwodzą powierzchnię, 
która jest także kwadryką. 

To tworzenie rzutowe kwadryk znajdujemy u Seydewitza 
(Archiv Grunerta. IX. 1847) i Steinera (patrz Werke. I, str. 
325), Porówn. Salmon-Fiedler (Anal. Geom. des Raumes, I, 
str. 333), 


Inne definicye kwadryk są następujące: 
Kwadryka jest miejscem punktów zjednoczonych w dwoisto- 
ści przestrzennej inwolucyjnej, t.j. w biegunowości przestrzennej. 
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Kwadryka jest obwiednią płaszczyzn zjednoczonych w bie- 
gunowości przestrzennej. 

Jakiekolwiek dwa punkty kwadryki są 
środkami dwóch wiązek wzajemnych, przy 
pomocy których można utworzyć samą kwa- 
drykę: podobnież, dwie jakiekolwiek płasz- 
czyzny styczne do kwadryki są podkładami 
dwóch układów płaskich wzajemnych, przy 
pomocy których możemy utworzyć kwadrykę 
daną. 

Prosta dowolna w przestrzeni, o ile nie 
leży całkowicie na kwadryce, spotyka ją naj- 
wyżej w dwu punktach; przez prostą w prze- 
strzeni, nie leżącą na powierzchni, przecho- 
dzą najwyżej dwie płaszczyzny do niej styczne. 
Dlatego mówimy, żekwadryka jest powierz- 
chnią rzędu drugiego i klasy drugiej. 

Jeżeli przez jeden punkt kwadryki prze- 
chodzą dwie proste na niej, różne lub zlewa- 
jące się,albo jeżeli nie przechodzi żadna taka 
prosta,—to toż samo ma miejsce dla każdego 
innego punktu kwadryki. 

Jeżeli na jednej płaszczyżnie stycznej 
do kwadryki są dwie proste, jedna prosta, albo 
niema żadnej prostej, leżącej na powierz- 
chni, totoż samo ma miejsce dla każdej innej 
płaszczyzny stycznej. 

Każda płaszczyzna przecina kwadrykę 
według stożkowej. Płaszczyzna, dotykająca 
kwadryki, przecinają według dwóch prostych 
rzeczywistych różnych, albo zlewających się 
aibo według prostych urojonych. 

Stosownie do tego, czy przez każdy punkt; stożkowej prze- 
chodzą dwie proste rzeczywiste, należące do niej, 
albo jedna prosta rzeczywista, albo wreszcie dwie 
proste urojone, kwadryka jest albo kwadryką pro- 
stoliniową (skośną lub o punktach hyperbo- 
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lieznych), albo stożkiem kwadrykowym (kwa- 
dryką o punktach parabolicznych), albo wreszcie 
kwadryką o punktacheliptycznych. 

Jeżeli kwadrykę prostoliniową przecina płaszczyzna w nie- 
skończoności według układu dwu prostych (lub jeżeli dotyka jej 
płaszczyzna, w nieskończoności) mamy paraboloidę hy- 
perboliczną; jeżeli ta płaszczyzna przecina ją według 
stożkowej, mamy hyperboloidę jednopowłokową. 

Kwadryki prostoliniowe zawierają dwa 
układy prostych rzeczywistych; proste je- 
dnego układu przecinają proste drugiego we- 
dług prostych punktowych rzutowych. Stąd 
wynika tworzenie kwadryk przy pomocy dwóch prostych punk- 
towych, nie leżących na jednej płaszczyźnie. 

Paraboloida hyperboliczna jest miejscem 
prostych, łączących pary punktów, odpowia- 
dających sobie w dwu prostych punktowych 
podobnych, nie leżących na jednej płaszczyżnie. 

Paraboloida hyperboliczna dwoma różne- 
mi sposobami jest miejscem prostej, która po- 
ruszając się, opiera się na dwóch prostych 
stałych, nie leżących na jednej płaszczy- 
żnie, i pozostaje wciąż równoległa do płasz- 
zny stałej, którą nazywamy płaszczyzną kię- 
rowniczą. 

Istnieją dwie płaszczyzny kierownicze. 

Hyperboloidajednopowłokowa jest miej- 
scem prostej, która poruszając się, opierasię 
na trzech prostych stałych, nie spotykają- 
cych się i nierównoległych do jednej płasz- 
czyzny. 

Podobnież, kwadryki o punktach eliptycznych, dzielimy 
na kategorye, według tego, w jaki sposób przecina je płaszczy- 
zna w nieskończoności w przestrzeni. Jeżeli ta płaszczyzna 
przecina je według stożkowej rzeczywistej, mamy hyperbo- 
loidę dwupowłokową: jeżeli według stożkowej urojonej, 
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mamy elipsoidę; jeżeli wreszcie ta płaszczyzna w nieskończo- 
ności jest styczna, t. j. przecina powierzchnię według stożkowej 
zniekształconej na dwie proste, mamy paraboloidę elip- 
tyczną. 

Proste stożka kwadrykowego nazywają się jego tworzą- 
cemi; przechodzą one wszystkie przez punkt jeden, nazwany 
wierzchołkiem. Prócz tego punktu, przez który przecho- 
dzi nieskończenie wiele prostych na powierzchni, przez każdy 
inny punkt przechodzi zawsze jedna tylko prosta powie1z- 
chni. Jeżeli wierzchołek znajduje się w nieskończoności, otrzy- 
mujemy walec; przecięcie walca płaszczyzną prostopadłą do 
tworzących nazywa się podstawą walca. 

Płaszczyzny styczne do kwadryki, poprowadzone przez 
punkt P, są płaszczyznami stycznemi do stożka kwadrykowego 
mającego wierzchołek w punkcie P, a którego tworzące są pro- 
stemi, łączącemi punkt P z punktami styczności płaszczyzn 
stycznych. Stożek ten nazywa się stożkiem stycznym 
do kwadryki; dotyka on kwadryki według krzywej płaskiej, 
a zatem według stożkowej. Płaszczyzna tej stożkowej nazywa 
się płaszczyzną biegunową punktu P, punkt P zaś 
nazywa się biegunem tej płaszczyzny. 

Odpowiedniość pomiędzy biegunami a płaszczyznami bie- 
gunowemi względem kwadryki jest dwoistością inwolucyjną. 

Płaszczyzna biegunowa zawiera proste biegunowe punktu 
P względem wszystkich stożkowych, według których przecinają 
kwadrykę płaszczyzny, przechodzące przez punkt P. 

Każda prosta, przechodząca przez punkt P, przecina kwa- 
drykę w dwóch punktach Q, Q, a płaszczyznę biegunową 
w punkcie P’ w ten sposób, że grupa PP'QQ' jest harmoniczną. 

Jeżeli punkt P porusza się po prostej, to jego płaszczyzna 
biegunowa obraca się ohoło innej prostej; a jeżeli punkt P po- 
rusza się po płaszczyźnie, to płaszzyzna biegunowa obraca się 
około punktu, który jest biegunem tamtej płaszczyzny. 

Dwie proste nazywają się biegunowemi wzajem- 
nemi, jeżeli płaszczyzny biegunowe wszystkich punktów na 
jednej z nich przechodzą przez drugą. 

Jeżeli dwie proste biegunowe wzajemne przecinają się, 
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wtedy ich punkt wspólny należy do powierzchni, a ich płasz- 
czyzna jest płaszczyzną styczną do powierzchni. 

Pary prostych biegunowych wzajemn ych, leżących na 
płaszczyźnie stycznej, są prostemi sprzężonemi w inwolucyj; 
prostemi podwójnemi tej inwolncyi są proste, wzdłuż których 
płaszczyzna styczna przecina powierzchnię. 

Jeżeli dwie proste przecinają się, to przecinają się i ich bie- 
gunowe wzajemne. 

Dwa punkty nazywają się sprzężonemi, jeżeli 
jeden z nich znajduje się na płaszczyźnie biegunowej drugiego. 

Pnnkti prosta nazywają się sprzężonemi, je- 
żeli prosta leży na płaszczyźnie biegunowej punktu. 

Dwie proste nazywają się sprzężonemi, jeżeli jedna 
z nich znajduje się na płaszczyżnie biegunowej punktu drugiej 
prostej. 

Dwie płaszczyzny nazywają się sprzężonemi, 
jeżeli jedna z nich przechodzi przez biegun drugiej. 

Trójkątem sprzężonym względem kwa- 
dryki jest trójkąt, którego każdy wierzchołek jest sprzężony 
z pozostałemi dwoma wierzchołkami, a więc z bokiem prze- 
ciwległym. 

Czworościanem sprzężonym (lub także 
samosprzężonym, samowzajemnym) względem 
kwadryki jest czworościan, którego każdy wierzchołek jest 
sprzężony z trzema pozostałemi, a więc ze ścianą przeciwległą. 

Każdy trójkąt czworościanu sprzężonego jest trójkątem 
sprzężonym. 

Dwie krawędzie przeciwległe czworościanu sprzężonego są 
biegunowemi wzajemnemi względem kwadryki. 

Jeżeli dwie proste są sprzężonemi, to biegunowa wzajemna 
jednej z nich przecina drugą prostą, i wzajemnie. 

Jeżeli prosta jest sprzężona z dwiema prostemi, przecinają- 
cemi się, to jest sprzężona z ich płaszczyzną i z ich punktem 
wspólnym. 

Biegun płaszczyzny w nieskończoności nazywa się śro d- 
kiem kwadryki. kaźda prosta, przechodząca przez środek na- 
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zywa się średnicą, a każda płaszczyzna, przechodząca przez 
środek, nazywa się płaszczyzną średnicową. 

Środek jest w odległości skończonej, jeżeli płaszczyzna 
w nieskończoności nie dotyka kwadryki, a więc w hyperboloidzie 
jednopowłokowej, w ltyperboloidzie dwupowłokowej, w elipsoi- 
dzie i w stożku kwadrykowym; te powierzchnie nazywają się 
kwadrykami ze środkiem. 

Paraboloida hyperboliczna i eliptyczna nie mają środka 
w odległości skończonej. 

Płaszczyzna średnicowa przecina kwadrykę według stoż- 
kowej, której środek przypada w środku kwadryki. 

Średnice dzielą się w środku wzajemnie 
na dwie równe części. 

Jeżeli trzy cięciwy dzielą się na dwie równe części w pe- 
wnym punkcie i nie leżą na jednej płaszczyźnie, wtedy punkt 
ten jest środkiem powierzchni 

Płaszczyzna średnicowa jest miejscem 
punktów środkowych wszystkich cięciw (ró- 
wnoległych) znim sprzężonych. 

Punkty styczności płaszczyzn stycznych, poprowadzonych 
ze środka do kwadryki, są w nieskończoności (rzeczywistemi lub 
urojonemi); stożek styczny, mający wierzchołek w środku, na- 
zywa się stożkiem asymptotyczny m. 

Istnieją trzy średnice, z których każde dwie są do siebie 
prostopadłe itakie, że płaszczyzna przechodząca przez dwie 
z nich jest sprzężona z cięciwami równoległemi do trzeciej (i do 
nich prostopadłą); te srednice nazywają głównemi, a ich 
płaszczyzny — płaszczyznamigłównemi. 

Płaszczyzny główne są płaszczyznami 
symetryi dla kwadryk. 

W elipsoidzie każda płaszczyzna średnicowa przecina po- 
wierzchnię według elipsy; w hyperboloidzie jednopowłokowej 
dwie płaszczyzny główne przecinają powierzchnię według dwóch 
hyperbol, mających oś urojoną wspólną, a trzecia płaszczyzna 
przecina ją według elipsy; w hyperboloidzie dwapowłokowej 
dwie płaszczyzny główne przecinają powierzchnię według dwóch 
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hyperbol, mających oś rzeczywistą wspólną, a trzecia płaszczyzna 
przecina ją według elipsy urojonej. 

W paraboloidzie nazywamy średnicą każdą prostą, 
przechodzącą przez punkt styczności powierzchni z płaszczyzną 
w nieskończoności. 

Wszystkie średnice paraboloidy są do siebie równoległe. 

Pomiędzy średnicami paraboloidy jest jedna taka, że płasz- 
czyzna styczna w punkcie,w którym ona spotyka powierzchnię, jest 
do średnicy prostopadłą. Ta średnica nazywa się osią, a punkt, 
w którym przecina powierzchnię, nazywa się wierzchołkiem. 

Przecięcia paraboloidy (eliptycznej lub hyperbolicznej) 
płaszczyznami równoległemi do osi, są parabolami. 

Przecięcia paraboloidy płaszczyznami prostopadłemi do osi 
są hyperbolami w paraboloidzie hyperbolicznej (skośnej, lub 
prostoliniowej ), elipsami w paraboloidzie eliptycznej. 

Kula jest elipsoidą, w której każda płaszczyzna średni- 
cowa jest prostopadła do średnicy, przechodzącej przez jej biegun. 

Kule w przestrzeni mają wspólne koło 
urojone w nieskończoności. Koło to nazywa się 
absolutem albo granicą przestrzeni; zawiera 
ono wszystkie punkty kołowe każdej płaszczyzny przestrzeni 
(patrz Rozdz. IV $ 3). 

Chasles i P. Serret próbowali rozciągnąć na kwadryki 
twierdzenia Pascala i Brianchona. Patrz co do tego: 
Salmon— Fiedler (Anal. Geom. des Raumes. I, art. 144), 
Klein (Math. Ann. XXII, str. 246 1883), 


$ 2. 
Główne wzory geometryi analitycznej kwadryk. 
Kwadryka jest miejscem punktów, które przedstawia ró- 


wnanie wymierne całkowite stopnia 2-go pomiędzy trzema spół- 
rzędnemi punktu przestrzeni. Równanie takie ogólne zawiera 
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dziesięć spółczynników. t. j.: trzy spółczynniki przy kwadratach 
trzech spółrzędnych, trzy przy iloczynach spółrzędnych, trzy 
przy wyrazach stopnia l-go, jeden wreszcie wyraz od spółrzęd- 
nych niezależny. Miejsce uważane zależy tedy od dziewięciu 
stosunków z pomiędzy tych spółczynników do jednego, ostat- 
niego, i dlatego mówimy, że miejsce stopnia 2-go określa d zie- 
więć spółczynników niejednorodnych. 

Równanie kwadryki w spółrzędnych je- 
dnorodnych zj, ts Xy 2, punktu przestrzeni ma postać: 


1...4 
f(r) = z Qij Li Xj = 0 (ay = dji) 
gdzie suma rozciąga się na wszystkie możliwe kombinacye liczb 
i,j = 1,2,8,4, przy warunku ay=4a,. Kładąc w tem równaniu 
æ, =1, otrzymujemy równanie kwadryki w spół- 
rzędnych niejednorodnych. 
Jeżeli czworościan podstawowy spółrzędnych jest czworo- 
ścianem samosprzężonym, wtedy równanie kwadryki sprowadza 
się do formy kanonicznej 


4 
PA (li x? = 0. 
1 


Oznaczmy przez A wyznacznik (wyróżnik): 
Giy 21 - (44 


ltag „. - - Ugg | 


? 


Gi, 5 Gją 
przez A; dopełnienie algebraiczne elementu a, w A. Niechaj 
Wy tig, tig, NĄ oznaczaja spółrzędne jednorodne płaszczyzny, której 


równaniem jest: 


UI 1 F Uoto > UT H 1447, = 0; 
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równaniem kwadryki w spółrzędnych płaszczyzny będzie: 
1...4% 
7. u 
F (up U, 1,, U.) = Z dyu,ww "0. (4,24, 
+1 


Równanie to przedstawia kwadrykę nie jako miejsce punktów 
lecz jako obwiednią płaszczyzn stycznych. Można je uważać 
także jako warunek, któremu czynić winny zadość spółczynniki 
równania płaszczyzny, aby płaszczyzna ta była styczna do kwa- 
dryki, danej przez równanie w postaci pierwotnej. 

Kwadryka jest określona, jeżeli mamy da- 
nych 9 punktów, przez które ma przechodzić 
lub 9 płaszczyzn, do których ma być styczną. 

W poprzedzającym paragrafie podaliśmy własności geome- 
tryczne rozmaitych gatunków kwadryk; zobaczmy teraz, w jaki 
sposób z równania ogólnego (w którem zakładamy spółczynniki 
rzeczywiste) można odróżnić te rozmaite gatunki. 


Połóżmy: 
dy 1 ? liy ? lis | 
B= an ;, Qa , lla | 
Gzy > dzą , dzą | 


i oznaczmy przez By dopełnienie algebraiczne elementów a,; 
w wyznaczniku B. 

Jeżeli B nie jest zerem, wtedy kwadryki 
mają środek; jeżeli B=0, otrzymujemy para- 
boloidy. 

Jeżeli A równa się zeru, i tylko wtedy, ma- 
my stożki. Jeżeli równocześnie d= 0, B= 0, 
mamy walce. 

Oznaczmy przez (12), (18)... kąty pomiędzy osiami spół- 
rzędnych z; i £a, £ i £3, ... i połóżmy: 


L „, cos (1,2) , cos (1,8) 


Q =| cos (2): 1 , cos (2,3) 


. 
1 


cos (1,3) , cos(2,3) , 1 


158 Rozdział V. — $ 2. 


będzie to liczba dodatnia, zawarta pomiędzy 0i 1; oznaczmy 
dalej przez (,,, ©,4... dopełnienia algebraiczne elementów wy- 
znacznika Q. Połóżmy nadto: 


C=R,-By++-B;;--2.B; cos (1, 2)1-2B,, cos (1, 3)-|-2.B, cos (2, 8) 
D = ay Dy + 094 Oy, F aag Rog + 2 0, Qro tH 2dr 215-204, Qag. 


Mamy wtedy twierdzenia następujące: 
Środaaki 2 A g nie zmieniają się przez 
e O 

przekształcenie spółrzędnych kartezyańskich 
(są niezmiennikami). 

Znaki wielkości 4, B,C, D nie zależą od wy- 
boru układu spółrzędnych kartezyńskich. 

W przypadku układu prostokątnego będzie: 


C= Bat By | By , D=an t 0n t iy , QSL, 


a zatem: 

Wielkości Gy + dog + Oy, By + By + By pozo- 
stają co do wartości niezmiennemi przy prze- 
chodzeniu od jednego układu prostokątnego 
doinnego. 

Równanie 


A (9) = 20" + De + Ce + B= 0 
ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste i wo- 
góle różne. 
Równanie to można napisać też w postaci: 


qi » gto cos (1,2), 0470 cos (1,3) 
A (0) =| ae cos (1,2), asto  , aayto cos (2,8) | =0. 
Qgy-pQ cos (1,8) , a3-+o cos (2,83), | azy-o 


Klasyfikacya kwadryk polega na znakach wielkości 
4, B, ©, D. 
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I. Bróżneod zera: Kwadryki ze środkiem 
1. Elipsoida rzeczywista, (>0, BD>0, A <0. 
2. Elipsoida urojona, C >0,BD>0,4>0. 


3. Stożek urojony, > 0, BD>0, A =0. 
= 
z 
4. Stożek rzeczywisty 780 CĘQ58 JP 
C<0, BD>0 of 
5. Hiperboloida jedno- GZO, BD<0 
powłokowa, C<0.BD>0 AR. 


6. Hiperboloida dwu- czo, BD<0 
powłokowa. ch, BD>O 


Il. Brówne zeru:Paraboloidy albo walce albo 
pary płaszczyzn, mianowicie: 


7. Paraboloida eliptyczna, 0>0, DZ0, A<0. 


|a<o. 


8. Paraboloida hyperboliczna, 0<<0, DŽ0, A>0. 
9. Walec o podstawie elip- 


Ą + > — 
tycznej, '>0, DZ0, A=0. 
10. Walec o podstawie hy- 
perbolicznej, C<0, DŽ0, A=0. 
11. Walec o podstawie pa- 
rabolicznej, C=0, DŻO, A=0. 


12. Dwie płaszczyzny uro- 

jone z prostą rzeczywistą 

w odległości skończonej, 0>0, DZ0, A=0, 4, =0. 
13. Dwie płaszczyzny rze- 

czywiste, spotykające się we- 

dług prostej w odległości 

skończonej, 0<0,DZO),A= =0, Az =0. 
14 Dwie płaszczyzny ró- 

wnoległe rzeczywiste różne, 

urojone albo zlewające się, C =0, DZ, A=0, Aa = 0. 
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Przy pomocy przekształcenia spółrzędnych Descartes'a, 
równania różnych kwadryk dają się sprowadzić do następu- 
jących form zredukowanych (w spółrzędnych 
niejednorodnych): 


1. Elipsa rzeczywista, cz śe G=1. 
akn Ś as, 
2. Elipsa urojona y +b = 
Ir - zł 
3. stoisk rojon ZŁE fa 
. i z? y? gi 
1. Misiak sasni ją” "ge? 
y? 
5. Hiperboloida jednopowlok. “z +5- 
z z a ag m 
6. Hiperboloida dwupowłok. p + Sy m 
i i E AE E E 
7. Paraboloida eliptyczna, ata F=0. 
8. Parabolorda hyperbolicz y — 4 —3=0. 
9; Walec eliptyczny, z = 


10. Walec hyperboliczny 5 — 4% =1. 
11. Walec paraboliczny. y? + 2pr=0. 


12. Dwie płaszczyzny urojone,- +b 
13. Dwie płaszczyzny rzeczywis. a — jr = 0 


2 
14. Dwie plaszczyzny równol., a +1=0. 
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W równaniu każdej paraboloidy wyrazy stopnia 
2-go względem zmiennych 2,2, z, lub x,y,z two- 
rzą iloczyn dwu czynników liniowych; własność 
ta jest charakterystyczna dla paraboloidy. 

W równaniu walca parabolicznego wy- 
razy stopnia drugiego względem £, £Z; 3 lub 
z, yz tworzą kwadrat zupełny. 

Jeżeli £, La, Lg, Ty; Yis Yos Yz Y4 SĄ spółrzędnemi dwu punk- 
tow w przestrzeni, to warunkiem na to, aby prosta, 
je łącząca, była styczna do kwadryki, /=0 jest: 


= fafu- r| )=0, 
gdzie 


P e e aar A a aE 


= Gy B MHH a Yh) 

Jeżeli wyobrazimy sobie, że punkt o spółrzędnych y jest 
punktem stałym, punkt o spółrzędnych v bieżącym, to rów n a- 
nie poprzednie przedstawia stożek opisany na 
kwadryce z wierzchołkiem w pukcie (%,y/s,Y3,Y4). 

Jeżeli F(u) ==0 jest równaniem kwadryki w spólrzędnych 
płaszczyznowych, warunkiem nato, aby prosta prze- 
cięcia płaszczyzn (r, y, Wg, tig), (Wy, Vą, 03, V,) była 
styczną do kwadryki, jest: 
w 


v 


Fu) Fw)— r| |--o. 


Warunek ten jest równoważny następującemu: 


| Gi s Wy s O3 ; Qu s, W s M | 
Ay > dog , dogg , Gy ; Wa , Ù 
Azi 3 Aga , Qag >, dzą , Ug , 73 PET 
Q ; dys s yg > lu s U ; %4 
Wi s Wa s W , WU ; (0) 5 0 


4 +5 y ,% 1: 0 „0 
Pascal. Rep. II. 11 
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Jeżeli w tym wzorze zmienimy wszystkie a na odpowiednie 
A, wszystkie u na odpowiednie v, otrzymamy inną postać wa- 
runku na to, aby prosta (x) (y) dotykała kwadryki. 

Płaszczyznę biegunową punktu (y) przedstawia ró- 


wnanie f M | = 0, a spółrzędnemi bieguna płaszczyzny 
U, XLi F tia gy + U Ty - U, Z = 0 są: 

r, = An ty > An ts | Ar Ng H Ayt, E= gg) 

Jeżeli punkt (y) należy do kwadryki, to równanie / ( ”)=0 


przedstawia płaszczyznę styczną 

Warunkiem na to, aby dwa punkty (x), (y) były sprzężo- 
nemi, jest oczywiście f ( | = 0; a warunkiem na to, aby 
dwie płaszczyzny były sprzężonemi, jest F ( Mk | =Q. Te dwa wa- 


runki dają się przedstawić w postaci: 


| Ay rith yy pozy yy ; ty | 
T. 0 , | =0 
Aar seos Aag ; TĄ Qat pees Mygg a Uy 
Yir Ys „O Diani „O 


Warunkami sprzężoności dwóch prostych (u, v), (w, v') są 
cztery następujące: 


w) u w w 
r|,|=0 j r(,|=o i r(,|=0 } r|;|=o- 


Wspólnem równaniem dwóch płaszczyzn, 
przesuniętych przez prostąi stycznych do 
kwadryki jest: 


Fl) (6, -53-...3—2P( | | 4 +...) nH.) 
+ Ff) (w z, L...)2=0. 
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Jeżeli f napiszemy zamiast F, u, zamiast x,v zamiast y, 
otrzymamy równanie (w spółrzędnych płaszczyznowych) dwu 
punktów spotkania prostej (r, y) z kwadryką. Spółrzędne tych 
punktów spotkania prostej (xy) z kwadryką są postaci OH 


. m "=" and s 
gdzie —- ma wartości równe pierwiastkom równania 


m 


fe (pr 3)] Z+ roso. 


Równanie płaszczyzny średnicowej jest 
postaci: 


gdzie a,@„ a, są trzy stałe dowolne. Prosta, idąca 
do punktu w nieskończoności o spółrzędnych (ay, a4, a, 0), od- 
powiada kierunkowi sprzężonemu z tą płaszczyzną średnicową. 

Płaszczyzny średnicowe sprzężone z kie- 
runkami trzech osi spółrzędnych 2,,24,% wy- 
rażają się równaniami: 


of __ f Ff _ 
de, O * in Dr o 


Spółrzednemi środka kwadryki są: 


Ais An As, 
> BB” B 


Równanie stożka asymptotycznego 


f A 
ro ="z x? =0 
PSA 5 R s A 
otrzymuje się z równania f (z)=0 przez zamianę ay Na G — p. 


Płaszczyzny główne są to płaszczyzny średni- 
cowe, prostopadłe do kierunku z niemi sprzężonego; proste, 
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według których płaszczyzny te przecinają się, nazywają się 
średnicamigłównemi lub osiami. 

Dla otrzymania trzech płaszczyzn głównych, dosć w ró- 
wnaniu płaszczyzny srednicowej zamiast a,, a,,a, położyć war- 
tości proporcyonalne do pierwiastków kwadratowych trzech 
minorów głównych wyznacznika A(g), jeżeli za o bierzemy 
każdy z trzech pierwiastków (rzeczywistych) równania A (o) =0. 
Wzory. naturalnie, upraszczają się znacznie w przypadku osi 
prostokątnych. 

Kwadryką obrotową nazywamy taką. w której 
wszystkie płaszczyzny, przechodzące przez oś, są płaszczyznami 
głównemi. Kula jest kwadryką, w której każda płaszczyzna 
średnicowa jest główną. 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby kwadryka była obrotową jest, by 
równanieA(o)=0 miało dwa pierwiastki równe. 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
natoaby kwadryka była kulą, jest by równa- 
nie A(o)=0 miało jeden pierwiastek trój- 
krotny. 

W spółrzędnych prostokątnych warunki 
dlakwadrykiobrotowej wyrażają się dwoma 
zpomiędzy związków: 


Bə, — By = B, B.— Bs pam Ba- Ba m BB» 


dz KESI dy aa — aag a —d4, lii — lag 


W spółrzędnych prostokątnych warun- 
kami dla kuli są: 


Ga S l "ly , ny = ly = l=. 
W paraboloidzie mamy dwie tylko płaszczyzny główne 


w odległości skończonej, przecinające kwadrvkę według dwóch 
parabol. 
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zn —— 


W spółrzędnych prostokątnych równania 
osi paraboloidy (t. j. przecięcia dwu płasz- 
czyzngłównych) są następujące: 


af (x) ZAC) ZAC) 


ZA Olą ACz 


Równanie kwadryki ześrodkiem w odnie- 
sieniu do środka (współrzędnych x,y,z nieje- 
dnorodnych) jesttypu: 


A 
ay 0-apy? + 0/3, 2720 awy + 20, cz |-20 y2 | B= M 


Równanie kwadryki ze środkiem, odniesione 
do trójki średnicsprzężonych, jest postaci: 


A, L? H A'zgy? > u" 2? 4 = =0. 


Jeżeli te średnice sprzężone są osiami, to wiel- 


kości 
7 A ] /_ A 4 -a 
Ba'n | Bu'ąy' Ba", 
nazywają się długościami półosi kwadryki. 
Otrzymujemy je, kładąc zamiast —a'y, —a'zą, —0', trzy pier- 
wiastki (rzeczywiste) równania A (og) =0. 

W elipsoidzie rzeczywistej trzy osi przecinają powierzchnię 
w punktach rzeczywistych, a odległości tych punktów od środka 
są właśnie półosiami elipsoidy. Te trzy półosi są w ogóle różne; 
w elipsoidzie obrotowej dwie półosi są równe; w kuli wszystkie 
trzy półosi są równe. 

W hyperboloidzie jednopowłokowej tylko dwie osi spoty- 
kają powierzchnię w punktach rzeczywistych, a odległości tych 
punktów od środka są właśnie długościami półosi. 

W hyperboloidzie dwupowłokowej tylko jedna z osi prze- 
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cina powierzchnię w punktach rzeczywistych, a odległość tych 
punktów od środka stanowi długość półosi powierzchni. 
Osi, przecinające hyperboloidy w punktach rzeczywi- 
stych, nazywają się poprzecznemi. 
Płaszczyzna u%5--147:--1147,-|-u,r,=0 przecina 
kwadrykę wedługelipsy, hyperboli albo pa- 
raboli, stosownie do tego, czy wielkość 


| dry; (o, diz: 4 
Aqq; dag, Wag, U, 

G = 
a31, dzo, dzą, Ws 


Wu, Ug, Ug, O 


jest ujemna, dodatnia lub równa zeru. Dwie 
płaszczyzny równoległe przecinają kwadry- 
kę wedługstożkowychtego samego gatunku. 

Przez każdą oś kwadryki przechodzą dwie 
płaszczyzny (rzeczywiste lub urojone) takie, 
żeoneipłaszczyzny do nich równoległe prze- 
cinają kwadrykę według kół; te płaszczyzny 
nazywają się płaszczyznami kołowemi, dają 
one przecięcia lub przekroje kołowe kwadryki. 

Dwie płaszczyzny kołowe, przechodzące przez każdą oś, są 
w położeniu symetrycznem względem każdej płaszczyzny 
głównej. 

Z sześciu układów płaszczyzn kołowych dwa tylko są rze- 
czywistemi. 

W każdym układzie płaszczyzn kołowych są zawsze dwie 
płaszczyzny styczne; ich punkty styczności nazywają się pun k- 
tami kołowemi(umbilikami). Z dwunastu punktów 
kołowych jest rzeczywistych najwyżej cztery. Punkty 
kołowe leżą trójkami na ośmu prostych urojonych kwadryki. 
Punkty kołowe kwadryki ze środkiem leżą czwórkami na 
trzech płaszczyznach głównych. 

Dwa przekroje kołowe, należące do każdego z dwu ukła- 
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dów płaszczyzn kołowych, odpowiadających tej samej osi kwa- 
dryki, znajdują się zawsze na jednej kuli. 

W kwadrykach obrotowych dwa układy płaszczyzn koło- 
wych rzeczywistych sprowadzają się do układu równoleżników. 

Warunekanalityczny nato, aby płaszczy- 
zna była kołową dla kwadryki wyrażają rów- 
nania: 


tu G są dop3lnieniami algabraicznemi elamantów wyznacznika 
G (patrz wyżej), H;—analogicznemi dopełnieniami algebraicz- 
nemi wyznacznika H, który przedstawia się w ten sposób: 
| i cos(1,2), cos(1,8), w, 
cos(2,1), I cos (2,8), wa 
cos(3,1), cos(3,2), i A 


(A to, tiz, 0 | 


gdzie cos(1,2), cos(18),... są dostawami kątów pomiędzy osiami 
spółrzędnych. 
W elipsie rzeczywistej trójosiowej (otrzech 

osiach nierównych) 

xi y? zł 

|< Raw KÓW 5 (a>b_>o), 
płaszczyzny kołowerzeczywiste przechodzą przez 
oś długości średniej (t j.przezośb) Spółrzędne 
czterech punktów kołowych rzeczywistych są: 


a—> LET 

+ «JE. 0, + | z 
W hyperboloidzie jednopowłokowej dwa 
układy płaszczyzn kołowych rzeczywistych 
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są równoległe do większej z osi poprzecznych, 
apunkty kołowe są wszystkie urojone. 

W hyperboloidzie dwupowłokowej dwa 
układy płaszczyzn kołowych rzeczywistych 
sąrównoległe do osi niepoprzecznej dłuższej 
acztery punkty kołowe są rzeczywistemi. Je- 

FR 2 z2 
żeli — ic — =1l jestrównaniem hyper- 
boloidy dwupowłokowejib>c to spółrzędne- 
mi czterech punktów kołowych rzeczywistych 
Są: 


Stożek ma dwa układy płaszczyzn koło- 
wych rzeczywistych, któresą zarazem ukła- 
dowi płaszczyzn kołowych dla hyperboloidy 
jedno-albo dwupowłokowej, dla których sto- 
żek dany jeststożkiem asymptotycznym. 


W paraboloidzieeliptycznej są dwa ukła- 
dypłaszczyzn kołowych eliptycznych; są one 
równoległe do osi większych przekrojów pro- 
stopadłych do osi; dwa punkty kołowe są rze- 
czywiste i mają spółrzędne: 


(b2—c), 0, + z VAEZ), 


PRCEE | z” = A r : 
jeżeli“, bg 5=0. (dc) jest równaniem pa- 


raboloidy. Płaszczyzny kołowe rzeczywiste 
paraboloidy eliptycznej są równoległe do dwu 
płaszczyzn ca*— (b*— ?)z=0. 

W paraboloidzie hyperbolicznej dwa ukła- 
dy płaszczyzn kołowych rzeczywistych są 
równoległe do dwu płaszczyzn kierowniczych 
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(patrz $1) koła zniekształcają się tu na prostą 

w skończonoscei i na prostą w nieskończoności. 
2 

Jeżeli > — 4 —r=0jest równaniem para- 


boloidy, to dwa układy płaszczyzn kołowych 


są równoległe do dwu płaszczyzn ż—+=0, 
P ZKE AM 
b ii c 9 

$3. 


Własności ogniskowe kwadryk. 


Miejsce punktów takich, że stożki opisane z nich na kwa- 
dryce ze środkiem są stożkami obrotowemi, składa się z trzech 
stożkowych, położonych na trzech płaszczyznach głównych kwa- 
dryki; każda stożkowa ma te same ogniska, co przekrój kwa- 
dryki, otrzymamy przez przecięcie kwadryki płaszczyzną główną. 
Te stożkowe nazywają się ogniskowemi, a ich punkty są 
ogniskami kwadryki ze środkiem. 

Stożkowe ogniskowe przechodzą przez cztery punkty ko- 
łowe (umbiliki) własnej płaszczyzny. 

Elipsoida albo hyperboloida ma w ogóle 
jednęelipsę ogniskową (rzeczywistą) i jednę hy- 
perbolę ogniskową; te dwie krzywe leżą na 
płaszczyznach, przechodzących przez dłuż- 
szą oś poprzeczną. 

Dwa ogniska stożkowej ogniskowej są wierzchołkami innej 
stożkowej ogniskowej 

Stożkoweogniskowe dlastożków kwadry- 
kowych redukują sią do trzech par prostych; 
tylko dwie z tych prostych sąrzeczywistemi. 
Dla każdego stożka kwadrykowego istnieją dwie proste rzeczy- 
wiste (proste ogniskowe); przez każdą z nich przechodzi 
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nieskończenie wiele par płaszczyzn sprzężonych wzajemnie pro- 
stopadłych Jeżeli stożek jest obrotowym. to dwie proste ognis- 
kowe zlewają się z osią obrotu. 

Stożkowa, będąca przecięciem stożku płaszczyzną prosto- 
padłą do prostej oguiskowej, ma ognisko w tym punkcie przecięcia 
prostej z płaszczyzną. 

Proste ogniskowe stożka asymptotycznego do kwadryki ze 
środkiem są asymptotami stożkowych ogniskowych kwadryki. 

W paraboloidzie miejsce punktów takich, że stożek, na niej 
opisany z tych punktów, jest stożkiem obrotowym, składa się 
z dwóch parabol (ogniskowych) położonych na dwóch płasz- 
czyznach głównych i mających tę samą oś co paraboloida, roz- 
wartości zwrócone w zwrotach przeciwnych, a ogniska te same 
co parabole, otrzymane z przecięcia paraboloidy dwiema płasz- 
czyznami głównemi. 

Parabole ogniskowe w paraboloidzie są tak poło- 
żone, że ognisko jednej jest wierzchołkiem drugiej. 

Parametry dwóch parabol ogniskowych są sobie równe, 
równe zarazem różnicy parametrów parabol, które powstają 
z przecięcia paraboloidy plaszczyznami głównemi 
y, z? 
t” 
opółosiach a>b>c. trzema stożkowemi eaii 
kowemi są: 


2 
1. Dla elipsoidy rzeczywistej —+--— -z =l 
n- 

~z | ża = — 1, (elipsa urojona), 
y=0 ——— — = =1, thyperbola), 
ž=0 A y? i i 

= wow + pisz = 1, (elipsa rzeczywista) 

; pO 


2. Dlaelipsoidy urojonej Z+ +2 = — 1 
ja 


(a>b>c) stożkowemi ogniskowemi są: 
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mmm Z Z Nooo, 


2? 5 5 
w= Q; GRZE CE T e 1 (elipsa rzeczywista), 


z a? 
Y =z O, TE — Gi = A (hyperbola), 


z=0, Gg t pp =1 (elipsa urojona). 


3. Dla hbyperboloidy jednopowłokowej 


2 


to 


Z+ L -45 = (aœb) stożkowemiogniskowemi są: 
È . . 
250 az = = — 1 (elipsa urojona), 
=, — = 1 (hyperbol 
y = 1 ab? b? ( yper ola), 
-0 e y? à z 
Zz=0, apat ka = 1 (elipsa rzeczywista). 
4. Dla hyperboloidy dwupowłokowej 
2 2 
5 -i — f = 1 (>e) stożkowemiogniskowemisą: 
43 2 
5=0 y E S (elipsa urojona), 


"BIG Vpr 
9 2 
y==0, ni: p + ror =] (elipsa rzeczywista), 


g? y 
apa paT 1 (hyperbola). 
, ; «2 yp z? 

5. Dlastożka rzeczywistego- jg — gm0 (0>) 


dwiema prostemi ogniskowemi rzeczywiste- 
misą: 
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6. Dla paraboloidy eliptycznej albo hyper- 
bolicznej py? -+q2*—s=0(p=4), gdzie pią są jednego 
znaku dla paraboloidy eliptycznej, znaków przeciwnych dla hy- 
perbolicznej, dwiema parabolami ogniskowemi są: 


ak 1 J 
= 3— — a H — Ą 
ym, 2 f 3 (r A 


Osi obrotu stożków, opisanych na kwadryce przez ogniska, 
są stycznemi do stożkowych ogniskowych. 

Styczne do stożkowych ogniskowych są prostemi, przez 
które przechodzi nieskończenie wiele par płaszczyzn sprzężo- 
nych względem kwadryki i wzajemnie prostopadłych. 

Płaszczyzna prostopadła do stycznej stożkowej ogniskowej 
w punkcie styczności przecina kwadrykę według stożkowej, któ- 
rej ogniskiem jest ten punkt, a kierownicą prosta prostopadła 
do płaszczyzny stożkowej ogniskowej. 

Jeżeli z jakiegokolwiek punktu poprowadzimy prostą pro- 
stopadłą do jego płaszczyzny biegunowej względem kwadryki, 
to przecięcie prostej i płaszczyzny z płaszczyzną główną są bie- 
gunem i biegunową względem stożkowej ogniskowej. 

Przecięcia płaszczyzną główną płaszczyzny stycznej i pro- 
stej normalnej do kwadryki są biegunową i biegunem względem 
stożkowej ogniskowej. 

Iloczyn odległości płaszczyzny stycznej do kwadryki od 
dwu punktów stożkowej ogniskowej, w której styczne są równo- 
ległe do płaszczyzny, jest stały. 

Tajo c, y , 2? s z 

eżeli atptgp=! (u>b>c) jest rów na- 
niem danej elipsoidy, to równanie: 


a? y? k cz 
partyparty 17" 


gdzie 4 jest parametrem dowolnym, przedsta- 
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wia kwadrykę spółogniskową zelipsoidą daną, 
t.j. mającą wspólne z nią stożkowe ogniskowe. 

Ponieważ A możemy zmieniać nieskończenie wielu sposoba- 
mi, mamy przeto co! kwadryk spółogniskowych z daną 

Przez każdy punkt przestrzeni przecho- 
dzą trzy takie kwadryki mianowicie:elipsoida» 
hyperboloida jednopowłokowai hyperboloida 
dwupowłokowa, które są do siebie prostopa- 
dłemi w punkcie wspólnym. 

Trzy wartości parametru 4, odpowiadające trzem kwadry- 
kom spółogniskowym, przechodzącym przez punkt dany, można 
uważać za spółrzędne punktu; spółrzędne takie nazywamy 
eliptycznemi. 


$4. 
Własności metryczne kwadryk. Kwadryki równoboczne. 


W elipsoidzieiloczynodcinka normalnej, 
zawartego pomiędzy powierzchnią elipsoidy 
apłaszczyzną główną, przez odległosć środ- 
kaodpłaszczyzny stycznej jest stały; równa 
się on kwadratowi półosi. prostopadłej do 
płaszczyzny stycznej. 

W elipsoidzie suma kwadratów trzech pół- 
średnie sprzężonych jest stała; objętość rów- 
noległościann. zbudowanego na trzech pół- 
średnicach sprzężonych, jest stała; suma kwa- 
dratów rzutów trzech półśrednie sprzężonych 
na prostą albo na płaszczyznę jest stała. 

W paraboloidzie eliptycznej suma trzech 
parametrów głównych dwóch jakichkolwiek 
przecięć sprzężonych i średnicowych jest 
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stała; w paraboloidzie hyperbolicznej stałą 
jest różnica tych dwóch parametrów. 

W paraboloidzie eliptycznej miejscem wierzchołków czwo- 


rościanów trójprostokątnych opisanych jest płaszczyzna prosto- 
„2 


padła do osi, odległa od wierzchołka na r „ jeżeli 


2 : 
$r + = — x =Q, jest jak, zwykle równaniem paraboloidy. 


Dla elipsoidy miejscem takich czworościanów jest spółsrod- 
kowa z elipsoidą kula o promieniu Va? 03--c*, gdzie a, b, csą 
półosiami elipsoidy. Dla każdej innej kwadryki o środku miej- 
scem takiem jest zawsze kula (M on g e). 

Jeżeli w hyperboloidzie jednopowłokowej płaszczyzna pro- 
stopadła do prostej na hyperboloidzie przecina powierzchnię we- 
dług hyperboli równobocznej, wtedy wszystkie inne podobne 
płaszczyzny przecinają także hyperboloidę według hyperbol 
równobocznych.Taka hyperboloida nazywa się równoboczną. 

Jeżeli w hyperboloidzie jednopowłokowej, prostej leżącej na 
powierzchni,odpowiadają dwie inne prostopadłedo niej i do siebie, 
także leżące na hyperboloidzie i do tego samego układu nale- 
żące, wtedy to samo będzie miało miejsce dla każdej innej pro- 
stej —i sama hyperboloida będzie hyperboloidą równoboczną. 

Jeżeli równaniem hyperboloidy jest, jak 
zwykle: 


y? y? z? 
sy ae E i 
aż 


b? c? 


wtedy warunkiem nato, aby była równobocz- 
ną, jest: 


1 1 1 
so 6 jo wa 


Jeżeli w stożku kwadrykowym przekrojem prostopadłym 
do tworzących jest hyperbola równoboczna, to toż samo będzie 
miało miejsce dla wszystkich przecięć prostopadłych do two- 
rzących; stożek nazywa się wtedy równobocznym. 


Peki i sieci kwdryk. 175 

W stożku równobocznym każdej tworzącej odpowiadają 
dwie tworzące prostopadłe do siebie i do pierwszej. 

Stożek jest równobocznym wtedy, gdy D—0. 

Jeżeli w hyperboloidzie dwupowłokowej przekrój prosto- 
padły do asymptoty (tworzącej stożka asymptotycznego) jest 
hyperbolą równoboczną, to tożsamo ma miejsce dla wszystkich 
przecięć podobnych. Hyperboloida dwupowłokowa nazywa się 
wtedy równoboczną. 

W hyperboloidzie dwupowłokowej równobocznej, każdej 
asymptocie odpowiadają dwie inne prostopadłe do siebie i do 
pierwszej. 

Hyperboloida dwupowłokowa jest równo- 
boczna wtedy, gdy D=0. 

W paraboloidzie eliptycznej nie może być 
D=0. 

Paraboloida hyperboliczna jest równoboczną wtedy, 
gdy jej dwie płaszczyzny kierownicze są prostopadłemi do siebie. 
Aby hyperboloida hyperboliczna była rów- 
noboczną, trzebaaby było D=0. W paraboloidzie 
hyperbolicznej każde przecięcie prostopadłe do osi jest hyper- 
bolą równoboczną 


$ 5. 
Pęki i sieci kwadryk. 


Niechaj będą równania dwóch kwadryk f=0, /'=0, wy- 
rażone w spółrzędnych punktowych i płaszczyznowych; układ 
kwadryk, przedstawionych przez równanie f--4/7'—=0, nazywa 
się odpowiednio pękiem albo pasmem kwadryk. 

Wszystkie powierzchnie pęku przecinają 
się według krzywej skośnej rzędu 4-go (zwanej 
krzywą podstawową). 

Płaszczyzna przecina wszystkie powierz- 
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chnie pękukwadryk według pękustożkowych, 
prosta przecina je według pękn grup dwu punktów, 
t.j. według par punktów. będących w inwolucyi. 

Przez jeden punkt w przestrzeni przecho- 
dzi wogólności jednatylko powierzchnia pę- 
ku; istnieją dwie kwadryki pęku, styczne do 
prostej danej; istnieją trzy kwadryki pęku, 
styczne do płaszczyzny danej. 

Płaszczyzny biegunowe punktu Pwzglę- 
dem wszystkich kwadryk pęku przechodzą 
przez prostą stałą p, tworzą przeto pęk płasz- 
czyzn. Prosta p nazywa się sprzężoną z pun- 
ktem P. 

Pęki płaszczyzn biegunowych, odnoszących się do dwóch 
punktów P, £” są wzajemnie rzutowemi. 

Proste, wzajemne z prostą daną względem 
wszystkich kwadryk pęku,sątworzącemi hy- 
perboloidy, w której drugiukład tworzących 
stanowią proste sprzężone ze wszystkiemi 
punktami prostej danej. 

Bieguny płaszczyzny względem wszyst- 
kich kwadryk pękuznajdują się na jednej 
krzywej szesciennej skośnej, a stąd: Środki 
wszystkich kwadryk pęku znajdują się na jed- 
nej krzywej sześciennej skośnej. 

W pękukwadryk mamy wogóletrzy para- 
boloidy, w których jedna przynajmniej jest 
rzeczywistą. 

W pęku kwadrykistnieją w ogólności czte- 
ry stożki. 

Wszystkie kwadryki pęku mają wspólny jeden czworościan 
biegunowy (samosprzężony), którego wierzchołki są wierzchołka- 
mi czterech stożków, należących do pęku. 

Niechaj f=0, f'=0, f"==0 będą równania trzech kwa- 
dryk, nie należących do jednego pęku; wszystkie powierzchnie. 
przedstawione przez równanie f+ 2f'+-uf'==0, gdzie ai u są 
parametry dowolne, stanowią sieć kwadryk. 


Pęki i sieci kwadryk. 17 


Wszystkie kwadryki sieci mają ośm pun- 
któw wspólnych (punkty podstawowe sieci). 

Pomiędzy kwadrykami, należącemi do jed- 
nej sieci. jest nieskończenie wiele kwadryk, 
stycznych do jednej płaszczyzny; punkty stycz- 
ności znajdują się na krzywej ogólnej rzędu 
3-go. 

Wszystkiekwadryki, przechodzące przez 
siedm punktów przestrzeni, przechodzą jesz- 
cze przez jeden iten sam punkt ósmy. 

Osm punktów podstawowych sieci kwadryk mają tę wla- 
sność. że krzywa sześcienna skośna, określona przez sześć z po- 
między tych punktów ma, jako sieczną, prostą, łączącą dwa pun- 
kty pozostałe. 

Płaszczyzny biegunowe punktu Pwzglę- 
dem wszystkich kwadryk sieci przechodzą 
przez jeden punkt (sprzężony z punktem P). 

Miejscem bieguna płaszczyzny względem wszystkich kwa- 
dryk sieci jest powierzchnia ogólna rzędu 8-go, na której znaj- 
dują się także punkty sprzężone względem sieci ze wszystkiemi 
punktami płaszczyzny. 

Pomiędzy powierzchniami sieci znajduje się nieskończenie 
wiele stożków; miejscem ich wierzchołków jest krzywa rzędu 
6-go. Na tej krzywej znajduje się nieskończenie wiele punktów, 
których płaszczyzny biegunowe względem powierzchni sieci 
przechodzą wszystkie przez jednę prostą. 


Dawniejsi geometrowie nie mieli klasyfikacyi systematycznej 
kwadryk: pierwszą taką klasyfikacyę zawdzięczamy Eulerowi 
(Introductio in analysin inf. 1748). Teorya tych powierzehni uczy- 
nila znaczne postępy w pierwszej połowie wieku 19-go, dzięki pracom 
Mongea, Hachettea Lacroixa, Bineta, Lero y'a, P on- 
celeta, Chaslesa. Stożkowe ogniskowe odkrył Du pin (Corr. 
del Ecole ete., II) i badat Chasles (Aperę. hist. Nota 31), Z punktu 
widzenia geometryi rzntowej zasadniczemi dla teoryi kwadryk były 
rozprawy specyalne Hessego (Crelle XVIII, XX, XXVI it. d), 
Seydewitza (Archiv Grunerta VIH, VHI, IX, X), Sturma 

Pascal. Rep. II. 12 
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(Crelle LXX, IC i t. d.), a dalejprace v. Staudta. Reyego 
(Patrz „Geometrie der Lage*) i innych. Obszerną listę prac o kwa- 
drykach znaleść można w dziele G. Loria („Il passato e il pre- 
sente delle teorie geometriche, wyd. 1-e, Turyn 1887, przekład pol- 
ski, Warszawa 1889, wyd. 2-ie, Turyn 1897). do którego też odsyła- 
my czytelnika po wskazówki bibliograficzne. Ze stanowiska geome- 
tryi analitycznej pisali o kwadrykach Salmon-Fiedler. Hesse, 
Baltzer. DOvidio, Clebsch-Lindemann (drugi tom 
„Geometryi*); z punktu widzenia syntetycznego §c¢ hró te r (Lipsk 
1880). (Geometryę wykreślną powierzchni stopnia 2-go traktuje 
Fiedler w dziele: „Darstellende Geometrie“. Na końcu dzieła 
DOvidio znajdujemy pewną liczbę dokładnych wskazówek o od- 
krywcach niektórych twierdzeń głównych, dotyczących kwadryk, 
O własnościach ogniskowych kwadryk traktuje nowe dzieło Sta u- 
dego: „Die Focaleigenschaften der Flächen, 2-er Ordnung“ (Lipsk 
1896). Niewiele mamy tu do z: notowania badań ze stanowiska teoryi 
form czwórkowych kwadratowych. Wymieniamy pracę Mertensa 
(Wien. Ber. XCVHI), w której znajdujemy układ zupełny form nie- 
zmienniczych kwadryki, sprowadzony do 20 utworów, oraz niektóre 
wskazówki o układzie zupełnym dwu kwadryk. W innej pracy (tamże 
1890) Mertens rozważa układ trzech kwadryk, sprowa zony do 
47 utworów (por. Saimon-Fiedler, Geometrie des Raumes I. 
Rozdz. 9). 


ROZDZIAŁ VI. 


TĘORYA OGÓLNA KRZYWYCH PŁASKICH ALGEBRAICZNYCH. 


$1. 
Rzeczy ogólne. Punkty osobliwe Wzory Pliickera. Wyróżnik 


Miejscem punktów, które przedstawia analitycznie równanie 
algebraiczne stopnia %-tego pomiędzy dwiema spółrzędnemi kar- 
tezyańskiemi, albo pomiędzy trzema spółrzędnemi jodnorodnemi 
punktu płaszczyzny, jest krzywa płaska jako miejsce 
punktów lub wprost krzywa płaska rzędu n-tego. 

Miejscem rzędu pierwszego jest prosta. 
Styczna do krzywej płaskiej jest granicą położenia prostej, 
łączącej dwa punkty nieskończenie blizkie krzywej. 

Wzajemnie: Obwiednią prostych, przedstawionych przez 
równanie algebraiczne rzędu n-go pomiędzy spółrzędnemi pro- 
stej na płaszczyźnie, jest krzywa—obwiednia klasy n-tej. 

Obwiednią klasy pierwszej jest punkt. 

Punktem krzywej obwiedniej jest położenie graniczne prze- 
cięcia dwu stycznych nieskończenie blizkich. Krzywe albo obwie- 
dnie, których równania nie rozpadają się na czynniki całkowite, 
nazywają się pojedyńczemi lub nierozkładalnemi, 

Prosta płaszczyzny przecina krzywą pła- 
ską rzędu n-tego zawsze w n punktach (rzeczywi- 
stych lub urojonych). 


150) Rozdział VI. — $ 1. 


Przez każdy punkt płaszczyzny przecho- 
dzi zawsze n prostych (rzeczywistych lub urojonych), 
stycznych do krzywej obwiedniej klasy n-tej, 

Dwie krzywe rzędów m, % mają wogóle mm, 
punktów wspólnyci: (rzeczywistych lub urojonych); dwie 
obwiednie klas n Ry mają r, stycznych wspól- 
nych (rzeczywistych lub urojonych). 

(n+ 3) 


Jeżeli obierzemy dowolnie * RA punktów 
y 


na płaszczyźnie, to przez nie ae lo bę- 
dziejednaitylkojednakrzywarzęduan-tego. 
Istniejeiodpowiednietwierdzenie wzajemne. 

Punkt krzywej nazywa się r-krotnym lub punktem 
owielokrotnosci r-tej, jeżeli przezeń krzywa przechodzi 
r razy, t j. jeżeli ma w tym punkcie r stycznych; jeżeli te wszyst- 
kie styczne są różnemi, punkt 7-krotny nazywa się zwyczaj- 
nym. Styczna nazywa się r-krotną, jeżeli dotyka krzywej 
obwiedniej r razy, t. j. jeżeli ma 7 punktów stycznosci; jeżeli te 
punkty są różnemi, styczna 7-krotna jest zwyczajuą. 

Jeżeli krzywa rzędu n-tego ma punkt n-kro- 
tny, to jest ona tylko zbiorem prostych, przez 
ten punkt przechodzących. 

Krzywa pojedyńcza rzędu n-tego może 
mieć tylko, prócz punktu n—l-krotnego, je- 
den punkt podwójny. 

Krzywa pojedyńcza rzędu n-tego może 

(n—1) (n= - 2). 
mieć najwyżej — 5) punktów podwójnych. 

Jeżeli krzywa pojedyńcza rzędu n-tego 

mn punkty wielokrotne zwyczajne rzędu wie- 


lokrotności 74,7;y,....,7,, wtady: 
SI (r —1) (4—1) (n—2) 
mj a  "WĘWOTEN Rat 


c=! 


Tym wszystkim własnościom odpowiadają własnosci wza- 
jemne. 


Rzeczy ogólne. Punkty osobliwe 1 t. d. 181 


Wszyskie krzywe wliczbie nieskończonej, 
przechodzące przez $n(n--3)—1 punktów danych, 
przechodzą też przez $(n—1)(n—2) innych pun- 
któw, przez pierwsze określonych. 

Jeżeli z pomiędzy n’ punktów, dwóm krzy- 
wym rzędu n-tego wspólnych, nm punktów 
(m<n) leży na krzywej rzędu m-tego, to pozo- 
stałe w liczbie n(n—m) punkty leżą na krzywej 
rzędu n—m. 

Największa liczba punktów, jaką możemy 
wziąć dowolnie na krzywej rzędu m, aby przez 
nie przesunąć krzywą pojedyńczą rzędu n>m, 
wynosi: 


nm — | (m—l) (m2) (Tw. Jacobiego, Crelle XV) 


Wszystkie krzywe rzędu», opisane przez 
nm=h punktów krzywej rzędnm i przez nn—m)—h 
punktów krzywej rzędu x—m, przecinają pierw- 
szą krzywą jeszcze w innych h punktach stałych, 
adrugą winnych W punktach stałych (Tw. Plii- 
ckera „Algebr. Cury.“ str. 11). 

Każda krzywa rzędu n-tego, przechodząca 
przez nm—£(m—l)(m—2) punktów innej krzy- 
wej rzędu m<Kmń, przecina ją jeszcze winnych 
4 (m—1)(m—2) punktach stałych. 

Każda krzywa rzędu n-tego, opisana przez 
msn! — $(m--m—n—1) (m-n —n—2) punktów przecię- 
cia dwu krzywych rzędów mim (miw są nie- 
większe od n), przechodzi też przez wszystkie 
inne punkty, wspólne tym krzywym (Tw. Cay- 
leya, Cambr. Math. Journ. III, 1848). 

Jeżeli w punktach, w których prosta prze- 
cina krzywą rzędu n-tego, poprowadzimy do krzy- 
wejstyczne, to styczne te przetną krzywą win- 
nych n(n—2) punktach, położonych na krzywej 
rzędu n—2 (Poncelet). 
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Wielkiej ważności dla t. z. geometryi na krzywej algebra- 
icznej jest następujące twierdzenie Noethera: 

Niechaj będą dwie krzywe q=(, y=0; nie- 
chaj jeden zich punktów przecięcia P, będzie 
q-krotnym dla krzywej g, r»-krotnym dla krzy- 
wej y, i niechaj Xr: niechaj dalej /=0 będzie 
krzywą, przechodzącą przez każdy z punktów 
przecięcia krzywych giy, mającą w P, punkt 
wielokrotny rzęduq-7,-1l, wtedyrównanie tej 
krzywej można zawsze przedstawić w postaci 


f=Ap+By =0, 


gdzie A=0, B=0 przedstawiają dwie inne krzy- 
weodpowiednich rzędów. 

Aby wszakże można było przedstawić f 
w tej postaci, nie jest koniecznem, by krzywa 
f=0 miała w P, punkt wielokrotny rzędu q--7,—1; 
jesttylko koniecznem, aby rząd wielokrotno- 
ści był co najmniej równy 4, (t.j. mniejszemu 
zdwu rzędów) wtedy atoli pomiędzy spółczyn- 
nikami równania f=0 zachodzić muszą związ- 
ki liniowe. 

Co do tego twierdzenia patrz: Noether (Math. Ann. VI, 352), 
Halphen (Bull, de la Société math. V), Bacharach (Math. 
Ann. XXVI), Voss (tamże XXVII), Cayley (tamże XXX). Sti- 
cekelberger (tamże XXX) Noether (tamże XXX) Zeuthen 
(tamże XXXI), Gucecia (Compt rend. 1888)it. d. Patrz także 
„Geometryę* Clebscha-Lindemanna. 


Punkt wielokrotny rzędu kmożnauważać 


k oa —1) 


za zjednoczenie ——= punktów podwójnych, 


a styczną r we nepis k za zjednocze- 
ZĘ stycznych podwójnych. 


"=" dokrzywej rzędu n-tego ma z krzy- 


Rzeczy ogólne. Punkty osobliwe i t. d. 183 


wą, prócz punktu styczności, jeszcze n—2 pun- 
któw wspólnych; zpunktu na krzywej klasy 
n-tej można, próczstycznej w tym punkcie, po- 
prowadzić jeszcze n—2 stycznych. 

W punkcie podwójnym dwie styczne mogą być: rzeczywi- 
stemi różnemi, urojonemi albo zlewającemi się. W drugim 
przypadku mamy punkt podwójny zwany odosobnionym, 
w przypadku trzecim mamy ostrze lub inaczej punkt 
zwrotu. 

Styczna w ostrzu liczy się za trzy styczne, 
które zostrza można poprowadzić do krzywej. 

Ostrzu odpowiada wzajemnie tak zwana styczna prze- 
gięcia; jest to styczna do krzywej, mająca jeszcze n—3 pun- 
któw spotkania z krzywą, albo inaczej styczna, której punkt 
styczności można uważać za zjednoczenie trzech punktów nie- 
skończenie blizkich. Taki punkt styczności nazywa się pun- 
ktem przegięcia krzywej. Styczną przegięcia można 
uważać za styczną podwójną, której punkty styczności zle- 
wają się; uważanie to jest właściwem wszakże tylko wtedy, gdy 
krzywą wyobrażamy sobie jako obwiednią stycznych. 

Punkty wielokrotne i styczne wielokrotne nazywamy ogól- 
nie punktami i stycznemi osobliwemi. Należy wszakże 
nadmienić, że punkt podwójny albo ostrze należy uważać za 
punkty ośobliwe wtedy tylko. gdy krzywą rozpa- 
trujemy jako miejsce punktów, a nie, gdy wyobrażamy ją sobie 
za obwiednią stycznych, albowiem w tym ostatnim przypadku 
każda obwiednia posiada zawsze pewną liczbę punktów podwój- 
nych. Podobnież sryczaa podwójna lub styczna przegięcia mogą 
być uważane za styczne osobliwe wtedy tylko, gdy krzywe roz- 
patrujemy jako obwiednią, a nie jako miejsce punktów. 

Niechaj n będzie rzędem, v klasą, d liczbą punktów po- 
dwójnych, r—liczbą ostrzy, r—liczbą stycznych podwójnych, :— 
liczbą stycznych przegięcia krzywej danej. Pomiędzy temi 
liczbami zachodzą związki, które nazywamy 
wzorami Pliickera (Crelle XII): 
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y = u(n—1)—2d—3r; n = y(v—l) — 2r— 3u. 
ı = Bn(n—2)—6d— 8r; r= 3r(r—2)—6t-—81. 


Z wzorów tych, z których każdy jest wynikiem 
trzech pozostałych, wypływają związki nastę- 
pujące: 
3(yv—n) = c—r, 
z -9 
an-Dn-23) _ qr 


2 


„„ =D („2) 
= —5— — 


2 


= "6 a 


Krzywa—jako miejsce—ogólna, t. j. bez 
punktów podwójnych iostrzy, posiada klasę, 
liczbę stycznych podwójnych i liczbę prze- 
gięć, określone przez związki: 


=n (n—1}; «=3n(n—2); t= A n (n— 2) (m*—9), 
i wzajemnie. 

Przydpunktach podwójnychirostrzach 
liczba stycznych podwójnych wynosi: 


T == 3 n (n—2) (n—9) — (2d -3r) [n (n—1)— 6] -2d(d—1) 


ps = r (r—1) + 6dr. 
Przy wprowadzeniu rodzaju krzywej (Riemann 


Crelle LIV. Clebsch tamże LXII) wzory Plückera przyj- 
mują inną postać. Połóżmy: 


— (u—-1)(n—2) A (v=1)(v—2) . 
= cyjny A g ~ egen 
liczba p nazywa się rodzajem krzywej—miejsca i krzywej 
obwiedniejj Przedstawia ona różnicę pomiędzy 
największą liczbą punkżówpodwójnychiostrzy, 
jakie może mieć krzywa— miejsce, nierozpa- 


Rzeczy ogółne. Punkty osobliwe i t. d. 155 
dając się. aliezbą tych punktów iostrzy, jaką 
w istocie posiada; albo też: różnicę pomiędzy 
największą liczbą stycznych podwójnych iprze- 
gięć, jaką mieć może krzywa obwiednia a liez- 
bę stycznych podwójnych i przegięć, jaką 
w istocie posiada. 

Wzory Pliekera brzmią wtedy: 


2p—32 = v+r— 2n ==y+—Ży 
= n(n - 8) — 2(d+r) = v(v—3) — 2(r--1). 


We wzorach Pliickera nie robimy rozróżnienia pomiędzy 
rzeczywistemi a urojonemi punktami i stycznemi osobliwemi. 
Istnieje wszakże związek pomiędzy samemi osobliwościami rze- 
czywistemi. (Patrz Klein, Math. An. V, Perrin, Bull. de la 
Soc. math. VI». 

Rodzaj p krzywej pojedyńczej może być tylko 
albozerem albo liczbą dodatnią. 

Krzywa rodzaju zero nazywa się wymierną lub jedno- 
bieżną(Cayley); spółrzędne jej punktów dają się 
wyrazić jako funkcye wymierne jednego parame- 
tru; ma ona 4+(n—l)(n—2) punktów podwójnych 
i ostrzy. pomiędzy któremi może być najwyżej 
B (n—2) 

2 


ostrzy 


Pojęcie rodzaju wprow.dził Riemann (l. ¢.) a zastosował 
do geometryi Clebsch (1.c.); Cayley (London Math. Soe. 1865) 
rodzajowi (włoskie—genere, franc. - genre, niemieckie—Ueschlecht) 
nadaję nazwę defect. 


Przytoczymy kilka pojęć zasadniczych, odnoszących się do 
postaci linii krzywej, t. j. do figury, utworzonej przez wszystkie 
jej punkty rzeczywiste. Krzywa może składać się z kilku ga- 
łęzi; przez gałęż krzywej rozumiemy ogół wszystkich pun- 
któw tejże krzywej, w którym możemy przejść sposobem cią- 
głym od jednego punktu do drugiego, przyczem włączamy też 
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przypadek przejscia przez nieskończoność. Tak np. dwie części 
hyperholi stanowią z tego punktu widzenia jednę gałęż. 

Gałęż krzywej może być parzystą lub nieparzy- 
stą, stosownie do tego, czy prosta przecina ją w parzystej lub 
nieparzystej liczbie punktów rzeczywistych. Gałężź nieparzystą 
można utworzyć przez odkształcenie prostej, gałęż parzystą przez 
odkształcenie stożkowej. Dwie galęzie nieparzyste zawsze się 
przecinają. skąd wypływa, że krzywa bez punktów podwójnych 
może mieć tylko jednę gałęź nieparzystą; krzywa bez punktów 
podwójnych i rzędu nieparzystego ma zawsze gałęż nieparzystą; 
jeżeli zaś jest rzędu parzystego, to nie ma wcale gałęzi niepa- 
rzystej. 

Te twierdzenia zawdzięczamy v. Staudtowi („Geometrie der 
Lage*, Norymberga 1847); patrz także; Klein (Math. Am. VI), 
Zeuthen (tamże, VII) i t. d. 

Krzywa rodzaju p nie może mieć więcej 
niż p+1 gałęzi; jeżeli (n—1)(n—2) jest równe p lub 
większe od p, istnieją zawsze krzywe rzędu 
n-tego, mające p+1 gałęzi (Harnack, Math. Ann VI). 


Podamy teraz niektóre wzory zasadnicze geometryi anali- 
tycznej krzywych płaskich algebraicznych. 

Równanie krzywej może być napisane w spółrzędnych kar- 
tezyańskich albo w spółrzędnych prostokątnych. W przypadku 
pierwszym zbierzmy wszystkie wyrazy stopnia zero, następnie 
wszystkie wyrazy stopnia 1-go, stopnia 2-go i t. d, t. j. napiszmy 
równanie w postaci: 


Í "u F t + tą = OSA + u, == Q, 


gdzie ogólnie u, jest wyrażeniem całkowitem jednorodnem dwu 
zmiennych æ, y. W przypadku drugim niechaj 2, 14, x, będą 
trzema spółrzędnemi jednorodnemi; równanie krzywej możemy 
przedstawić w ten sposób: 


f = wr Huag + ... uu = O, 


„ub stosując zasady rachunku symbolicznego form trójkowych, 
w postaci: 


Rzeczy ogólne. Punkty osobliwe i t. d. 137 


pe R — JK — „pł — — 
f=u=b=m=...=0. 


Jeżeli ww =0, wtedy krzywa przechodzi przez 
początek spółrzędnych (w przypadku pierw- 
szym) lub przez wierzchołek 2,=0Q, 7,=0 trój- 
kąta podstawowegospółrzędnych (w przypad- 
ku drugim): równanie t,=0 przedstawia stycz- 
ną w tym punkcie. 

Jeżeli a,=0, u, =0, wtedy punkt ten jest pun- 
ktem podwójnym krzywej /; dwie stycznewtym 
punkcie podwójnym przedstawia równanie 
Wuą==0. Jeżeli u, jest kwadratem zupełnym, | wą 
zaś nie jest czynnikiem wymiernym ilości m, 
wtedy ten punkt jest ostrzem; gdy zaś Vu, jest 
czynnikiem wymiernym ilości, wtedy punkt 
uważany nie jest właściwie ostrzem, atylko 
punktem, w którym styczna dotyka samej sie- 
bie (punktem samostyczności, Selbstberiihrungs- 
punkt); punkttenuważać należy za zjednocze- 
nie dwóch punktów podwójnych. W tym to 
przypadku styczna przecina krzywą w czte- 
rech pnnktach nieskończenie blizkich, a nie 
w trzech, jak to ma miejsce w przypadku ostrza. 

Jeżeli w ogóle jest ip = =... =t , =0, wte- 
dy początek spółrzędnych jest punktem »-krot- 
nym krzywej f=0, arstycznych wtym punkcie 
określa równanie u,=0. 

Dla punktu podwójnego trzy pochodne 
funkcyi f względem »,%,%;, powinny być zerem, 
t. j. być powinno: 


ar-a, = a a = atla = 0. 


Jeżeli wyrugujemy x pomiędzy temi trzema równaniami, 
otrzymamy równanie k=0, gdzie k jest utworem niezmienni- 
czym spółczynników równania krzywej. Ten utwór nazywa się 
wyróżnikiem krzywej. 

Znikanie wyróżnika jest warunkiem ko- 
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niecznymi dostatecznym nato. aby krzywa f 
miała punkt podwójny. 


Pomijając dawniejsze prace specyalne, wymieniamy, jako pierw- 
sze systematyczne opracowanie teoryi ogólnej krzywych, to, które jest 
zawarte w „Introductio in analysin infinitorum* (1748) Eulera, 
oraz w „Introduetion à l'analyse des lignes courbes algóbriqnes (1750) 
Cramera: Eulerowi też (Sur une contradietiou apparente dans 
la doctrine des courbes, Akad. Berlińska 1747) zawdzięczamy zbada- 
nie paradoksu, że dwie krzywe rzędu n-tego przecinają sie w większej 
liezbie punktów niż ta, która jest potrzebna do określenia jednej 
z nieh, 

Po tych pracach, po pracach Lam égo, Gergonneai in- 
nych, najważniejszemi były następujące prace Pliickera: „System 
des analytischen Geometrie“ (1835), „Theorie der algebraischen 
Curven* i inne, ogłoszone w Jour. de Liouville (1834, 1837), w któ- 
rych podał on wzory, noszące obecnie jego imię, 

( punktach osobliwych ogłosili badania: Puiseux (Journal 
de Lionviłle 1850), Cayley (Quart. Journ. VH, XI, Crelle LXIV 
it. d.) Halphen (Mem. des Sav. étrang. XXVI, Comptes rendus 
LXXVHI, LXXX), Stolz (Math. Ann. VHI) i imi. 

Dziełem po lstawowem o teoryi ogólnej krzywych jest: U re- 
mona „Introduzione a une teoria geometrica delle curve piane (Bo- 
lonia, 1862, przekład niemiecki 1865); w dziełach Salmona 
iClebscha-Lindemanna, przełożonych na różne języki, 
przedstawione są systematycznie i przedstawione metodą analityczną 
główne wyniki tej teoryi. W następnych paragrafach podamy dalsze 
wskazówki historyczne i bibliograficzne. 
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Niechaj będzie krzywa, przedstawiona symbolicznie przez 


f=«=bt=...=(0; 
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krzywe, przedstawione przez równania: 
ay ay =0, aa =0,...., Ura = 0, 
nazywają się odpowiednio: krzywemi biegunowem 
rzędu 1-go, 2-go... bieguna y względem krzywej danej. Pierw- 
sze wyrazy tych równań otrzymujemy, stosując do runkcyi f raz, 
dwa razy, ..... działanie zwane biegunowem, które—jeżeli od- 
wrócimy uwagę od czynnika liczbowego—w przypadku naszym 
(w obszarze trójkowym) wyobraża symbol: 
U 
å =y, Rz gy t Yz "da ` 

Jeżeli z punktu y poprowadzimy prostą, 
przecinającą krzywą w n punktach, to przetnie 
ona krzywe biegunowerzędów l-go,2-go... pun- 
ktu y wśrodkach harmonicznych rzędu n—l, 
n—2,..... punktu y względem grupy n pun- 
któw. 

Własność ta może służyć jako podstawa do określenia krzy- 
wych biegunowych 

Jeżeli biegun y znajduje się na biegunowej r-tej punktu z, 
wtedy punkt z znajduje się na biegunowej (x—r)-ej punktu y. 

Jeżeli punkt y znajduje się na krzywej danej, wtedy 
wszystkie krzywe biegunowe przechodzą przezeń i w nim doty- 
kają krzywej danej. 

Biegunowa (»—1)-ta (prosta biegunowa) punktu, należą- 
tego do krzywej danej, jest styczną w tym punkcie. 

Punkty w liczbie u (n—1), w których pierwsza biegunowa 
punktu y przecina krzywą aaną, są punktami styczności stycz- 
nych, poprowadzonych z punktu y do krzywej. 

Punkt r-krotny krzywej danej jest punktem wielokrotnym 
rzędu 7—s dla biegunowej s-tej jakiegokolwiek bieguna. 

Jeżeli krzywa rozpada się na prostą i na inną krzywą rzę- 
du (n —1)-go, wtedy biegunowa pierwsza punktu prostej składa 
się z tej prostej i z biegunowej pierwszej względem krzywej 
rzędu n—l. 

Biegunowa r-ta punktu O, względem biegunowej s-tej pun- 
ktu O, zlewa się z biegunową s-tą punktu 0, względem biegu- 
nowej r-te] punktu /,. 
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Jeżeli krzywa dana ma punkt podwójny D, wtedy biegu- 
nowa pierwsza jakiegokolwiek bieguna 0 przechodzi przez punkt 
D i. tu jako styczną, ma prostą sprzężoną harmonicznie z DO 
względem dwu stycznych w punkcie podwójnym. Jeżeli punkt 
podwójny jest ostrzem, wtedy styczna do biegunowej pierwszej 
jest sama styczną w ostrzu. 

Biegunowe pierwsze wszystkich punktów na prostej tworzą 
pęk krzywych o tych samych (n—1)* punktach podstawo- 
wych. 

Stożkowa biegunowa punktu podwójnego rozkłada się na 
dwie proste, które są dwiema stycznemi w punkcie podwójnym. 

Stożkowa birgnunowa punktu przegięcia rozkłada się na 
dwie proste, z ktorych jedna jest styczną przegięcia. 

Jeżeli punkt krzywej danej ma jako stożkową biegunową 
układ dwu prostych, wtedy jest on punktem przegięcia dla krzy- 
wej danej 

Jeżeli biegun przebiega po krzywej rzędu m-tego, wtedy 
prosta biegunowa obwodzi krzywą klasy m (n—l). 

Na każdej prostej istnieje 2(2—2) punktów, w których bie- 
gunowe pierwsze są dotykane przez tę prostą; stożkowe bie- 
gunowe punktów zetknięcia są stycznemi do tej prostej. 

Biegun, znajdujący się na jednej prostej wraz z n punkta- 
mi krzywej rzędu m-tego, ma tęż samą prostą biegunową tak 
względem krzywej, jak i względem układu n stycznych w m 
punktach. 

Prosta biegnnowa punktu w nieskończoności w określo- 
nym kierunku nazywa się średnicą krzywej rzędu n-tego. 

Srednica jest miejscem środków odległo- 
ści srednich (patrz Rozdz. II § 2) wszystkich ukła- 
dów n punktów, które powstają z przecięcia 
krzywej układem cięciw równoleglych. 

Jeżeli uważamy krzywą jako obwiednią klasy »-ej, wtedy 
biegun prostej w nieskończoności nazywa się środkiem. 

Srodek jest obwiednią (punktem) prostej równoległej do 
układu » równoległych stycznych do krzywej i przechodzących 
przez środek odległości średnich » punktów, wyznaczonych przez 
styczne na prostej do nich prostopadłej. 
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Jeżeli z punktu O prowadzimy dwie pro- 
ste, przecinające krzywą w punktach R, R3,.,.,R., 
Sy, Są,...,0„, wtedy stosunek 


OR,.OK,... OK, 


OS : OB.<:. OS 


jest stały, niezależnie od wyboru punktu 0, 
o ile tylko kierunek poprzecznych pozostaje 
stałym (Tw. Newtona, Enum. lin. tertii ordinis). 
Niechaj będzie wielokąt ABC..., którego 
boki przecinają krzywą rzędu n-tego w n pun- 
ktach; oznaczmy przez(B),(B)..iloczyny odcin- 
ków (liczonych od punktu Baż don punktów) 
znajdujących się odpowiednio nabokach BO, BA, 
przez (C); (Ć,)-+=«:. iloczyny analogiczneit.d, 
będzie: 
(4), (B) (C) ...==(4)(B)(C),... (Twierdzenie 
Carnota, Gróom. de pos. str. 437). 
Jeżeli na każdej prostej, poprowadzonej 
przez punkt V i przecinającej krzywą w pun- 
ktach Ry, Rą.... R, wyznaczymy punkt taki, aby 
było: 


lub 


wtedy miejscem punktu # będzie prosta (Tw. 
Cotesa, Harmonia mensurarum, 1722), która jest pro- 
stą biegunową punktu 0. 

Podobnież: stożkowa biegunowa punktu Ojest 
miejscem punktu R, który czyni zadość wa- 
runkowi: 


po ESE T E a z) 0 t dita. 


J 
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Przez punk O poprowadźmy prostą, przecina- 
jącą krzywą w n punktach, i wpunktachtych 
poprowadźmy styczną do krzywej: poprowadź- 
my następnie przez punkt O jakąkolwiek po- 
przeczną, która niechaj przecina krzywą w pun- 
kist KR, By, « aus R,, i styczne w punktach 
FrTy,.-.r; będzie wtedy: 


EF Ez (Tw. Maclaurina). 
1 
Wprowadzimy teraz tczy ważne krzywe spółzmienne: 
krzywą Hessego, Steinera i Cayleya. 

Krzywa Hessego jest miejscem punktów podwój- 
nych biegunowych pierwszych punktów płaszczyzny; krzywa 
Steinera — miejscem punktów, których biegunowe pierwsze 
mają punkt podwójny; punkty tych dwóch krzywych 
odpowiadają sobie dwujednoznacznie. Krzy- 
wą Cayley'a nazywamy obwiednią prostych, łączących punkt 
krzywej Steinera zodpowiednim punktem krzywej 
Hessego. 

Jeżeli / = az = bz -= cs =... = 0 jest równaniem symbo- 
licznem krzywej, to równaniem krzywej Hessego 
jest: 

(abc)? u; "U? cz” =0, 


lub l 
fits f2, fiio 
fa: faz» fz, = (0, 
fa: faz; fais 
haaa PF 
goaie men" 


Równanie krzywej Steinera otrzymujemy, eli- 
minujączzpomiędzytrzech równań: 
dy tya, ==Q, Uz ayt =0, dz ayt = 0. 
W poniższej tablicy podajemy wartości liczb Pliickerow- 
skich (rzędu, klasy i t. d.), odnoszących się do wprowadza- 


jej 
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ch i ostrzy i że rząd 


ów podwójny 


r 


krzywych. Zakłada sią, że krzywa dana jest ogól- 
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J. że nie ma punkt, 


7 


ówny m. 


nych tu trzech 
ną, t. 
tr 


jes 


0 (6—u5) (G—u) g (8—ug) (z—u) 6 * órSozid “ 

(Tuż - st) „(4—u) a (9—uę —rug) (£—u) (Z— u) a (8 - ug) (g—u) (z—u) (T—u) s "apod '*zoljs 5 

(g—uz) (2—u) 8T (6—«) (5—4) ZI © o't * smo “ 
(OT-HUGT— ug) (ET--ut (7—1) -Z| (8 -u6— eng) (6—1) (8—w) k PPE NEE POPAN 
(@—u) (T—u) 6 (2—«) (Tu) g (Lug) (@—u)g © © * * sse 
(T—u9) (2- u) g | ug (g—wg > peu 
(8-18) (1—v8) È (8—ug) (1—ug) -T (8-19 (1-vg) È > + > + ponpon 

i'akojkiwygemśkziy ewaiourajgexsnkziy 'ogessoy naźziy 
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Jeżeli krzywa dana ma punkty podwójne i ostrza, wtedy 
w tablicy tej należy poczynić zmiany. Dla n=3 wzory w ko- 
lumnie trzeciej do krzywej Cayley'a nie stosują się; 
w tym przypadku krzywa Hessegoi krzywa Stei- 
nera są jedną i tą samą krzywą rzędu 3-go; krzywa Cay- 
ley'a zamiast klasy 6-ej jest tylko 3-ej, zamiast rzędu 12-go 
jest tylko 6-go, ostrzy ma nie 18 lecz tylko 9. 

Można podać różne definicye krzywych Hessego, 
Steinera i Cayleya, odpowiadające różnym ich własno- 
ściom specyficznym. 

Krzywą Hessego dla krzywej danej jest: 


a) 
b) 
o) 


d) 


miejsce punktu styczności dwu (lub nieskończenie 
wielu) biegunowych pierwszych ; 

miejsce punktów podwójnych biegunowych pierw- 
szych; 

miejsce bieguna, którego stożkowa biegunowa roz- 
pada się na dwa proste. 

miejsce bieguna, którego proste biegunowe wzglę- 
dem biegunowych pierwszych krzywej spotykają się 
w jednym punkcie. 


Krzywą Steinera dla krzywej danej jest: 


a) 
b) 
c) 
a) 


e) 


miejsce biegunów biegunowych pierwszych, mają- 
cych punkty podwójne; 

miejsce punktów przecięcia par prostych, które 
przedstawiają stożkowe biegunowe; 

obwiednia prostych biegunowych punktów krzy- 
wej Hessego. 

miejsce punktów, których biegunowe pierwsze do- 
tykają krzywej Hessego. 

miejsce punktu, w którym spotykają się proste bie- 
gunowe jednego i tego samego bieguna względem 
biegunowych pierwszych krzywej danej. 


Krzywą Cayleya dla krzywej danej jest: 
a) obwiednia prostych, łączących punkty odpowiadają- 


b) 


ce sobie w krzywej Hessego i w krzywej Steinera ; 
obwiednia stycznych wspólnych w punktach stycz- 


ności pomiędzy biegunowemi pierwszemi. 
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W punkcie podwójnym krzywej zasadniczej i jej krzywa 
Hessego ma także puukt poiwójny z temi samemi stycznemi. 

W ostrzu krzywej danej jej krzywa Hessego ma punkt po- 
trójny; dwie z jej gałęzi dotykają stycznej ostrzowej; w tym to 
punkcie można nważać jakby ośm zjednoczonych przecięć krzy- 
wej danej z jej krzywą Hessego. 

Krzywa Hessego przechodzi przez punkty przegięcia krzy- 
wej zasadniczej. 

Krzywa Steinera i krzywa Cayleya obie do- 
tykająstycznych przegięcia krzywej zasadniczej. 

Krzywa Hessego w każdym swym punkcie jest styczna do 
biegunowej drugiej odpowiedniego punktu krzywej Steinera. 

Styczna w punkcie O krzywej Hessego jest sprzężona har- 
monicznie z prostą, łączącą ten punkt z odpowiadającym pun- 
ktem O0' krzywej Steinera względem dwu prostych, dotykających 
biegunowej pierwszej punktu O' w punkcie podwójnym; styczna 
zaś w punkcie O' do krzywej Steinera jest sprzężona harmo- 
niczna z prostą 0'O względem dwu prostych, na które rozpada 
się stożkowa biegunowa punku 0. 


Początki teoryi biegunowych znajdujemy w pracach Cramera, 
Newtona i innych nad średnieami prostoliniowemi i krzywolinio- 
wemi linij krzywych, Bobillierowi (Ann. de Gergonne, XVIII, 
XIX, 1829) zawdzięczamy pojęcia ogólniejsze. Póżniej zajmowali się 
tą teoryą: Plücker (Crelle V), Grassmann (Crelle, XXIV), 
Do Jonquières (Journ. de Liouville 1857), Cayley (Phil. 
Trans. CXLVIH). Cremona teoryę biegunowych uczynił podsta- 
wę całej swej teoryi linij krzywych w dziele, cytowanem wyżej: Intro- 
duzione etc, 

Krzywą Hessego wprowadził Hesse (Crelle XXVIII, XLI), 
a nazwał ją tak Sylvester (Phil. Trans, CXLIII); krzywą Stei- 
nera wprowadził Steiner, a nazwę nadałjej Cremona (Intro- 
duzione ete.), sam Steiner nazywał ją „Kerneurve*; krzywą vayleya 
wprowadził Cayley dla krzywych rzędu 3-go (Phil. Trans. CXLVIII, 
1857); badali ją potem Steiner (Crelle XLVH) i Clebseh 
(Crelle LXIV). 

Istnieje kilka prac, mających na calu udowodnienie twierdzenia 
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o braku punktów osobliwych w krzywej Hessego, odpowiadającej 
krzywej danej. Cremona przyjął to twierdzenie jako postulat: 
dla krzywych rzędu 4 go dowiódł go Geiser (Annali de math. IX). 
O krzywej Hessego pisali: Del Pezzo (Rend. Napoli 1853), Brill 
(Math Ann. XIII), Negre (Rend. Lincei 1895) i inni. 


3 3. 
Układy liniowe krzywych płaskich. 


Niechaj a: ==0, b =0... będą równaniami k--1 krzy- 
wych płaskich rzędu n-tego; układ, przedstawiony przez rów- 


nanie: 
ły a -|- 448" -- . . . ==0Q, 


w którem /,,44... są parametry dowolne w liczbie /k--1, sta- 
nowi to, co nazywamy układem liniowym gatunku ż. 
Dla k==1 mamy pęk, dla k==2 — sieć. Jeżeli równania krzy- 
wych są wyrażone w spółrzędnych prostej, mamy pasmo dla 
kasli, 

Układ liniowy gatunku k jest określony 
przez k+1 krzywych rzędu n-tego, które nie na- 
leżą do tego samego układu liniowego rzędu 
niższego. 

Jeżeli k">1, krzywe nie będą miały w ogóle żadnego pun- 
ktu wspólnego (punktu podstawowego); jeżeli przeto wszystkie 
krzywe w liczbie k--1, charakteryzujące układ, mają punkt 
wspólny, to też punkt należeć będzie także do wszystkich innych 
krzywych ukladu. 

Krzywa ogólna układu liniowego niema 
innych punktów wielokrotnych po za punkta- 
mi podstawowemi (Bertini, Ist. Lomb. 1882). 

W przypadku k==l jest zawsze n? punktów 
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podstawowych pęku t.j. punktów, przez które 
przechodzą wszystkie krzyweukładu. 

Układliniowygatunkukkrzywych rzędu 
n-tego wyznacza na poprzecznej inwolucyę pup- 
któw rzędu n-tego i gatunku k (patrz Rozdz. II $ 1). 

Pomiędzy krzywemi układu liniowego jest (k-- 1) (n—k) 
krzywych, mających styczność rzędu k-tego z prostą daną (t.j. 
k--1 punktów nieskończenie blizkich). 

Pomiędzy krzywemi układu liniowego jest 


2: (n—4h)(n—k—1)....,(n=2k--1) 
- ~ c 


krzywych, z których każda dotyka /: razy prostej danej. 

Pomiędzy krzywemi pęku jest 2(n— 1) krzywych, doty- 
kających prostej danej; m (2n-- m—3) krzywych, dotykających 
krzywej danej rzędu m-tego bez punktów podwójnych i ostrzy. 
W przypadku, gdyby ta krzywa miała d punktów podwójnych 
i r ostrzy, należałoby od liczby poprzedniej odjąć 2d + 8r. 

Pomiędzy krzywemi sieci jest 3(n— 2) krzywych, dla każ- 
dej z których prosta dana jest styczną przegięcia. 

Niechaj będą dwa pęki promieni, których środkami są pun- 
kty podstawowe w liczbie n? pęku krzywych rzędu n-tego; uwa- 
żajmy za odpowiadające sobie takie dwa promienie, które są 
stycznemi, poprowadzonemi z dwóch punktów podstawowych do 
tej samej krzywej pęku, wtedy oba pęki promieni będą 
rzutowemi; stąd: stosunek anharmoniczny czte- 
rech stycznych do czterech krzywych pęku 
w jednym punkcie podstawowym jest taki sam, 
jak takiż stosunek anharmoniczny czterech 
stycznych w każdym innym punkcie. Ztego po- 
wodu możemy ten stosunek nazwać stosunkiem anhar- 
monicznym czterech stycznych pęku. 

Pomiędzy krzywemi pęku, które dotykają się wszystkie 
w punkcie podstawowym P, jest jedna taka, dla której punkt P 
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jest punktem przegięcia, i inna taka, dla której ten punkt P jest 
podwójnym. 

Pomiędzy krzywemi pęku, którego jeden punkt podstawo- 
P jest punktem podwójnym dla wszystkich krzywych (o stycz- 
nych różnych i zmiennych od krzywej do krzywej), są dwie ta- 
kie, dla których punkt P jest ostrzem; jeżeli jedna ze stycznych 
jest wspólna wszystkim krzywym, wtedy istnieje jedna tylko 
krzywa, dla której ten punkt jest ostrzem; a jeżeli obie styczne 
są stałemi, wtedy istnieje jedna krzywa pęku, dla której punkt 4 
jest punktem potrójnym. 

W pękujestwogólności 3(u—l) krzywych 
opunktach podwójnych. 

Twierdzenie to ulega zmianom, gdy krzywe pęku mają pun- 
kty wielokrotne różnej natury (Patrz Cremona, Introduzione 
etc. i Annali di mat. VII, 1864). 

Jeżeli ac=0, b, =0, cz=0 są równaniami trzech 
krzywych, to warunkiem nato, abytekrzywe 
należały do jednego pęku, jest, by jakobian 
tych równań, t.j. 


(abc) Gl" go 


był tożsamośicowo zerem (Patrz Gordan-Noether 
Math. Ann. X). 

Jeżeli z punktu O poprowadzimy styczne do wszystkich 
krzywych pęku, to punkty styczności leżeć będą na krzywej 
rzędu 2n — 1, przechodzącej przez punkt 0 i przez n? punktów 
podstawowych pęku. 

Punkty podwójne krzywych pęku mają tę samą prostą bie- 
gunową względem wszystkich krzywych tegoż pęku. 

Miejscem punktu, w którym dotykają się 
dwie krzywe (a więc i nieskończenie wiele krzywych) sieci 
jest krzywa rzędu 3(n—1), która nazywa się 
krzywą Hessego, albo też krzywą Jacobiego 
sieci. Przy pomocy zwykłych znakowań symbolicznych rów- 
nanie tej krzywej przedstawia się w ten sposób: 


(abc) az bz "cz =o. 
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Jest to kombinant układu trzech krzywych zasadniczych 
uważanej sieci; inaczej mówiąc, pierwsza strona tego równania, 
po podstawieniu, zamiast jednej z trzech krzywych, kombinacyi 
ich liniowej, zmienia się tylko o czynnik stały. 

Krzywa Hessego sieci jest miejscem punktów 
podwójnych krzywych sieci, alboinaczej: miejscem 
punktów, których proste biegunowewzględem krzy- 
wych siecispotykająsię wjednym punkcie. 

Miejsce punktów, w których spotykają się pro- 
ste biegunowe wszystkich punktów krzywej Hes- 
sego względem krzywych sieci, nazywa się krzywą 
Steinera sieci;obwiednia zaś prostych, łączących 
odpowiadające sobie punkty w krzywej Hessego, 
i wkrzywej Steinera, nazywa się krzywą Cayley'a 
sieci. 

Krzywa Steinera jest rzędu 3(n—1l)?, krzywa 
Cayley'a klasy Bn(n—1). 


Jeżeli rozważać będziemy sieć biegunowych pierwszych 
względem krzywej danej, to krzywa Hessego, Steinera i Cauley'a 
stają się odpowiednio krzywą Hessego, Steinera i Cayley'a dla 
krzywej danej zasadniczej (patrz $ 2). 


Do tych krzywych stosuje się następująca ta- 
blica: 


0 
(Gru) (I—u) a 


(g —u2) (1—u) 8I 


m 

UP 
t = 
Ą (Hug —cu9)(8—uq)(T—u) r 

> 
E A 
kS (g - ug) (r—ugy | 
5 I 

[= 
(1—u) ug 


(9—ug) (1—u) g 


toas uiojlirgzumiziy 
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(q—u$5) (1—u) 6 
(8—u£--;ug) (—u) (T—u) > 
(5—u) (Tu) ZT 


(Tr —ug— tę) (2—u)(T—u) a 


(q—ug) (5 —ug) c: 


(T—v) ug 
r(T—u) g 


"10018 RIOUTOJgS EMAZAJY 


(q—ug) (Tu) 6 'Sozad'qund “ 


C 
LG 


0 = * Azaąso * 


(g—ug) (2—u) (1 —u) u ‘apod 'zokjg “ 


0 ‘apod 'qund 'qzoqr 


(0—ug) (p ug) > o + + farzpoa 


(7—uę) (I-u)g * ' * + ase 
(r=ug * * * * * vfza 


"pars ośorqootf qq odossoq tmAiziy 
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Jeżeli krzywe sieci mają jeden punkt wspólny, wtedy 
jedna z nich ma punkt podwójny, a te, które w tym punkcie do- 
tykają prostej danej, tworzą pęk. Krzywa Hessego przechodzi 
przez tenże punkt i ma tu punkt podwójny ze stycznemi zlewają- 
cemi się ze stycznemi do krzywej. która ma tu punkt podwójny. 

Jeżeli wszystkie krzywe sieci mają punkt wspólny i w nim 
tęż samą styczną, wtedy istnieje tu pęk krzywych, mających 
w tym punkcie punkt podwójny i dwie krzywe, mające tu ostrze. 
Krzywa Hessego ma tu punkt potrójny, a dwie ze stycznych 
w punkcie potrójnym zlewają się ze styczną wspólną. 

Jeżeli wszystkie krzywe sieci mają w punkcie stałym punkt 
wielokrotny rzędu n-tego, wtedy krzywa Hessego ma tu punkt 
wielokrotny rzędu 3 (r — 1). 

Każdej krzywej sieci, mającej dwa punkty podwójne, od- 
powiada punkt podwójny w krzywej Steinera, stąd w sieci 
ogólnej jest 


= (n— 1) (n—2) (Bx? — 3n — 11), 
krzywych z punktami podwójnemi. 
Podobnież w sieci ogólnej jest 
12 (n— 1) (n— 2) 
krzywych, mających ostrze, 


D (n—1) (n—2) (3n*-FBn—8) 


pęków krzywych, mających dwie styczności; wre- 
szcie 


3 (n — 1) (4n —5) 


pęków krzywych, mających styczność rzędu 2-go 
(t. j. trzy punkty nieskończenie blizkie). 

Wszystkie liczby powyższe ulegają zmianom, gdy sieć ma 
punkty podstawowe, pojedyńcze lub wielokrotne, t. j. punkty, 
przez które przechodzą wszystkie krzywe sieci. 
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Sieć, w której wszystkie krzywe spotykają każda każdą 
w jednym punkcie ruchomym, nazywa się siecią homaloi- 
dalną. 

Wszystkie krzywe sieci homaloidalnej są ro- 
dzaju zero. 

Jeżeli o,0ą..,..0: oznaczają welokrotności kolej- 
nych punktów podstawowych sieci homalo1dalnej, 
wtedy mamy związki: 

s s 


o.(0,—1) n—1) (n- 2 
No? =j]; p LAI ie AA Bam A 


p" 1 


s s 


(0-1 n (n--3) z 
Pe. SE 5; Me =3(n—1) 


1 1 


Niechaj będą trzy krzywe rządów nį, ną, ną; możemy utwo- 
rzyć krzywe spółzmienne, odnoszące się do tego układ układu 
trzech krzywych i analogiczne z krzywemi Jacobi'ego 
iSteinera dla sieci (t.j. gdy m "na = n, =). 

Krzywa Jacobiegoukładutrzechkrzywych jest 
krzywą rzędu n; +n, +}+n;—3, stanowiącą miejsce 
punktów, których proste biegunowe względem 
trzech krzywych schodzą się w jednym punkcie. 

Miejscemtegoostatniego punktu jest krzywa, 
która w przypadku rzędów równych stajesię krzywą 
Steinera sieci, idlategonazwiemy ją krzywą Stei- 
nera układu trzech krzywych; krzywa tajestrzędu 


NNa F Nna A ngn, — 2 (m -- n + na) -+ 38. 


Krzywa Jacobiego układu trzech krzywych jest miejscem pun- 
któw, w których przecinają się biegunowe pierwsze tego samego 
punktu względem trzech punktów danych. 

Jeżeli trzy krzywe mają wszystkie razem 
punkty wspólne, wtedy przez pnnkt ten prze- 
chodzi tak krzywa Jacobiego jak i krzywa Stei- 
nera. 
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Krzywa Jacobiego przechodziteż przezpunkty 
podwójne krzywych danych. 


'Teoryę liniowych układów linij krzywych badano w ostat- 
nich czasach w wielu kierunkach, gdyż wiąże się ona z różnemi teo- 
ryami geometrycznemi, jak: przekształcenie dwujednoznaczne, od- 
wzorowanie powierzchni na płaszczyźnie i t. zw. geometrya grup pun- 
któw na krzywej algebraicznej. 


O dwu pękach linij krzywych, uważanych wodpowiedniości 
rzutowej,mamy ważne twierdzenie: Każda krzywa al- 
gebraiczna może być uważana jako miej- 
sce punktów przecięcia odpowiadających 
sobie krzywych dwóch pęków rzutowych. 

Twierdzenie to wypowiedział i udowodnił Ohasles dla 
krzywych rzędu 3-go (Compt. rend. XLI, 1853); ogólnie dowiódł 
go De Jonquières (Mem. de Acad. des sciences, XVI, 
1858). 

Twierdzenie to jest uogólnieniem two- 
rzenia rzutowego stożkowych. 


Z prac o układach liniowych prócz „Introduzione* Cremony 
wymieniamy; De Jonquières (Math. Ann, I), Caporali (Collect, 
Math, 1881), Jung (Amali di math. XV, XVI), Guceia (Rend, Paler- 
mo, VII) i t. d. Należą tu także wszystkie badania o grupach pun- 
któw na krzywej, o czem mowa niżej, Osobliwości krzywej Jaco- 
bi'ego układu trzech krzywych badał Gerbaldi (Rend. Palermo 
VIIL). 


$ 4. 
Grupy punktów na krzywej algebraicznej. 
W t.zw. geometryi na krzywej algebra- 


icznej badamy własności grup punktów na krzywej zasa- 
dniczej rzędu n-tego, powstających przy przecięciu krzywej ukła- 
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dami innych krzywych jakiegokolwiek rzędu, a specyalnie ukla- 
dami liniowemi, t. j. gdy ich równania zawierają li- 
niow o parametry zmienne. 

Jeżeli krzywa zasadnicza jest prostą, wtedy te grupy pun- 
któw stanowią inwolucyę rzędu wyższego, o któ- 
rej była mowa w $ 2 Rozdz. II-go. 

Wykład tej teoryi poprzedzimy podaniem kilku twierdzeń 
o punktach przecięcia dwu krzywych. 

Krzywą zasadniczą f rzędu n-tego przetnijmy krzy- 
wą p rzędu ni-tego, przechodzącą przez ô punktów osobliwych 
pierwszej z nich (w liczbie ô liczymy ile razy przechodzi krzy- 
wa p przez punkt osobliwy krzywej f). Punkty przecięcia 
dwu krzywych nie są od siebie niezależne: niektóre z nich 
są wyznaczone przez inne. Jeżeli k jest liczbą punk- 
tów przecięcia dwu krzywych, wyznaczo- 
nych przez wszystkie pozostałe, wtedy 
mamy następujące nierówności zasadnicze: 

Jeżeli m <n—2, wtedy k <mn -- RZA! — ô 
(nm —1) (n=m—2) | | 
2 1 


(n— 1) (m—2) 
E "wio 


ô- 


__ (n—1) (n—2) 
= 


jeżeli zaś m > n—2, wtedy k< ô 


Krzywą dołączoną nazywamy krzywą, przecho- 
dzącą r—l razy przez każdy punkt r-krotny krzywej f; stąd, 
jeżeli / nie ma innych punktów wielokrotnych, prócz punktów 
podwójnych i ostrzy, wtedy krzywa dołączona podlega tylko wa- 
runkowi, aby przechodziła pojedyńczo przez każdy punkt 
podwójny lub przez ostrze krzywej f. 

Niechaj o będzie krzywą dołączoną rzędu 
m-tego. 

Wtedy—jeżeli przez k rozumiemy licz- 
bę punktów przecięcia krzywych /iq(z po- 
między mm punktów przecięcia), wyznaczonych przez 
punkty pozostałe—zachodzą nierówności 
(p oznacza rodzaj krzywej í): 


m A 
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—m --1) (1—m—2 
głym<n=2, kp- PON 
a MZN=DL, kp. 


Godnem jest uwagi, że w drugim przypad- 
kuliczbak nie zależy wcale od rzędu m krzy- 
wej przecinającej; w pierwszym zaś przypad- 
ku gdy m=n—3, mamy k<p—l. 

Jeżeli krzywa 9 jest krzywą dołączoną, wtedy w równaniu 
jej występuje liniowo pewna liczba parametrów dowolnych 
w ten sposób, że zmieniając te parametry, otrzymujemy układ 
lniowy. 

Niechaj Q będzie liczbą punktów ruchomych przecię- 
cia krzywych fig, t.j. punktów przecięcia zmieniających się 
wraz z krzywą g; jeżeli k z tych punktów wyznacza się z pozo- 
stałych Q—k, to liczba tych punktów, które na krzywej f mo- 
żemy obrać dowolnie, wynosi Q—k=9; liczbę q nazwiemy 
wielokrotnością układu Q punktów, gdyż będzie 
oo? grup po Q punktów, które na krzywej f wyznaczają krzywe 
gatunku g. Liczba q jest liczbą parametrów do- 
wolnych, zachodzących liniowo w równaniu 
krzywej p. Twierdzenie powyższe daje wtedy: 
gdy m X n—3, jestq> Q—p + Po" 
m >> n—38, n 4>4—P. 


Te wzory można napisać w innej postaci, która służy 
do przedstawienia granicy wyższej dla liczby Q, gdy 
znana jest wielokrotność q układu. Można powiedzieć, że 


gdy m=n—3, jest QK9+p—l 
» m > n—B, n 9 <a +r. 


Brilli Noether (Matb. Ann. VII) znaleźli granicę 
niższą dla Q; jest mianowicie zawsze: 


(Qtr 1) 
s>- gba " 
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Nadto, jeżeli położymy : 
0F1) — U aa da e = r. 


to można powiedzieć, że istnieje co” układów 
oQpunktachio wielokrotności q. 

Jeżeli r=0, to liczba tych układów jest 
skończonai równa się: 


>| EG PRZ NOA (p—1—Q-F4!! p! 
2!8!...(2q1-7—0Q)! 


(Castelnuovo, Lincei 1889). 
Dlaq=lliczbata równa się: 


— p! 
QH)! (p—Q--2)! 
(Brill-Nóther Math. Ann. V). 


Przez symbol (4 oznaczmy grupę układu liniowego 
o Q punktach i o wielokrotności 4, przez symbol gù — cały układ 
takich grup. 

Jeżeli 4>>2p--2, wtedy jest ściśle q=Q— p. 

Jeżeli Q==2p—2 wtedy q=p—l, albo p—2 
(przypadek układu niespecyalnego patrz niżej). 

Jeżeli / jest krzywą nierozkładalną, wte- 
dy istniejep krzywych dołączonych, liniowo 
niezależnych rzędu n—3, które z krzywą fnie 
mająinnych punktów wspólnych, prócz pun- 
któw wielokrotnych. Jeżeli frozkłada się na 
k czynników, wtedy istnieje p--k—1l krzywych 
dołączonych liniowo-niezależnych rzędu n—3. 
(Christoffel, Annali di mat. X.) 

Krzywe dołączone rzędu n—3 przecinają krzywą zasadni- 
czą f w 2p—2 punktach (jeżeli wyłączymy punkty osobliwe sta- 
łe). Otóż istnieje następujące ważne twierdzenie: 

Każdy układ liniowo 4-krotnie nieskoń- 
czonyo Qpunktach może być zawsze wycię- 
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ty na krzywej zasadniczej f przez układ krzy- 
wych dołączonych rzędu n—3, o ile tylko 
9>0—p-1. Warunekten wyłącza (na zasadzie 
twierdzenia już podanego), aby było Q>2p — 2. 

W szczególności: 


Jeżeli pęk(=1) krzywych dołączonych ma 
pprzecięć ruchomych z krzywą f, wtedy każda 
grupa takich p punktów leży na krzywej do- 
łączonej rzędu n—3. 

Grupa Q punktów, przez które przechodzi co najmniej je- 
dna krzywa dołączona rzędu n--3, nazywa się grupą Spe- 
cyalną; układ, do którego ta grupa należy, nazywa się 
układem specyalnym. 

Układ gh,» nazywa się układem kanonicznym 
Układ ten nie ma punktów stałych i jest jedynym. 

Jednem z twierdzeń zasadniczych w teoryi, o której obec- 
nie mówimy, jest tak zwane twierdzenie o reszcie 
(Bestsatz), które pokazuje w pewien sposób, że grupy punktów 
na krzywej można rozważać jako coś niezależnego od krzywych 
przecinających. 

Dwie grupy punktów Go, Œo, nazywają się spółresz- 
towemi (kerezydualnemi), jeżeli istnieje inna grupa Gz taka, 
że dwie grupy Gqi @r przedstawiają wszystkie przecięcia ru- 
chome (z wyłączeniem punktów osobliwych) krzywej dołączonej 
do krzywej f, i jeżeli grupy Gqi Gr przedstawiają wszystkie 
przecięcia ruchome innej krzywej dołączonej. Dwie grupy Gę 
i Gr nazywają się wzajemnie-resztowemi. 

Twierdzenieo reszcie brzmi: 

Jeżeli grupy Go i tę są spółresztowemi 
względem grupy Gy, to będą także spółresz- 
towemi względem każdej innej grupy Gr, któ- 
rerazem zniemitworzy układ zupełny prze- 
cięć ruchomych jakiejkolwiek innej krzy- 
wej zkrzywą f. Innemisłowy: własność dwu grup 
punktów, wyrażająca ich spółresztowość, jest 
niezależna od grupy punktów resztowej dla obu, 
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t.j- niezależna od krzywych, przecinających, 
wyznaczających na krzywej f grupy punktów. 
Albo jeszcze inaczej: jeżeli przez grupę Gę punk- 
tów przesuniemy krzywą dolączoną, przeci- 
nającą krzywą f wedługgrupy Gp, wtedy gru- 
PY Ge i Gętworzyć będą układ zupełny prze- 
cięć ruchomych krzywej dołączonej z krzywą f. 

Twierdzenie to, uważane algebraicznie, znajdujemy w pracy 
Brilla-Nóthera (Gottig Nachr. 1883 i Math. Ann. VII), ale 
początek jego tkwi w pracy Abela o całkach przestępnych (patrz 
odnośny rozdział w T. 1 „Repertoryum*). 


Niechaj będzie grupa punktów Q, należą- 
ca doukładuliniowegogąi niechaj t=r+1 be- 
dzie liczbą krzywych dołączonych liniowo- 
niezależnych rzędu n—8, przechodzących przez 
punkty Q, wtedy wielokrotność qą wyraża się 
wzorem: 


1=5%—prr+l. 


Jest to twierdzenie zwane twierdzeniem Riemanna- 
Rocha (Crelle LXIV); odkryto je przy badaniu teoryi funkcyj 
algebraicznych (patrz „Repertoryum* t. I, str. 339. Liczba r 
przedstawia w niem liczbę parametrów nie- 
jednorodnych zachodzących wrównaniu ogól- 
nem krzywej dołączonej rzędu n—3, przecho- 
dzącej przez punkty Q; daje ono wielokrot- 
ność układu takich krzywych. Dla układu 
ogólnego (niespecyalnego) jest r+-1—=0. 

Twierdzenie Riemanna-Rocha można przedstawić w postaci 
następującej, której nadajemy nazwę twierdzenia o wza- 
jemności Brillai Nóthera (tak nazwałje Klein): 

Krzywa dołączona rzędu n—3 przecina 
krzywą fw 2p--2 punktach, które dzielą się 
nadwiegrupyo Qikpunktach (Q+ E=2p— 2). 
Grupa pierwszych Q punktów należy do ukła- 
du niowegoowielokrotności4; grupa dru- 
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gich Rpunktów należy do układu liniowego 
wielokrotności r, przyczem sprawdzają się 
związki: 


q—r = Q0—p+ 1: r—q = R—p +1. 


Z twierdzenia Riemanna-Rocha wypływa następujące, 
zwane twierdzeniem Clifforda (Phil. Trans. 1878). 

Jeżeli układ gą jest specyalnym (t.j. jeżeli 
odpowiadająca mu liczba r+-1 jest większa od 
zera) wtedy być musi Q>24. 

W układzie liniowym g% istnieją pewne grupy punktów Q, 
należące do układu, mające dwa lub więcej punktów zlewają- 
cych się; te punkty nazywamy punktami wielokrot- 
nemi układu. 

Liczbę punktów (9--1)-krotnych, należą- 
cych doukładu, wyraża wzór 


(9-F 1)(079p—9). 


Patrz Brill, Math. Am. iV; Clebsch-Lindemann, 
„Geometrie*. Pytaniami tego rodzaju zajmowali się: De Jonquie- 
res (Crelle LXVI), Cayley (Phil. Trans. CLVII) i inni. 


W układzie g*:', t. j w układzie wszyst- 
kich grup punktów na krzywej /, powstałych 
zprzecięcia jej wszystkiemi krzywemi dołą- 
czonemi rzędu n—3, istnieje w ogóle skończona 
liczba grup o p—l punktach—każdy z nich liezo- 
ny jest dwa razy; liczba ta wynosi 27— (27 — 1). 
Grupy teodpowiadają krzywym dołączonym 
rzędu n—38, stycznym do krzywej f w każdym punk- 
ciespotkania z tą krzywą. 

Istnieje 2— (2+1) krzywych dołączonych 
rzędu n—2, stycznych do krzywej f wp punk- 
tach. 

Krzywa /f może być wszakże taka, iż grup 
rzeczonych może być w niej nieskończenie 
wiele, a mianowicie oo”! (m=2,3...). 

Paso 1 Rep. IL. 14 
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Badaniem takich układów, ważnem dla teoryi funkcyj ebelo- 
wych, zajmowali się pierwsi: Weber (Math. Ann. XII i Kraus 
(tamże XVI). 


Naturę krzywych f w przypadku nieskończonej liczby ta- 
kich grup określają następujące twierdzenia Krausa: 

Typem krzywej/, posiadającej oo! grupop—l 
punktach, w których krzywa dołączona rzędu 
n—3 jest do niej styczna, jest, gdy p>8, krzywarzędu 
p+1, mająca punkt taki, w którym dotyka samej 


(p—4) (P-L) 
5 P 


siebie (punkt samostyczności), oraz un- 


któw podwójnych, położonych na krzywej 
rzędu p—4. Gdy p=3, mamy wtedy krzywą frzę- 
du piątego z punktem potrójnym. 

Typem krzywej f, na której istnieje układ 
œo? grup o p—l punktach takich, o jakich mowa 

"=" . (p—1p—6) 
wyżej, jest krzywa rzędu p—l, mająca GEJ Gewa 
punktów podwójnych, położonych na krzywej 
dołączonej rzędup—6. Najmniejszym rodza- 
jem dla krzywej w mowie będącej jest p=6. 

Typem krzywej zukładem 0”-!(m—>3) grup 
punktów, o jakich mowa, jest krzywa rzędu 


EP | 
p-—m--2, mająca ARÓW. punktów podwój- 


nych, położonych na krzywej dołączonej rzę- 
dup—m--3, która dotyka krzywej zasadniczej 
jeszcze w m—3 innych punktach. Najmniejszą 
wartością dlap w przypadku m=4 jest p=q. 
Istnienie takich układów grup odpowiada istnieniu funk- 
cyj %, które znikają wraz ze wszystkiemi swojemi pochodnemi 
dla argumentu zero; w szczegóły wdawać się tu nie będziemy 
i odsyłamy czytelnika do cytowanej pracy Webera. 
Punkty styczności w liczbie (p—1)--(p—1) 
==$7—2 dwu krzywych dołączonych stycznych 
rzędu n—3, należących dotego samego ukła- 
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du leżą nainnej takiej krzywej dołączonej 
rzędu m—3 (Tw. Webera). 

Wypływa stąd istnienie pewnych zależności kwa- 
dratowych tożsamościowych pomiędzy stronami 
pierwszemi równań dwu krzywych dołączonych rzędu n— 3. 

Ważną kategoryę krzywych stanowią krzywe, zwane h y- 
pereliptycznemi. Ze stanowiska teoryi grup punktów 
określamy te krzywe, jako posiadające układ g,!. 

W układzie gł istnieje 2p--2 par punktów 
zlewających się. 

W krzywej hypereliptycznej punkty te są 
rozmieszczone parami w ten sposób, że każda 
krzywadołączona rzędu n—3, przechodząca 
przezjeden z punktów pary, przechodzi ko- 
niecznie i przez punkt drugi. 

Ważne znaczenie w zajmującej nasteoryioraz rozmaite zasto- 
sowania posiada wzór, nazwany wzorem odpowiednio- 
ści (Corespondenzformel) Oayley'a i Brilla, będący uogól- 
nieniem wzoru ©hasles'a, o którym była mowa w § 2 Roz- 
działu I. Niechaj będzie związek: 


p (24, Ta, Ty, Yi; Ya; Ys) 


stopnia r względem spółrzędnych z, stopnia s względem spół- 
rzędnych y. Jeżeli damy sobie punkt (x), to związek ten okre- 
śli krzywą na płaszczyźnie, przecinającą krzywą zasadniczą f 
w ns punktach; a jeżeli damy sobie punkt (y), to związek określi 
nam krzywą, która przetnie krzywą f w ns punktach. Wybierz- 
my punkty (z) i (y) na krzywej f. Zmieniając punkt (z) na krzy- 
wej /, otrzymamy na niej szereg grup o ns punktach, a zmie- 
niając (y), otrzymamy na krzywej f szereg grup o nr punktach. 
Mamy zatem odpowiedniość pomiędzy dwoma 
szeregami grup punktów na krzywej /. Wzór, 
o którym mówimy, daje nam liczbę punktów zjedno- 
czonych tej odpowiedniości. 

Przyjmijmy, że jednemu punktowi (x) odpowiada 8 pun- 
któw ty). danych przez przecięcie krzywej szeregu drugiego 
z krzywą f; że ta krzywa spotyka nadto krzywą f w y punktach 
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zlewających się z punktem (w); oraz że jednemu punktowi (y) 
odpowiada a punktów, danych przez przecięcie z krzywą f krzy- 
wej szeregu drugiego. Ta krzywa szerego drugiego powinna 
przejsć jeszcze y razy przez punkty (yi, a liczbę punktów 
(w, zlewających się z odpowiadającemi im 
punktami ty) daje wyrażenie: 


a + 6 + 2yp. 


Jeżeli p=0 (t.j. jeżeli f jest krzywą wymierną), wtedy 
wzór ten redukuje się do wzoru Chasles'a. 

Punkty zlewające się tworzą zawszeukład 
zupełny przecięć krzywej/fzinną krzywą. 


Powyższe twierdzenie podał poraz pierwszy Cayley (Compt. 
rend. LXH, Proc. Lond. Math. Soc. I), dowód zaś podał Brill (Math. 
Am. VI, VH, XXXI; patrz także Junker Dissert. Tybinga 1889). 
Inne dowody dali: Schubert (Calcul der abzihl. Geom. $ 18). 
Bo bek (Wien. Acad. XCHIy, Lindemann (Crelle, LXXXIV), 
Hurwitz (Math. Ann. XXVHI), Zeuthen (Math. Am. XL), 
Segre (Annali di mat. XXH, $ 12). Niektórzy autorowie (jak np. 
Hurwitz) podali twierdzenie jeszcze ogólniejsze. Porów. osobny 
paragraf. poświęcony temu twierdzeniu w „(reometryi* Ulebse ha- 
Lindemanna. 

Geometryę grup punktów na krzywej utworzył, —rzećc można— 
Riemann. który rozważał ją—co w istocie rzeczy wychodzi na je- 
dno—z punktu widzenia tzoryi funkeyj algebraicznych (patrz „Reper- 
toryum“ t. I, Rozdz. XV): Później teorya ta rozwijała się w różnych 
kierunkach. Kierunek, który możnaby nazwać funkcyjnym 
(lub teoretyczno-tfunkcyjnym), bierze początek od Riemanna oraz 
w licznych pracach o całkach abelowych: kierunek algebraicz- 
no-geometryczny rozpoczyna się od rozprawy podstawowej 
Brilla-Noe thera (Math. Ann. VII); mamy wreszcie kierunek alge- 
braiczno-arytmetyczny Kroneckera, Dedekinda, 
Webera. W ostatnich czasach przybył jeszcze kierunek ge o me- 
tryczny czysty, o którym można powziąć wyobrażenie z nowej 
pracy Segrego (Annali di mat. XXH). 
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Teorya grup punktów jest wielce ważna w badaniu przekształ- 
cenia dwujednoznacznego krzywych płaskich (patrz niżej), gdyż dla 
tego przekształcenia własności grup mają cechy niezmiennicze. 

Dla krótkości nie wymieniamy tu licznych innych prac Noe- 
thera, Brillait.d. Kipper, Bobek. Amodeo (patrz 
Lincei 1893, Annali di mat. XXI, XXIV, Ace. Nap. 1896) badali 
krzywe zwane /-gonalnemi; są to krzywe, posiadające szereg liniowy 
gy! i nie mające szeregu liniowego jednokrotnie nieskończonego stop- 
nia niższego; krzywe hypereliptyczne są ich szczególnym przypad- 
kiem. Oczywiście, każda krzywa jest k-gonalną, o ile k ma wartość 
odpowiednią. Teorya, o której mówimy, jest traktowana metodą al- 
gebraiczną w nowej pracy Bertiniego (Ann. di mat. XXII), 
Wskazówki, dotyczące tego przedmiotu, znaleść można w pracy histo- 
rycznej Brilla-Noethera, ogłoszonej w Jahresber. d. Deutschen 
M., V, HI, 1892—1893. 


§ 5. 


Przekształcenia dwujednoznaczne płaszczyzny lub krzywych płaskich, 
Przekształcenia wielokrotne. 


Połóżmy: 
(1) M = f; (Zis Pa, y) (i = L 2, 3) 
Znak = jest tu znakiem proporcyonalności: w istocie tedy związ- 
ków jest dwa a nie trzy; f,—są funkcyami wymiernemi całkowi- 
temi stopnia n-tego względem 2;, z, s:, bez czynnika wspólnego. 
Przyjmijmy, że rozwiązując równania (1), otrzymujemy związki: 


(2) Zi = Qi (4, Ty, 13), (ż=1, 2,3) 


w którym g; są także funkcyami wymiernemi całkowitemi. Mó- 
wimy wtedy, że równania (1) określają przekształcenie 
dwuwymierne albo dwujednoznacznepłaskie 
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w tem znaczeniu, że przez nie dwie płaszczyzny (płaszczy- 
zna ri płaszczyzna y, które mogą być także nałożonemi) odpo- 
wiadają sobie w ten sposób: iż punktowi jednej znich 
Gdpowiada jeden i tylko jeden punkt dru- 
giej,iodwrotnie. 

Przekształcenie takie nazywa się także przekształ- 
ceniem Cremony (kremoniańskiem) od nazwiska uczo- 
nego, który po raz pierwszy przedstawił teoryę tego przekształ- 
cenia w całej ogólności. 

Pierwsza własność zasadnicza tego podstawienia jest nastę- 
pująca: 

Stopień funkcyj g, powinien być taki 
sam, jak stopień funkcyj fi. 

Dalej: 

Aby przekształcenie było dwujednoznacz- 
nem, jest koniecznem, by sieć, utworzona 
ztrzech krzywych fñ =0, f, =0, /,=0, miała n*—1 
punktów stałych (punktów zasadniczych przekształcenia). 
Sieć taka nazywa się, jak wiemy, homaloidalną. 

Toż samo oczywiście stosuje się do sieci 
trzech krzywych gr=0. 

Krzywe f;,=0ig,=0 powinny byćwszyst- 
kierodzaju zero, a ich punkty wielokrotne 
powinny znajdować się pomiędzy punktami 
zasadniczemi przekształcenia. 

Niechaj pomiędzy n*—1 punktami zasadniczemi przekształ- 
cenia będzie a, punktów pojedyńczych dla wszystkich krzy- 
wych, a,—punktów podwójnych, ..... a„—1 punktów n—1-krot- 
nych dla wszystkich krzywych; wtedy pomiędzyliczba- 
mi a zachodzą trzy związki następujące, z któ- 
rych każdy jest wynikiem dwóch innych: 


a + ta; + Ja; +... + (m? — 1) arı = n? — 1, 
as + 3a, H... — = (n—1) (n—2) aaa = Z (n—1) (n--2), 


a, --304--6a, +... + > n (n—l1) an == a n (n+3) 2, 
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Dawszy sobie wartość n, możemy z tych wzorów znaleść 
wartości możliwe dla liczb a; do tego celu służą tablice, uło- 
żone przez Oremonęi Cayley'a. 

Punkt zasadniczy k-krotny dla wszystkich krzywych prze- 
kształcenia nazywa się punktem zasadniczym rzę- 
du k-tego. 

Wzory powyższe utrzymują się, jeżeli krzywe f(ig) nie 
mają stycznych wspólnych w punktach zasadniczych. 

Punktowi zasadniczemu rzędu k-go na jed- 
nej płaszczyżnieodpowiada na drugiej krzy- 
warzędułkirodzajuzero(krzywa zasadnicza 
k-ta) 

Krzywe zasadnicze płaszczyzny ma.» 
ją punkty wielokrotne w punktach zasa- 
duiczych tejże płaszczyzny i tylko wtych 
punktach się przecinają. 

Krzywa zasadnicza k-ta przechodzi przez 
punkt zasadniczy rzęduhrazy am, gdzie © 
jest zarazem liczbą wyrażającą, ile razy 
krzywazasadniczarzędu k przechodzi przez 
punkt zasadniczy rzędu k. Jesttedy an= au s 
nadto wyznacznik |ay|=+». 

Krzywa zasadnicza przechodzi 8k—1 razy 
przezpunktzasadniczy rzędu k. 

Jeżeli a; oznacza, jak wyżej, liczbę pun- 
któw zasadniczych rzędużdla jednej z płasz- 
czyzn, liczbę analogiczną dla drugiej, wte- 
dy Ba;=28, aliczby 8 różnią się odlieczba 
tylko porządkiem (Tw. Cremony). 

Samatrzechliczbrzędowych trzech pun- 
któw zasadniczych rzędu najwyższego jest 
zawsze większaod a. 

Wielce ważnem jest twierdzenie następujące: 

Każde przekształcenie kremoniańskie 
można zastąpić skończoną liczbą przekształ- 
ceń kwadratowych, których trzema punkta- 
mizasadniczemisątrzy punkty zasadnicze 
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wotnego. 

Twierdzenie to podali: Clifford (patrz Cayley. Proce. of 
the Lond. math. Soc. HI), Noether (Math. Ann. III, V), Rosa- 
nes (Crelle, LXXIII) 


Namocy przeksztalcenia kwadratowego (n=2), 
prostym na jednej płaszczyżnie odpowiada- 
jąnadrugiej stożkowe, przechodzące przez 
trzy punkty stałe: punktowi przecięcia dwu 
prostych odpowiada czwarty punkt przecię- 
ciaodpowiednichstożkowych. 

Równania przekształcenia kwadratowe- 
go dają się zawsze sprowadzić do postaci 
(Tw. Cayleya): 


NY = ŁY = B Yz. 


Umieśćmy dwa punkty zasadnicze w dwóch punktach ko- 
łowych płaszczyzny, trzeci zaś w początku spółrzędnych karte- 
zyańskich: otrzymamy wtedy przekształcenie zwane prze- 
kształceniem przez promienie wodzące od- 
wrotne lub przez inwersyę (odwrócenie); niektórzy 
nazywają inwersyą przekształcenie kwadratowe ogólne. 

Przekształcenie kwadratowe sprawia, iż 
krzywej rzędum-tego, przechodzącej k,, ką, ką 
razyprzeztrzy punkty zasadnicze, odpowia- 
da krzywa rzędu 2m— k —k,—k,, przechodząca 
razy m—(k;--kg), m—(k,--k,), m (k,--ks) przez punkty 
zasadnicze własnej płaszczyzny. 

Przekształcenie rzędu n-tego sprawia, że 
krzywej rzędu m-tego, przechodzącej I, razy 
przez punkt zasadniczy rzędu, odpowia- 
da krzywa rzędu u=nm— r,l, przechodząca 
lr =M — Erag razy przez punkt zasadniczy 
rzędu s; (znaczenie liczb a, podaliśmy wyżej na str. 214). 
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Jeżeli chcemy, aby przekształcenie było dwujedno- 
znacznem nie dla całej płaszczyzny, lecz tylko dla pun- 
któw dwóch odpowiadających sobie krzy- 
wych Fi F’, wtedy nie jest koniecznem, aby sieć przekształ - 
cenia była homaloidalną. Trzeba wszakże, aby krzy- 
we sieci, które przecinają się w jednym pun- 
kcie krzywej F, nie przecinały się już win- 
nym punkcietejże krzywej, o ile ten drugi 
punkt nie jest punktem zasadniczym,t.j. wspól- 
nym wszystkim krzywym sieci. 

Rodzaj krzywej nie zmienia się w skutek 
przekształcenia dwuwymiernego (Twierdzenie 
Riemanna o zachowaniu rodzaju. 

Krzywa nieprzywiedlna wymierna daje 
się dwunwymiernie przekształcać na prostą. 

Krzywa rodzaju 1 (eliptyczna) może być 
dwuwymiernie przekształcona na krzywą 
rzędu 38-go 

Krzywe dołączone rzędu n— 3 mają własność wielce cieka- 
wą dla przekształcenia dwuwymiernego, mianowicie: 

Jeżeli wskutek przekształcenia dwuwy- 
miernego krzywa F rzędu n-tego przekształca 
się na krzywą F’ rzędu »-tego, wtedy układ 
punktów przecięcia zkrzywemi dołączonemi 
rzędu n—3 krzywej F przekształca się na 
układ punktów przecięcia krzywej F’ z jej 
krzywemi dołączonemi rzędu »-8. 

Rozważmy sieć krzywych rzędu n—3 dołączonych do da- 
nej krzywej F rodzaju p; weżmy punkty podstawowe sieci 
wszystkie na krzywej F i przyjmijmy wreszcie tę sieć za 
podstawę przekształcenia dwuwymiernego krzywej, wtedy 
krzywa F przekształca się na krzywą rzędu 
p+lzpunktami wielokrotnemi równoważnemi 
1p(p—3) punktom podwójnym. Krzywą taką można 
przyjąć zatyp normalny krzywej rodzaju p. 

Jeżeli na krzywej F wybierzemy w sposób specyalny p—3 
punktów podstawowych sieci, wtedy krzywa przekształcona sta- 
nie się krzywą rzędu możliwie najmniejszego, na którą 


218 Rozdział VI. — 5. 


przekształcić się daje krzywa rodzaju p; tym rzędem naj- 
mniejszym jest odpowiednio: 2x--2, jeżeli p=Bx; 
2743, jeżeli p=3x--1; Zx-|-4, jeżeli p==Bx-|-2 (Brill-Noether, 
Math. Ann. VII). 

Z temi zagadnieniami wiąże się zagadnienie o wyznaczeniu 
liczby modułów krzywej rodzaju danego, t. j. liczby tych 
funkcyj spółczynników równania krzywej, które zachowują się 
jak niezmienniki bezwzględne względem jakiego- 
kolwiek przekształcenia dwuwymiernego. Dochodzimy tu do wy- 
niku następującego (Riemann): 

Dla p=0Q, t.j. dla krzywych wymiernych, 
liczba modułów jest zerem; dla p=l, t. j. dla 
krzywych eliptycznych, liczba modułów jest 
1; dla p>l liczba modułów jest 3p—3. 

Ważnem zastosowaniem przekształcenia kremoniańskiego 
płaszczyzny jest tak nazwany rozkład osobliwości. 

Przy pomocy tego przekształcenia można 
z krzywej o punktach wielokrotnych ze zle- 
wającemi się stycznemi otrzymać krzywą, 
nającą tylko osobliwości zwyczajne, t. j. je- 
dynie punkty wielokrotne o stycznych róż- 
nych (Noether, Göth. Nachr. 1871, Math. Ann. IX). Stąd: 
za pomocą przekształceń dwuwymiernych 
krzywa, mająca tylko osobliwości zwyczaj- 
ne,daje się zamienić nakrzywą,mającą tylko 
punkty podwójne. 

Przekształcenia dwawymierne kwadratowe badali jaż Magnus 
(Sammlung von Anfg. Berlin, 1833) i Steiner (Crelle VIII), lecz 
teoryę ogólną tych przekształceń utworzył dopiero Cremona (Acc. 
Bologna, 1863, 1865; Giorn. di Battagłini I, III). Nadto ważnemi są 
tu prace: Cayley'a (Proc, Lond, math. Soc. III, 1870), Rosanesa 
(Crelle, LXXII). Clebsch a (Math, Am. HI), Noethera (tamże V). 
Wykład teoryi przekształceń pomiędzy płaszczyznami oraz pomiędzy 
krzywemi znajdujemy w .,.Geometryi* Clebscha-Lindemanna 

Badano także przekształcenia niedwujednoznaczne (wielo- 
krotne) pomiędzy dwiema płaszczyznami oraz takież przekształ- 
cenia pomiędzy dwiema krzywemi. 
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Zeuthen podał wzór, wyrażający związek pomiędzy ro- 
dzajami dwóch krzywych, będących w odpowiedniości niedwn- 
jednoznacznej (Math. Ann. UI). Niechaj będą dwie krzywe ro- 
dzajów p i p', odpowiadające sobie w ten sposób, że każdemu 
punktowi pierwszej odpowiada m punktów drugiej, każdemu 
punktowi drugiej m punktów pierwszej. Niechaj na pierwszej 
krzywej pomiędzy punktami odpowiadającemi punktom na dru- 
giej, przypada w razy zlanie się dwu punktów; odpowiednią 
liczbą dla krzywej drugiej niechaj będzie u; wzór Zeuthena 
jest: 

A u — u = w (p—l) — 2n (p'—1). 


W przypadku m=m =1 mamy odpowiedniość dwujedno- 
znaczną, i wtedy wypada z niego p=p' (twierdz. Riemanna). 
Pomiędzy odpowiedniościami wielokrotnemi dwu płasz- 
czyzn zawierają się odpowiedniości izogonalne, t. j. takie, 
przy których kąty zachowują się bez zmiany (patrz dzieło 
Holzmiillera, Theorie der isogon. Verwandsch. Lipsk 1888). 


Najważniejszemi pracami o przekształceniach wielokrotnych są 
następujące: Wienera (Math. Ann. IHI) De Paolisa (Mem. Lincei 
1877—8), Noethera (Erlang. Ber. 1878), Junga (Rend. Lincei 
1886, Ist. Lomb. 188), Bertini'ego (Ist. Lomb. 1889). 


ROZDZIAL VHI. 


KRZYWE SZEŚCIŁNNE PŁASKIE. 


$ 1. 


Wiadomości ogółne o krzywych sześciennych płaskich. Punkty 
przegięcia. Punkty stycznościowe. 


Równanie ogólne krzywej rzędu 3-go zawiera jednorodnie 
dziesięć spółczynników, a więc przez dziewięć punktów, 
dowolnie danych na płaszczyżnie,przechodzi 
w ogóle jedna krzywasześcienna. 

Te dziewięć punktów pozostawać mogą wszakże w takiej za- 
leżności wzajemnej, że przez nie przechodzi nieskończenie wiele 
krzywych sześciennych. 

Wszystkie krzywe sześcienne, przecho- 
dzące przez ośm punktów płaszczyzny, prze- 
chodzą też przez punkt dziewiąty, przez tamte 
określony. 

Krzywa sześcienna jest w ogóle krzywą 
klasy szóstej i rodzaju l; maona dziewięć pun- 
któw przegięcia. 

Jeżeli krzywa sześcienna ma punkt po- 
dwójny, wtedy jest rodzaju 0, należy do kla- 
sy 4ej i ma trzy punkty przegięcia na jednej 
prostej; równanie jej w tym razie zależy od 
ośmiu stałych. 
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Jeżeli krzywa sześcienna ma ostrze, wte- 
dy jest rodzaju 0, klasy 3-ej, liczba jej prze- 
gięć jest l; równanie takiej krzywej zależy 
od siedmiu stały ch. 

Prosta, łącząca dwa punkty przegięcia, 
przechodzi zawsze przez trzeci punkt prze- 
gięcia. 

Dziewięć punktów przegięcia laży trój- 
kami na dwunastu prostych; przez każdy punkt 
przecięcia przechodzą cztery takie proste. 

Dziewięć punktów przegięcia nie wszyst- 
kiemogą być rzeczywistemi; najwyżej trzy 
znich są rzeczywiste. 

Cztery proste, przechodzące przez punkt 
przegięcia, tworzą grupę równo-anharmo- 
niczną. 

Powyższe dwanaście prostych tworzą cztery 
trójkiprostych takich, że każda trójka zawiera 
wszystkie dziewięć punktów przegięcia. 

Każdy z trójkątów, którego bokami są proste tej trójki, na- 
zywa się trójkątem przegięcia. 

Przez dziewięć punktów przegięcia krzywej sześciennej 
przechodzi nieskończenie wiele krzywych sześciennych z temiż 
samemi punktami przegięcia; pęk tych wszystkich krzywych 
sześciennych. nazywa się pękiem syzygetycznym. 

Niechaj f=0 będzie równaniem danej krzywej sześciennej, 
H=0 — równaniem należącej do niej krzywej Hessego 
(patrz Rozdz. VW): wtedy równanie pęku syzyge- 
tycznego jest postaci: 


af +a H=. 


Pomiędzy krzywemi tego peku zawierają się także i cztery 
trójkąty przegięcia. 

Stożkowa biegunowa punktu przegięcia rozpada się na 
dwie proste, z których jedna jest styczną przegięcia, druga zaś, 
nosząca nazwę biegunowej harmonicznej pun- 
ktu przegięcia, ma własność taką, że każda prosta prze- 
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sunięta przez punkt przegięcia, przecina ją w punkcie, który jest 
sprzężony harmonicznie z punktem przegięcia względem dwu 
punktów, w których ta prosta przecina krzywą sześcienną. Stąd 
wynika: 

Biegunowa harmoniczna punktu przegięcia przecina krzy- 
wą sześcienną w trzech punktach, które są punktami styczności 
stycznych, poprowadzonych do krzywej sześciennej z punktu 
przegięcia. 

Wszystkie krzywe sześcienne pęku syzygetycznego mają 
też same biegunowe harmoniczne. 

Styczne w dwóch punktach przegięcia spotykają się na 
biegunowej harmonicznej punktu przegięcia, leżącego na jednej 
prostej z dwoma danemi punktami przegięcia. 

Biegunowe harmoniczne trzech punktów przegięcia, leżą- 
cych na jednej prostej. spotykają się w jednym punkcie 

Każdemu punktowi krzywej sześciennej odpowiada inny 
punkt, będący punktem przecięcia krzywej z prostąstyczną do niej 
w punkcie danym. Ten punkt nazywa się punktem stycz- 
nościowym (towarzyszącym) punktu danego. 

Trzy punkty stycznościowe trzech punktów, leżących na 
prostej, leżą także na linii prostej (towarzyszącej). 

Na płaszczyźnie leży prosta (towarzysząca prostej 
w nieskończoności) mająca własność, iż odległość od 
niej punktu na linii krzywej jest w stosunku stalym do iloczynu 
odległości tegoż punktu od trzech asymptot (t.j.stycznych w trzech 
punktach w nieskończoności). 

Cztery punkty styczności czterech stycznych, które z pun- 
ktu P krzywej sześciennej poprowadzić do niej można, tworzą 
czworokąt, mający trzy punkty przekątne, położone na krzywej; 
styczne do krzywej w tych trzech punktach wraz z styczną 
w punkcie P spotykają się w tym samym punkcie krzywej. 

Stosunek anharmoniczny czterech stycz- 
nych, które z punktu krzywej sześciennej 
poprowadzić do niej można, pozostaje sta- 
łym przy przy zmianie tego punktu. Własność 
ta jest bardzo ważną. 
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Przez punkt A krzywej sześciennej po- 
prowadźmy prostą, spotykającą krzywą w dwu 
innych punktach Pi Q, i utwórzmy ezworo- 
kąt zupełny, mający wierzchołki w czterech 
punktach, których punkt A jest punktem stycz- 
nościowym; dwa boki przeciwległe tego czwo- 
rokąta przecinają prostą daną w dwu punktach 
harmonicznie sprzężonych zpunktami Pi Q 
(Twierdzenie Mac aurina). 

Jeżeli punkty stycznościowe trzech punktów 4, B, © znaj- 
dują się na jednej linii prostej, to i punkty 4, B', C', w których 
proste BC, CA, AB przecinają ponownie krzywą, znajdować się 
będą na linii prostej. 

Istnieje nieskończenie wiele wielokątów 
o 2n bokach i 2n wierzchołkach takich, że gdy 
ich wierzchołki leżą nakrzywej sześciennej, 
toich boki parzyste spotykają się wszystkie 
w jednym punkcie 4, boki zaś nieparzyste spo- 
tykają się wszystkie w jednym punkcie B. Pun- 
kty Ai B nazywają się stowarzyszonemi, a wielokąty 
noszą nazwę wielokątów Steinera (Crelle, XXXII). 

Badanie tych wielokątow przeprowadza się najlepiej przy 
pomocy teoryi fpnkcyj eliptycznych (patrz niżej). 

Krzywa Hessego i krzywa Steinera dla krzywej sześcien- 
nej są identycznemi i są krzywemi rzędu 3-go. 

Krzywa Cayley'a dla krzywej sześciennej jest krzywą klasy 
3-ej i rzędu 6-go; jest ona obwiednią wszystkich stożkowych bie- 
gunowych punktów płaszczyzny, które to stożkowe rozpadają 
się na dwie proste. 

Każdą krzywą sześcienną można uważać za krzywą Hes- 
sego trzech innych, a każdą krzywą klasy 3-ej można uważać za 
krzywą Cayley'a krzywej sześciennej. 

Niechaj będą dwie proste u, w; rozważmy pęk stożkowych 
biegunowych punktów prostej u względem krzywej sześciennej. 
Biegun prostej w względem każdej stożkowej pęku przebiega 
stożkową, która nazywa się stożkową biegunów mie- 
szaną (poloconica mista) obu prostych (Cremona). 
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Jeżeli proste zlewają się, będzie: i 

Krzywa obwiednia prostej biegunowej wszystkich punktów 
prostej względej krzywej sześciennej jest stożkową, którą nazy- 
wamy stożkową biegunów czystą (poloconica pura). 

Stożkowa biegunów prostej czysta dotyka krzywej Hes- 
sego w trzech punktach, w których taż prosta dotyka samej 
krzywej Ressego. 

Jeżeli z punktu a płaszczyzny poprowadzimy sześć stycz- 
nych do stożkowej, to punkty stycznościowe sześciu punktów 
styczności znajdować się będą na jednej stożkowej, która nazywa 
się stożkową towarzyszącą (conica satellita) punktu a 
(Cremona) lub stożkowej biegunowej punuktua 
(na tej stożkowej znajduje się sześć punktów styczności stycz- 
nych). 

Stożkowa biegunowa punktu i stożkowa towarzysząca te- 
goż punktu dotykają się wzajemnie w dwu punktach, w których 
przecina obie prosta biegunowa punktu. 

Jeżeli stożkowa ma z krzywą rzędu 3-go dwa punkty stycz- 
ności rzędu 2-go (t. j. dwa punkty, z których każdy może być 
uważany jako zjednoczenie trzech punktów nieskończenie bliz- 
kich), wtedy prosta, łącząca takie dwa punkty, przechodzi przez 
punkt przegięcia. Istnieje dziewięć układów takich stożkowych. 

Przez każdy punkt styczności stycznej, poprowadzonej do 
krzywej sześciennej z punktu przegięcia, przechodzi stożkowa, 
mająca z krzywą sześcienną w tym punkcie styczność rzędu 5-go. 

Punkt krzywej sześciennej, w którym stożkowa może mieć 
z krzywą styczność rzędu 5-go, nazywa się punktem sześcio- 
punktowej styczności (sestatico, sextactique) krzywej. 

Na krzywej sześciennej jest 27 punktów 
sześciopunktowej styczności; odpowiadają 
one 27 punktom przecięcia krzywej sześcien- 
nej zdziewięcioma biegunowemi harmonicz- 
nemi. 

Istnieją trzy różne układy, złożone z oo? 
stożkowych, dotykających krzywej rzędu 3-go 
w trzech punktach. 

Punkty stycznościowe trzech punktów, 
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w których jedna z takich stożkowych doty- 
ka krzywej sześciennej,leżą na linii prostej. 


Krzywe sześcienne badali N e w t o n (Enumeratio linearum ter- 
tii ordinis 1704) i Maclaurin (De linearum geometr. proprieta- 
tibus generalibus tractatus}. W nowszych czasach teoryą tych krzy- 
wych zajmowali się; Pliicker (System, der anal, Geom. 1835), 
Steiner (Werke, H), Hesse (Crelle XXVHI, XXXVI. XXXVIII), 
Salmon (Crelle, XLH), Cayley, Chasles, Cremona, Du- 
rege i wielu innych, Krzywe klasy 3-ej badali: Cayley (Journ. 
de Liouv. IX, 1844) Phil. Trans. 1857), Hesse, (l.c) Bella- 
vitis (Ist. Veneto 1852) it. d. 


Głównemi dziełami, w których zebrano własności krzywych sześcien- 
nych, są: Cremona, Introd. etc., Salmon, Higher plane curves, 
Durège, Die ebenen Curven 3-er Ordnung, Lipsk 1871, Scehroe- 
ter, Theorie der ebenen Curven, 3-er Ordn., Lipsk 1688, Clebsch- 
Lindemann, „Geometrie*. 

Olebsch pierwszy zastosował teoryę funkcyj eliptycznych do 
badania krzywych sześciennych płaskich (Crelle, LXII). Patrz 
„Geometrie* Olebscha-Lindemanna i tom II dzieła „Fonctions 
elliptiques“ Halphena. O własnościach krzywych sześciennych 
rodzaju zero (jednozbieżnych lub wymiernych) traktuje najnowsza 
praca Bindera „Theorie der unieursalen Planeurven, Lipsk 1896. 


$ 2. 
Tworzenie rzutowe krzywych sześciennych. 


Niechaj będą na płaszczyźnie trzy pary 
punktów: 4, 4; B, B; C, C, takich, aby nie były 
wierzchołkami przeciwległemi czworoboku zu- 
pełnego; miejscem punktu P takiego, że trzy 
pary promieni PA, PA,; PB, PB,, PC, PQ, są w inwo- 
lucyi, jestkrzywa ogólna rzędu 38-go, przecho- 
dząca przez sześć punktów danych. 

Pascal Rep. II. 15 
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Do tegoż miejsca należą także punkty przecięcia prostych 
4B,4,B,; 4B,, 4,B; AC, 4,0,; AĆ,, 4,Ć...; oznaczmy je 
odpow. przez D, D,, E, E,,... Punkty takie jak A,4,; jak B, B;; 
D, D, it. d. nazywają się sprzężonemi. 

Własność charakterystyczna dwu punktów sprzężonych 
jest następująca: 

Styczne w dwu punktach sprzężonych spo- 
tykają się na krzywej w punkcie, który jest 
punktem sprzężonym trzeciego punktu prze- 
cięcia z krzywą prostej, łączącej dwa pier- 
wotne punkty sprzężone. 

Inne sposoby tworzenia rzutowego krzywych sześciennych 
są następujące: 

Weżmy pęk stożkowych i pęk prostych oba wzajemnie rzu- 
towe (parametry stożkowej i prostej obu pęków są związane 
równaniem dwuliniowem); wtedy miejscem punktów 
przecięcia promienia z odpowiadającą mu 
stożkową jest krzywa sześcienna, przechodzą- 
ca przez środek pęku prostych i przez cztery 
punkty podstawowe pęku stożkowych (Chasles), 

Jeżeli na krzywej sześciennej weżmiemy cztery punkty, 
jako punkty podstawowe pęku stożkowych, wtedy każda stoż- 
kowa tego pęku przetnie jeszcze krzywą w dwu punktach ta- 
kich, że prosta je łącząca przechodzi przez punkt stały krzy- 
wej sześciennej (punkt przeciwległy czterem punktom 
danym). 

Weżmy pasmo stożkowych stycznych do czterech prostych 
danych; z dwu punktów danych poprowadżmy dwie pary stycz- 
nych do każdej stożkowej pasma; miejscem punktów przecięcia 
tych stycznych będzie stożkowa ogólna. 

Następujący sposób tworzenia stożkowych zawdzięczamy 
Grassmannowi: Punkt Popisuje krzywą rzę- 
du 8-go, jeżeli proste, łączące go z trzema pun- 
ktami stałemi, spotykają trzy proste stałe 
w trzech punktach, leżących na jednej linii 
prostej. W tym przypadku prosta ruchoma, 


Formy kanoniczne równania krzywej sześciennej. 227 


na której znajdują się owetrzy punkty, obwo- 
dzi krzywą klasy 3-ej. 

Inną konstrukcyę geometryczną podał Schroeter 
(Math. Ann. V). 


O konstrukcyi krzywej sześciennej z danych jej dziewięciu pun- 
któw oraz o konstrukcyi dziewiątego punktu, przez który przechodzą 
wszystkie krzywe sześcienne pęku określonego przez ośm punktów, 
patrz głównie Chasles (Comptes rend. 1853), Cayley (Quart. 
Jour. of math. V, 1862), Cremona (Introd. ete.). 


$ 8. 


Formy kanoniczne równania krzywej sześciennej. Różne klasyfikacye 
krzywych sześciennych. 


Weźmy jako wierzchołek (x,==0, z,=0) trójkąta podsta- 
wowego spółrzędnych punkt przegięcia krzywej; jako prostą 
«,==0 — styczną przegięcia; jako prostą x, =0 — biegunową har- 
moniczną tegoż punktu przegięcia, wtedy równaniem krzy- 
wej sześciennej w spółrzędnych jednorod- 
nych będzie: 


LaLa? = UL? +- Ba? cz A Bexar? + dzą?. 


Jeżeli wielomian po stronie drugiej rozłożymy na jego trzy 
czynniki liniowe, wtedy każdy z tych czynników, przyrównany 
do zera, przedstawia odpowiednią styczną, którą z punktu prze- 
gięcia można poprowadzić do krzywej. 

Jeżeli jako prostą x; =0 obierzemy jednę z tych stycznych, 
wtedy równanie krzywej da sięsprowadzić do 
postaci: 


Lyla? = 2, (2—2) (0, — kts), 
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lub także (przy innym odpowiednim wyborze osi 2,=-0) do 
postaci: 
tą? = dry” — gat ty” — Yala? . 


Sprowadziwszy równanie krzywej sześciennej do jednej z po- 
staci poprzedzających, widzimy, że spółrzędne punktu 
krzywej są proporcyonalne do funkcyj elip- 
tycznych jednego parametru; można miano- 
wicie napisać: 


Wi dy Iły = (u) :p(u):1, 


gdzie p,p' są funkcyamieliptycznemi Weier- 
strassa. 

Jeżeli po sprowadzeniu równania krzywej sześciennej do 
ostatniej z powyższych postaci, będzie g,==0, wtedy otrzymamy 
t.z. krzywą sześcienną harmoniczną, która ma 
tę własność, iż cztery styczne, poprowadzone z punktu krzywej 
do niej samej, tworzą grupę harmoniczną. Jeżeli zaś będzie 
Ja==0, wtedy mamy krzywą sześcienną równoanhar- 
moniczną, mającą tę własność, iż cztery styczne, poprowa- 
dzone z punktu krzywej do niej samej, tworzą grupę równo- 
anharmoniczną. 

Jeżeli zatrójkąt podstawowy spółrzęd- 
nych przyjmiemy jeden ztrójkątów przegię- 
cia, wtedy równaniem krzywej sześciennej bę- 
dzie: 

a (2,3 Ta + x33) -6 b2 gt; = 0. 


Przy przyjęciu za trójkąt podstawowy 
trójkąta, utworzonego z trzech stycznych 
przegięcia, dochodzimy dorównania: 


(2, F £a — 23)? + Tkt tx, = O. 
Równanie krzywej sześciennej z punktem 


podwójnym (krzywej sześciennej wymiernej) daje się 
sprowadzić do postaci: 
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a? + r? + Gayot, = 0, 


jeżelitrójkątem podstawowym spółrzędnych 
jest trójkąt, utworzony z prostej 2,=0, na któ- 
rej znajdują się trzypunkty przegięcia iz dwóch 
stycznych w punkcie podwójnym (£;=0, 24=0) 

Równanie krzywej sześciennej z ostrzem 
daje się sprowadzić do postaci: 


23 — Br? X; = 0, 


jeżeli za trójkąt podstawowy spółrzędnych 
przyjmiemy trójkąt, utworzony ze stycznej ostrzowej 
(z, =0,stycznej (2,=0) w jedynym punkcie prze- 
gięcia i z prostej (x,=0), łączącej ostrze z pun- 
ktem przegięcia. 

Jeżeli równanie krzywej sześciennej napiszemy w postaci: 


B3 + Tę” | 2,3 -- Gmr Tx, = 0, 
wtedy równaniem krzywej Hessego będzie: 
H = — êm? (x,ar?) + 6 (12m?) ©, zg, == 0; 
równaniem krzywej Cayley'a w spółrzędnych prostej: 
s = — 6m (t? + Ua? 4 ug) — 6 (1— 4m?) w ust = O. 


Równanie krzywej sześciennej można 
sprowadzić do postaci takiej, że zawiera tylko 
sześciany czterech form liniowych spółrzęd- 
nych. Jedna z tych form wybiera się dowolnie; przyrównana 
do zera, przedstawia ona prostą; jeżeli rozważymy pęk stożko- 
wych biegunowych punktów tej prostej względem krzywej sześ- 
ciennej, to trzy przekątne czworokąta, którego wierzchołkami są 
cztery punkty podstawowe pęku stożkowych, odpowiadają trzem 
pozostałym formom liniowym (patrz Salim on-Fiedler, Höh. 
Curv, nota 55). 
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Krzywa ogólna rzędu 3-go (bez punktów podwój nych), 
której równanie ma spółczynniki rzeczywiste, może mieć dwie 
różne postaci, t. j. składać się albo z jednej gałęzi rzeczywistej 
(rozciągającej się do nieskończoności), albo z dwu gałęzi rzeczy- 
wistych osobnych (patrz Rozdz. V, $ 1). Krzywa, składająca 
się z jednej gałęzi rzeczywistej, ma własność, że z punktu 
jej można, prócz stycznej w tymże punkcie, poprowadzić do niej 
dwie styczne rzeczywiste (dwie inne są urojonemi). Krzywa, 
składająca się z dwu gałęzi, t. j. z owalu i z gałęzi, rozciągającej 
się do nieskończoności, ma własność, iż z żadnego punktu owalu 
nie można do niej poprowadzić stycznej rzeczywistej (prócz 
stycznej w uważanym punkcie), a z każdego punktu gałęzi, roz- 
ciągającej się do nieskończoności, można poprowadzić cztery 
styczne rzeczywiste do krzywej, dwie do owalu i dwie do gałęzi, 
do której uważany punkt należy. 

Krzywe o jednej gałęzi różnią się od siebie według tego, 
w jaki sposób przecina je prosta w nieskończoności płaszczyzny; 
mamy tu krzywe następujące: 

a) Wężownicaeliptyczna ma jeden punkt rze- 
czywisty w nieskończoności, a styczna w tym punk- 
cie rozciąga się w skończoności, jest przeto asymptotą 
do krzywej; 

b) Wężowniea paraboliczna, prócz punktu 
rzeczywistego w nieskończoności, posiada jeszcze pun- 
kty rzeczywiste i schodzące się z innemi dwoma punk- 
tami przecięcia; posiada tedy asymptotę w skończo- 
ności oraz prostą w nieskończoności jako styczną ; 

c) Wężownica hyperboliczna ma trzy punkty 
rzeczywiste w nieskończoności, a przeto trzy asymptoty 
w skończoności. 

Krzywe o dwóch gałęziach są następujące: 

a) Wężownica eliptyczna zowalem elip- 
tycznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskoń- 
czoności, położony na wężownicy. 

b) Wężownica eliptyczna zowalem para- 
bolicznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskoń- 
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czoności i dwa inne schodzące się i leżące na owalu, 
mającym postać paraboliczną. 

c) Wężownicaeliptyczna zowalem hyper- 
bolicznym ma jeden punkt rzeczywisty w nieskoń- 
czoności na wążownicy i dwa punkty rzeczywiste 
w nieskończoności na owalu postaci hyperbolicznej. 

d) Wężownica parabolieczna z owalem elip- 
tycznym ma trzy punkty rzeczywiste w nieskoń- 
czoności, z nich przynajmniej dwa schodzące się, wszyst- 
kie położone na wężownicy; 

e) Wężownica hyperboliczna z owalem 
eliptyeznym: trzy punkty rzeczywiste różne w nie- 
skończoności, wszystkie położone na wężownicy. 

Inną klasyfikacyę krzywych rzędu 3-go, których równania 
mają spółczynniki rzeczywiste, podał Newton Dzieli on te 
krzywe na pięć gatunków parabol rozbieżnych. Powiedzie- 
liśmy już wyżej, że przy pomocy odpowiedniego przekształcenia 
rzeczywistego spółrzędnych równanie takiej krzywej rzędu 3-go 
daje się sprowadzić do typu: 


LaLa? = AL? +- Bd, L +- Bema? +- dz4?, 


gdzie spółczynniki a, b, c, d są rzeczywistemi; w tym celu dość 
za prostą ©;==0 wziąć jednę ze stycznych przegięcia (rzeczy- 
wistych), za punkt 2,=0, 2,==0 punkt przegięcia (rzeczywisty), 
za prostą «,—= 0 biegunową harmoniczną tego punktu względem 
krzywej. Jeżeli przeniesiemy do nieskończoności styczną prze- 
gięcia x,==0, wtedy równanie krzywej sześciennej w spółrzędnych 
kartezyańskich przybierze postać: 


2 = ax? + Sha? + Berd. 


Odpowiednio do natury czynników wielomianu po drugiej 
stronie otrzymamy jeden z pięciu gatunków parabol rozbieżnych 
w klasyfikacyi Newtona: 

a) trzyczynniki wielomianu są wszystkie 

rzeczywiste; krzywa składa się z owalu i z wężo- 
wnicy. 
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b) Jeden tylko czynnik jest rzeczywisty: 
krzywa składa się jedynie z wężownicy. 

c) Dwa zpomiędzy trzech czynników są 
równemi; wieloman jest postaci (1—a)*(1—8) 
oraz a<_8; krzywa składa się z wężownicy, a owal 
redukuje się do dwu punktów urojonych sprzężonych, 
albo do jednego punktu rzeczywistego. 

d) Wielomian rozkłada się podobnie: 
(1—a)* (x—B), lecz a>>8; owal i wężownica łączą się 
w ten sposób, że tworzą jednę gałęż ciągłą i przecina- 
jącą samą siebie; krzywa ma punkt podwójny. 

e) Trzyczynniki wielomianu są wszyst- 
kie równe: krzywa ma ostrze. 

Jeżeli przeniesiemy do nieskończoności biegunową harmo- 

niczną x, =0, wtedy równanie krzywej w spółrzędnych karte- 
zyńskich przybierze postać : 


y = ax? + Bbay + Bory? +- dy”; 


krzywa ta posiada środek, który jest punktem przegiecia 
%==Q, y==0. t. j. każda cięciwa przez ten punkt poprowadzona, 
dzieli się w nim na dwie równe części. Jeżeli uwzględnimy, jak 
wyżej, naturę czynników wielomianu po stronie drugiej, otrzy- 
mamy podział krzywych sześciennych na pięć gatunków krzy- 
wych ze środkiem (Ohasles). 

Inną wreszcie klasyfikacyę podał Pliicker, a zbadał 
ją Cayley; w niej punktem wyjścia jest położenie i natura 
stycznych (asymptot) w trzech punktach nieskończonościowych 
krzywej. 

Z literatury o klasyfikacyi krzywych sześciennych wymieniamy: 
Newton (Enumeratio etc.) Euler (Introductio ete., 1748), Cha- 
sles (Aperçu. histor., Plücker (System der analyt. Geom.), 
Cayley (Trans. of Cambr. XI, 1865), Bellavitis (Societa 
Italiana delle scienze, Modena 1851), Möbius (Abh. der Säch. Ges. 
1851), Durège (Crelle, LXXV, LXXVI) i t. d. 
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$ 4. 


Forma sześcienna trójkowa. Jej niezmienniki i spółzmienniki. 


Niechaj będzie forma sześcienna trójkowa, wyrażona sym- 
bolicznie przez f= az*==b,*..., albo przy pomocy spółczynni- 
ków istotnych przez f= X int 1, TAT. 

Z trzech utworów niezmienniczych A, 4, R formy sześcien- 
nej dwójkowej otrzymujemy, przy pomocy zasady przeniesienia 
(patrz Rozdz. III), trzy utwory niezmiennicze formy sześciennej 
trójkowej, a mianowicie: 


6 = (abu)? azbz ; Q, = (abu)? (cau) cz? bz, 
F = (abu)? (cdu)? (acu) (bdu) . 


Równanie F=0 jest równaniem krzywej, 
przedstawionem w spółrzędnych prostej (rów- 
naniem stycznościowem krzywej sześciennejj). 

Równanie 6=0 przy z stałem przedstawia 
równanie stycznościowe stożkowej biegu- 
nów punktu z; przy ustałem przedstawia rów- 
nanie stożkowej biegunów (polokoniki) dla prostej w 
(patrz $ 1). 

Równanie Q=0 przedstawia dla każdej 
prostej ukrzywą sześcienną, będącą miejscem 
punktówaz,w których proste biegunowe spoty- 
kają prostą u w punkcie sprzężonym z pun- 
ktem z względem stożkowej biegunów pro- 
siej uw. 

Krzywa sześcienna Q ć =0 spotyka prostą u 
w trzech punktach, które razem z punktem, 
w których prosta uspotyka krzywą sześcien- 
ną f=0, tworzą trzy pary tej samej inwolucyi; 
punktami podwójnemi tej inwolucyisą pun- 
kty, w których prosta uspotyka swoją stoż- 
kową biegunów. 
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Jeżeli położymy : 
RE SE |". 1 0% 
lv="G dwdóny > Y 2 rox’ 
będzie: 
Bzy, Oia; Qis, t | fu» fa, fiss 4 | 
Tasmi bzy, Bag, Qag, Ua EEEE. fars (32 fos» Wa 
Osi, Osga fsg, tg fars fsa» fas» Us 
Wg, U; Wz. O tiy, Ug, Ug, O 


Jeżeli położymy symbolicznie: 


6 = Gus = Ouz, 
bedzie: 
Q; = ws (ców) cz 6; . 


Układ zupełny formy sześciennej trójko- 
wej składa się z 34 form. 
Innemi utworami niezmienniczemi formy sześciennej trój- 
kowej są: 
hesyan H = (abc)? azbzcz = Oz C3 Cz; 
cayleyan s = (abc) (abu) (acu) (beu; = (cx)? Ca ug; 
przeciwzmiennik t= (abd) (adu) (aeu) (bfu) (def)? 
= Pruus 
i dwa niezmienniki: S= (abc) (abd) (acà) (bed)) 
= 6603 = a; 
= A fa, 220133 —A*93)*--(dągylz zz — 07913 )(qqą dy z —AŻyg3)) 
+ (Aasa — A?955) (0110,99 — 074,3) 
F (dągąligzz H dąz30993) (Gqy2lyjg — 110123) 
F (01220333 Faa 0,8 —Żayp3023, ) (arista — tsha} 
-H (W zzdazz + 0433099 —zgdągz) (04 1304493 —04 190433) 
T = (abe) (abd) (ace) (Lef) (def)? == a}. 
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Niema innych niezmienników zasadni- 
czych prócz Si 7; to znaczy, że każdy inny jest 
funkcyą całkowitą wymierną tych dwóch. 

Jeżeli napiszemy f w postaci kanonicznej 


f = x, F £ę* +- 1,3 -- 6m E tat, 
będzie : 


t = — 2(1—10m5) (143-447 |-u4*) -|- 2 (30m? H245) w tlzttg , 
S = 24m (m*—l), 
T = 6 (8m* + 20m3 — 1), 


równanie zaś krzywej f w spółrzędnych stycznościowych będzie 
miało postać: 


— 4 F = aê + us* tit — (2--32m3) (141 Ug? | U? Ug? F 0043 u, 5) 
— 2AM? Whun, (t? -H Ua? H Ug?) — (24m + 48mnt) 14? 14? 14? == O. 


Co do wyrażeń na H i C patrz $ 8. 

Warunek S=Q0 wyraża, że krzywa Hessego krzywej f 
rozpada się na trzy proste; krzywa Cayley'a składa się wtedy 
ztrzech punktów podwójnych krzywej Hessego, a trójkąt 
z nich utworzony jest trójkątem biegunowym względem wszyst- 
kich stożkowych biegunowych krzywej pierwotnej. 

Jeżeli S=0, krzywa rzędu 3-go, nazywa się równo an- 
harmoniczną; w tym przypadku cztery styczne, poprowa- 
dzone z punktu krzywej do samej krzywej, tworzą grupę równo- 
anharmoniczną. 

Jeżeli T=0, krzywa rzędu 3-go nazywa się harmo- 
niczną; wtym przypadku rzeczone cztery styczne tworzą 
grupę harmoniczną. 

Jeżeli T=0. wtedy krzywa Hessego krzywej Hessego 
zlewa się z krzywą pierwotną, a krzywa Cayley'a krzywej 
Hessego zlewa się z £=0. 

Wyróżnikiem krzywej rzędu 3-go, t. j. funkcyą, która 
przyrównana do zera, wyraża warunek dla punktu podwójnego, 
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jest T? — $ 5°. W przypadku, gdy f danem jest w postaci ka- 


nonicznej, wyróżnikiem jest (1 -+ 8m)’. 
Jeżeli przez @ņę i ha oznaczymy spółczynniki funkcyi f 
i hesyanu H, to wyróżnik będzie miał wyrażenie następujące: 


Miis Aya: Misgs Ciso ingo Cig 
Aqq; a22; Məzi, (laago Marg,  Hają 
Girs Qazgs (lays Ozyz, dzqzy Mzio 
lins Tios Pasza Jagge Tins Via 
laiis logos ogg, Maga, Nagg, Maga 


lizia, Mąggy Tazas Taars lisia, Mzio 


Wyrażenie qz jest niezmiennikiem bez- 


względnym formy sześciennej. 
Jeżeli napiszemy formę sześcienną wzwy- 
kłej postaci kanonicznej, będzie: 


S  884m*(m—1)3 
L (8m+20m'—1)? ' 


Jeżeli a jest stosunkiem anharmonicznym 
(stałym) czterech stycznych, poprowadzonych 
zpunktu krzywej sześciennej do samej krzy- 
wej,to mamy związekgodnyuwagi: 


RE ads e 
"ora (1--a)? (2—a)* (1 —- 2a)? 


Warunkami koniecznemii dostatecznemi 
nato, aby krzywasześcienna miała ostrze, 
są S=0(, 7 =0. 

Warunki konieczne i dostateczne na to, 
aby krzywa sześcienna rozpadała się na stoż- 
kową iprostą wyraża znikanie tożsamościo- 


Forma sześcienna trójkowa it. d. 237 


we wyrażenia Ts— Si; jeżeli nadto prosta ma 
być styczna dostożkowej, wtedy warunki te 
wyraża znikanie tożsamościowe przeciwzmien- 
nika t. 

Aby krzywa sześcienna rozpadała się na 
trzy proste, jest koniecznemi dostatecznem, 
by forma (ałlm)a,*h,* była tożsamościowo zerem. 

Warunki konieczne i dostateczne na to, 
aby krzywa f rozpadała się na trzy proste,spo- 
tykające się w jednym punkcie, jest znikanie 
tożsamościowe hesyanu H. 

Znikanietożsamościowe wyrażenia F daje 
warunki na to, aby krzywa frozpadała sięna 
prostą pojedyńczą i prostą podwójną; wresz- 
cieznikanietożsamościowe wyrażenia 0 daje 
warunki na to, aby krzywa f była prostą po- 
trójną. 

Jeżeli krzywa sześcienna ma punkt podwójny, wtedy 
styczne w tym punkcie przecinają jedyną linię przegięcia 
w dwóch punktach, które przedstawia hesyan A formy dwójko- 
wej sześciennej , wyrażającej trzy punkty przegięcia. Spół- 
zmiennik Q takiej formy dwójkowej sześciennej przedstawia 
wtedy trzy punkty, w których trzy proste harmoniczne trzech 
punktów przegięcia przecinają prostą przegięcia. 

Dwie krzywe sześcienne a,*=0, a;*==0 mają te same 
punkty przegięcia, jeżeli przeciwzmiennik jednoczesny (aau)3 
jest tożsamościowo zerem. Przyjąwszy, że drugą krzywą sześ- 
cienną jest krzywa Hessego, otrzymujemy stąd, że prze- 
ceiwzmiennik (aku) jest tożsamościowo zerem. 

W badaniu formy trójkowej sześciennej ważnem jest zba- 
danie formy dwójkowej dwukwadratowej 


4 1 
G (4, 44) = ht — 84 44? — -—z- Thh — rz 8? ha, 


występującej przy tworzeniu hesyanu formy sześciennej pęku 
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syzygetycznego 4,/-1-44H. Równaniem dwunastu pro- 
stych przegięcia jest: 


G(H.—f) =0. 


Niezmiennik i formy dwukwadratowej G 

jesttożsamościowo zerem. Niezmiennik j tej 
z . 2/8 ź ; PIA 

formy równa się (3 — T | t. j- — pomijając 

czynnik — równa się wyróżnikowi formy f. 

Hesyan formy Gróżni się tylko czynni- 
kiem liczbowym od niezmiennika San krzywej 
pękusyzygetycznego. 

Niezmiennik rzędu 6-go formy G różni się 
tylkoczynnikiem liczbowym od niezmiennni- 
ka 7, krzywej pękusyzygetycznego. 

Formami sześciennemi trójkowemi zajmowali się: Hesse i Aron- 
hold (Crelle XXXIV, LV), Cayley (Mem. upon quantics 1856, 
Phil. Trans. 1861, Am. Journ. IV), Gordan (Math. Ann. I), 
Clebsch-Gordan (Math. Ann. I, VI, VHI), Gundelfinger 
(Math. Ann. IV, V, VHI), Harnack (Math. Am IX), Mertens 
(Wien. Ber. 1888), Dingeldey (Math. Ann. XXXI), Maisano 
(Rend. Palermo IV), Gerbaldi (Atti. Tor. XV, 1880). Szczegóły 
w Geometryi Clebscha-Lindemanna, którą posługiwaliśmy 
się w tym szkicu. Patrz także Salmon High. pl. curv. i Sal- 
mon-Fiedler Modern. Alg., Lipsk 1863, 1882. 


ROZDZIAŁ VIII. 


KRZYWE PŁASKIE RZĘDU CZWARTEGO. 


$1. 


Wiadomości ogólne. Tworzenie krzywych rzędu czwartego. Styczne 
podwójne Stożkowe i krzywe sześcienne styczne. 


Z wzorów Pliickera wypływa dziesięć następujących 
kombinacyj dla liczb charakterystycznych krzywej płaskiej rzę- 
du czwartego (kwarty ki): 


m d r y ô i p 

1) 4 0 0 12 28 24 8 
2) 4 1 0 10 16 18 2 
3) 4 0 1 9 10 16 2 
4) 4 2 0 8 8 12 1 
5) 4 1 1 7 4 10 1 
6) 4 0 2 6 1 8 1L 
7) 4 3 0 6 4 6 0 
8) 4 2 1 5 2 4 0 
9) 4 1 2 4 1 2 0 
10) 4 0 8 3 1 0 0 


Niechaj będą dwa pękirzutowe stożko- 
wych, których punkty podstawowe są różne- 
mi; miejscem punktów przecięciaodpowied- 
nich stożkowych jest krzywa ogólna rzędu 
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czwartego, przechodząca przez ośm punktów 
podstawowych obu pęków. 
Niechaj równaniami pęków będą: 


U--21V=0, U'+ uV =0; 


gdzie U=0, V=0, U'=0, V'=0 są równaniami czterech 
stożkowych, a pomiędzy 4 i u zachodzi związek dwuliniowy po- 
staci: 

ahlu bl + cu +d =0. 


Wyrugowawszy Åi u z tych trzech równań, otrzymamy równa- 
nie krzywej rzędu 4-go. 

Bez szkody dla ogólności możemy przyjąć ł4= p, V'= V7, 
stąd wynika, że: 

Równanie każdej krzywej rzędu czwar- 
tego można przedstawić w postaci: 


UW = V*. 


gdzie U=0, W=0, V=0 sąrównaniami trzech 
stożkowych, zktórych wszystkie razem nie 
przechodzą przez jedeniten sam punkt. 

Aby módz równanie krzywej rzędu 4-go sprowadzić do tej 
postaci, dość przyjąć, że U, F są dwie stożkowe styczne, t.j. 
stożkowe, dotykające krzywej rzędu 4-go w czterech punktach. 

Mamy twierdzenie następujące: 

Istnieją 63 układy stożkowych stycznych; 
każdy układ składa się znieskończenie wielu 
stożkowych takich, że przez ośm punktów 
styczności dwu stożkowych jednego i tego 
samego układu przechodzi jedna i tażsama 
stożkowa inna. W równaniu powyższem stożkową tę 
przedstawia równanie V=0. W każdym z 68 układów 
stożkowych stycznych występuje sześć par 
stycznych podwójnych. 

Jeżeli T, =0, T,=0, T,=0, T,=0 są równaniami czte- 
rech stycznych podwójnych dwu takich par, należących do tego 
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samego układu, to równanie krzywej rzęduczwar- 
tego można zawsze przedstawić w postaci 


Ti 74 TJ TĄ = S}, 


gdzie Tsą wyrażeniami liniowemi, S zaś jest 
wyrażeniem kwadratowem. 

Zrównania UW=V* wypływa, że krzywą 
rzędu czwartego można uważać jakoobwied- 
nią układu stożkowych: 


UAV W =O. 


Krzywą rzędu czwartego można też utworzyć 
przy pomocy dwu pęków rzutowych, z których 
jeden jest pękiem prostych, drugi pękiem 
krzywych sześciennych (patrz Milinowski, Schlóm. 
Ztschr. XXIII, 1878). 

Z równania T;747,7,=S? wypływa, że stycz- 
ne podwójne można ugrupować czwórkami 
w ten sposób, aby każde ośm punktów zetknię- 
cia znajdowały się na jednejitej samej stoż- 
kowej. Tych stożkowych jest 315. 

Równanie krzywej rzędu czwartego mo- 
żnatakże przedstawić w postaci: 


TF, = Q*, 


gdzie: T, =0 jest równaniem stycznej podwój- 
nej; F,=0 równaniem krzywej sześciennej, do- 
tykającej krzywej danej w sześciu punktach 
inazywanej dlatego krzywą sześcienną stycz- 
ną; wreszcie Q=0 jest równaniem stożkowej. 
Istnieją 64 układy trójkrotnie nieskończo- 
ne krzywych sześciennych stycznych. Układy 
te dzielą się na dwa gatunki: w pierwszym jest układów 28, 
w dragim 36. Układy gatunku pierwszego mają tę własność, 


Pascal. Rep. II. 16 


242 Rozdział VIII. — $ 1. 

iż każdemu z nich odpowiada jedna z 28 stycznych podwójnych 
w ten sposób, iż sześć punktów styczności wraz z dwoma punk- 
tami stycznej podwójnej znajduje się na jednej i tej samej stoż- 
kowej. Układy gatunku drugiego tej własności nie posiadają; 
stanowią one układ pojedyńczo-nieskończony krzywych sześ- 
ciennych, zniekształconych na styczną do krzywej rzędu 4-go 
inastożkową, przechodzącą przez dwa punkty, w których styczna 
spotyka krzywą rzędu 4-go i zarazem styczną do niej w trzech 
pozostałych punktach. 

Jeżeli napiszemy równanie krzywej rzędu 4-go w postaci 
7,F, = Q, to krzywa sześcienna 7, =0 będzie krzywą układu 
gatunku pierwszego. 

Krzywe sześcienne styczne gatunku l-go 
albo 2-go mają tę własność, że przez dwa- 
naście punktów styczności dwu krzywych 
sześciennych tego samegoukładu przechodzi 
zawsze nowa krzywa sześcienna. 

W każdym układzie krzywych sześciennych stycznych jest 
zawsze 64 krzywych sześciennych, mających z krzywą rzędu 
czwartego styczność rzędu trzeciego w trzech punktach. Takich 
krzywych sześciennych jest przeto 45=4096. 

Istnieje 728 układów krzywych sześciennych, mających 
z krzywą rzędu czwartego styczność rzędu drugiego w czterech 
punktach. Te układy rozpadają się na 364 pary w ten sposób, 
iż punkty styczności krzywej sześciennej jednego układu i takież 
punkty krzywej sześciennej drugiego układu znajdują się na 
jednej i tej samej stożkowej. 

Krzywa ogólna rzędu czwartego daje się utworzyć jeszcze 
sposobem następującym, wskazanym przez Hessego (Crelle, 
XLIX). 

Niechaj będzie sieć kwadryk 


4 4 4 
Li Z r Zi zr ta Z Ba Zi Zk + 2, Š Yik Zi zr "O, 
1 


gdzie 2, %, Xa są parametrami jednorodnemi sieci; 24, żę, Z4, 2, — 


spółrzędnemi punktu przestrzeni; ax = aw, Bax = Bu, Jk = Th. 
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Wierzchołki stożków, zawartych wtej sieci, 
leżą nakrzywej skośnej rzędu szóstego. Jeżeli 
przez wielkości x rozumieć będziemy spółrzędne punktów płasz- 
szyzny, wtedy punktom tej krzywej skośnej rzę- 
du szóstego (wierzchołkom stożków) odpowia- 
dają napłaszczyżnie punkty krzywej ogólnej 
rzędu czwartego, której równanie otrzymamy, 
przyrównawszy dozera wyróżnik jednej z kwa- 
dryk sieci. 
Jeżeli położymy: 


Tir = Li Qi `f- Ty Pu +r, Pik, 
torównaniem krzywej rzędu czwartego będzie: 
Mirs Miz Migs Muy 
US] s a sw no w| EQ 
Niis Myg, Tags Mu 


Jeżelirównanie krzywej rzędu czwartego 
ma tę właśnie postać, to równaniem krzywej 
sześciennej stycznej, należącej do układu 
2-go gatunku będzie: 


Wiis 4 e s æ Mern W 
. Uo 
Duu = Uz =0, 
TE41 » Tyg Ug 
Uz, w, O 
równanie zaś: 
Tils Tiu, Wr | 
Duo = ` i 
Tils Tyga W4 
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będzie równaniem krzywej sześciennej, prze- 
chodzącej przez punkty styczności krzywych 
B„=0, $,=0. 

Napiszmy równanie sieci kwadryk w postaci symbolicznej: 


O= ara? = br bpt = LA OSOWO 


(tu z są zmiennemi trójkowemi, z — zmiennemi czwórkowemi), 
wtedy równanie krzywej (, przybiera postać: 


(a By Ò) Qz bz Cs dz = O, 


arównania krzywych sześciennych u = 0, 
P.o =0 przechodzą na następujące: 


Pur = (aByu)? a,dz c, =0; 
Buo = (afyu) (aByt)azbycz 20. 


Można ustanowić odpowiedniość dwujed- 
noznaczną pomiędzy prostemi, łączącemikażdy 
dwa punkty podstawowe sieci kwadryk, a po- 
między 28 stycznemi podwójnemi. 

Geiser (Math. Ann. I) podał następujący sposób tworze- 
nia krzywej ogólnej rzędu czwartego. 

Jeżeli przez punkt Pprzesuniemy stożek 
styczny do powierzchnisześciennej, będzie- 
my mieli stożek rzędu szóstego; lecz jeżeli 
punkt Pznajduje się na powierzchni, wtedy 
mamy stożek rzędu czwartego oraz płaszczy- 
znę styczną w tym punkcie, liczoną dwarazy. 
Przeciąwszy ten stożek płaszczyzną, otrzy- 
mamy krzywą ogólną rzęduczwartego, której 
styczną podwójną jest prosta przecięcia 
płaszczyzny siecznej z płaszczyzną styczną 
w punkcie P. 

Rzutami przecięć płaskich powierzchni sześciennej są krzy- 
we sześcienne styczne do krzywej rzędu 4-go; otrzymujemy 
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mianowicie trójkrotnie nieskończony układ krzywych sześcien- 
nych stycznych gatunku l-go, wzajemny względem stycznej 
podwójnej na płaszczyźnie stycznej w punkcie P. Rzutami 27 
prostych powierzchni sześciennej są 27 stycznych podwójnych 
krzywej płaskiej rzędu czwartego. 


Przy badaniu konfiguracyj stycznych podwójnych krzywej 
płaskiej rzędu 4-go dobrze jest przyjąć pewne znakowanie, ułat- 
wiające otrzymywanie tych konfiguracyj. Jedno z takich przed- 
stawień nasuwa nam wyżej już podana konfiguracya Hessego; 
tworzy ją 28 prostych, łączących każde dwa z pomiędzy ośmiu 
punktów podstawowych. 

Inne przedstawienie otrzymujemy przy pomocy t. z. cha- 
rakterystyk nieparzystych rodzaju 3 (patrz 
„Repertoryum* t. I, str. 402). 

Każdą styczną podwójną możemy przedstawić przy pomo- 


cy symbolu 
( i, J, h ) 
CE Jis h, i 


gdzie i, j, h, t,, j,, A są liczbami O, 1, suma zaś či -++ 3j + Ah, 
jest nieparzysta. 

Według przedstawienia pierwszego, grupę czterech stycz- 
nych podwójnych, przez punkty styczności których przechodzi 
stożkowa, przedstawiają cztery boki czworoboku (210 razy), 
albo cztery proste, z których żadne dwie nie mają wspólnego 
żadnego z ośmiu punktów (105 razy). 

Według drugiego przedstawienia, grupę rzeczoną przedsta- 
wiają cztery charakterystyki nieparzyste takie, że sumy elemen- 
tów, zajmujących te same miejsca, są wszystkie parzyste. 

Wyszedłszy z tych zasad, można badać ile trójek, czwórek 
it. d. stycznych podwójnych posiada własności specyalne, np. 
trójki, w których sześć punktów zetknięcia nie znajduje się na 
jednej stożkowej; czwórki, w których tylko sześć z pomię- 
dzy 8punktów styczności znajduje się na jednej stożkowej 
1 t. d. 
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Z pomiędzy sześciu stycznych podwójnych należy wy- 
mienić grupy, badane przez Hessego i Steinera. Istnieje 
1008 grup po sześć stycznych podwójnych ta- 
kich, że przez ich punkty stycznościprzecho- 
dzijedna krzywa właściwa rzędu 3-go. 

W pierwszym z wyżej wspomnianych sposobów przedsta - 
wienia, grupy takie przedstawiają trzy figury różne, a mianowi- 
cie: a) boki dwu trójkątów, mających wierzchołki w sześciu z po- 
między ośmiu punktów; b) proste, łączące dwa punkty, i proste, 
łączące inny punkt z pięcioma, c) proste, łączące jeden punkt 
z trzema i inny z trzema pozostałemi. 

Istnieje 5040 gruposześciustycznych po- 
dwójnych takich, że dwanaście punktów stycz- 
ności rozkłada się nasześć isześć w ten spo- 
sób, że przez każdą grupę sześciu punktów 
przechodzi stożkowa. 

Sześć stycznych podwójnych każdej z pomiędzy 1008 grup 
pierwszego gatunku dotyka jednej i tej samej stożkowej; każda 
zaś z 5040 grup drugiego gatunku dzieli się na trzy pary 
stycznych podwójnych w ten sposób, że trzy punkty spotkania 
stycznych jednej pary znajdują się na jednej linii prostej, 

Pomiędzy grupami siedmiu stycznych podwójnych jest 
288 grup, zwanych układami zupełnemi Aronholda; 
są one utworzone przed siedm stycznych takich, że tylko sześć 
punktów styczności trzech z pomiędzy nich znajduje się na jed- 
nej stożkowej. 

Takie układy zupełne przedstawia siedm prostych, łączą- 
cych jeden z ośmiu punktów z innemi siedmioma, albo przez pro- 
ste, będące bokami trójkąta i cztery proste, łączące jeden z pozo- 
stałych punktów z czterema innemi. 

Istnieją 72 układy Aronholda zawierające 
daną styczną podwójną; a 16 układów takich, 
zawierających dwie dane styczne podwójne. 

Przypomocy konstrukcyj liniowych mo- 
żna z sześciu stycznych podwójnych układu 
Aronholda otrzymać wszystkie inne. Odwrotnie; 
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Jeżeli mamy na płaszczyżnie sześć prostych 
dowolnych, to można zawsze nakreślić krzy- 
wą rzęduczwartego, której stycznemi podwój- 
nemi są proste dane, stanowiące względem 
krzywej układ zupełny Aronholda (Aronhold, 
Berl. Monatsber. 1864, Salmon-Fiedler Höh. Cur. $ 264 
i nast, Frobenius, Crelle IO). 

Pomiędzy różnemi postaciami, jakie mieć może krzywa 
rzędu czwartego, zasługuje na uwagę krzywa Pliickera, 
utworzona z czterech owali, z których każdy znajduje się na ze- 
wnątrz pozostałych; każdemu z owali odpowiada styczna po- 
dwójna dotykająca go w dwóch punktach. Taka krzywa 
rzędu czwartego ma wszystkie styczne po- 
dwójnerzeczywiste. 


Krzywe rzędu czwartego badali: Plicker (Alg. Curv.) Hesse 
(Crelle IL, LV, LIX), Steiner (tamże IL), Cayley (tamże 
LXVII), Clebsch (tamże LXNI), Geiser (tamże LXXII, 
Math. Ann.1), Zeuth en (Math. Ann. VH), który zajmował się zwłasz- 
cza klasyfikacyą krzywych rzędu 4-go. Hesse (Crelle XXXVI, XL, 
XLI), Salmon (Quart. Jour. III), Cayley (Phil. Trans. 1859, 
1861), Derse h (Math. Ann. VIT) badali krzywą, przechodzącą przez 
punkty styczności stycznych podwójnych krzywej rzędu n. Wy- 
znaczeniem stycznych podwójnych do krzywej rzędu czwartego zaj- 
muje się też praca Aeschlimanna (Zürich 1880), Krzywe rzę- 
du czwartego mają najściślejszy związek z teoryą funkcyj abelowych 
rodzaju 3; w tym kierunkn wymieniamy prace: Riemanna, 
Ćlebscha, Webera (patrz „Geometryę* Olebscha-Linde- 
manna). O konfiguracyi 28 stycznych podwójnych mamy prace: 
Aronholda (wyżej eytowaną), Kleina (Math. Ann. X), 
Noethera (tamże XV, XLVI), Frobeniusa (Crelle IC), 
Webera (Math. Ann. XXII), E. Pascala (Rend. Lincei 
1892—93, i t. p. Badanie tych konfiguracyj sprowadza się (o bada- 
nia t. zw. charakterystyk (patrz Pascal, Annali di mat. XX). 
Mało dotąd wiemy o konfiguracyi 24 punktów przegięcia krzywej 
ogólnej rzędn 4-go; rozprawa Grassmanna (Berl. 1875), w któ- 
rej stara się dowieść, że stożkowa, przechodząca przez pięć pun- 
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któw przegięcia, przechodzi zawsze i przez szósty, jest błędna (patrz 
Klein Math. Ann. X); równaniem stopnia 24-go, od którego te 
punkty zależą, zajmował się Gerbaldi (Rend. Palermo, VH). 


$ 2. 
Krzywe rzędu czwartego z punktami osobliwemi. 


Dajmy sobie równanie krzywej rzędu czwartego w postaci 
T,T4T;7, = S*. Jeżeli pomiędzy sześcioma punktami spotkania 
prostych T==0 jeden, dwa, trzy punkty znajdują się na stożko- 
wej $S=0, mamy wtedy krzywą rzędu czwartego z jednym, 
dwoma, trzema punktami podwójnemi. 

Jeżeli napiszemy równanie krzywej rzędu czwartego w po- 
staci UV==W?, to w przypadku, gdy stożkowe U=0, F=0, 
W==0Q mają jeden, dwa, trzy punkty wspólne, mamy krzywą 
rzędu czwartego o jednym, dwóch, trzech punktach podwójnych. 

Krzywa rzędu czwartego z jednym punktem podwójnym 
ma tylko 16 stycznych podwójnych. W sposobie tworzenia 
krzywych rzędu 4-go, według metody Geisera (patrz $ 1), 
krzywą taką otrzymujemy, umieszczając środek rzutu P na jed- 
nej z prostych p powierzchni sześciennej: przecięcie tej prostej 
z płaszczyzną sieczną jest punktem podwójnym, rzuty zaś 16 
prostych, które na powierzchni sześciennej nie przecinają pro- 
stej p, dają nam 16 stycznych podwójnych. W metodzie Hes- 
sego ($ 1) krzywą, o której mowa, otrzymujemy doprowadza- 
jąc do zlania dwa z pomiędzy ośmiu punktów podstawowych 
sieci kwadryk. 

Konfiguracyę stycznych podwójnych można badać tym 
samym sposobem, jakim badamy konfigurcyę ogólną, wy 
obraziwszy sobie, że dwa z pomiędzy ośmiu punktów podstawo- 
wych zlewają się, a więc przedstawiając 16 stycznych podwój- 
nych przez proste, łączące parami sześć punktów podstawo- 
wych, i przez prostą, przechodzącą przez punkt siódmy. Proste, 
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łączące ten punkt siódmy z sześcioma innymi, odpowiadają sze- 
ściu prostym, stycznym do krzywej, poprowadzonym z punktu 
podwójnego. 

Szesnaściestycznych podwójnych można 
60 sposobamiułożyć w grupy czwórkami tak, 
żeprzez ośm punktów styczności czterechsty- 
cznych każdej grupyprzechodzi jedna stożkowa. 


Krzywemi rzędu czwartego z punktem podwójnym zajmowali się: 
Brioschi, Cremona (Math. Am, IV) Brill (Crelle LXV, 
Math. Ann. VI) i t. d. 


Z pomiędzy krzywych rzędu czwartego z dwoma pun k- 
tami podwójnemi badano specyalnie krzywe, w któ- 
rych temi punktami są punkty kołowe urojone w nie- 
skończoności. Krzywa taka nazywa się krzywą 
dwukołową rzędu czwartego (Casey, R. Irish 
Trans. 1871, XXIV). 

W krzywej rzędu czwartego z dwoma punk- 
tami, można zkażdego ztych punktów popro- 
wadzić cztery styczne do krzywej; stosunek 
anharmoniczny dwóch czwórek promieni tak 
utworzonych jest ten sam. 

Szesnaście przecięć pierwszych czte- 
rech stycznych z czterema drugiemi styczne- 
mi leżą czwórkami na stożkowych, przecho- 
dzących przez dwa punkty podwójne. 

Krzywą dwukołową można uważać za obwiednią koła 
o zmiennym promieniu oraz o środku, poruszającym się po stoż- 
kowej, pozostającego zawsze ortogonalnem do innego koła da- 
nego. Jeżeli stożkowa jest parabolą, wtedy krzywa dwukołowa 
rozpada się na prostą w nieskończoności i na krzywą rzędu 3-go. 

Szczególnym przypadkiem krzywych rzędu czwartego 
z dwoma ostrzami są krzywe, zwane krzywemi Descartes'a, 
w których dwoma ostrzami są dwa punkty kołowe urojone 
w nieskończoności. 

Krzywe Descartesa mają własność nastę- 
pującą: istnieją trzy punkty stałe A, B, C po- 
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łożone na prostej itakie, że jeżeli o, 9', 0" ozna- 
czająich odległości od punktu na linii krzy- 
wej,tozachodzą związki: 


lo + mo =c; lop n! =i; mo —no' =, 


w których l, m, n, c, d, d są ilościstałe. Te trzy 
punkty nazywają się ogniskami. Jeżeli te ogniska 
są wszystkie rzeczywistemi, mamy krzywą, zwaną owalem 
Descartesa; jeżeli tylko jedno ognisko jest rzeczywiste, mamy 
krzywą, różną od krzywej, badanej przez samego Descartes'a. 

Równanie krzywej Descartesa jest postaci: 


= fb; 


tu S=0 jest równaniem koła, [ =0 równaniem prostej, k — 
stałą. Prosta L=0Q jest styczną podwójną do krzywej. 

Suma odległościczterech punktów, w któ- 
rychprostapoprzeczna przecina krzywą Descar- 
tesa, odogniska jest stała. 

Przypadkami szczególnemi krzywej Descartesa są 
ślimakowa Pascala oraz kardioida. Pierwsza znich, 
prócz dwu ostrzy w dwóch punktach kołowych, ma jeszcze jeden 
punkt podwójny; w drugiej ten nowy punkt podwójny znie- 
kształca się na trzecie ostrze. 

Równanie krzywej rzęduczwartegoztrze- 
ma punktamipodwójnemi można napisać w po- 
staci: 


2 ms 2 
yyy” 3? F logta L? > Ag4C, 109? -|- aag t Lala -|- 209 a Et 
F 2an "yty = O. 


w założeniu, że trzy punkty podwójne są wierz- 
chołkami trójkąta podstawowego spółrzęd- 
nych jednorodnych. 

Jeżeli podzielimy to równanie przez 2,? 24? 232, to nadamy 
mu postać, z której okaże się, że daje się ono otrzymać z równania 
stożkowej przez zastąpienie w tem ostatniem każdej spółrzęd- 
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nej przez jej odwrotność. Spostrzeżenie to może być użytecz- 
nem w badaniu krzywej. 

W krzywej rzędu 4-go o trzech punktach podwójnych sześć 
stycznych do krzywej w tych punktach są zarazem stycznemi 
do jednej i tej samej stożkowej. 

Sześć stycznych, które z trzech punktów podwójnych mo- 
żna poprowadzić do krzywej, są także stycznemi do jednej i tej 
samej stożkowej. 

Ośm punktów styczności czterech stycznych podwójnych 
tej krzywej leży na jednej stożkowej. 

Równanie krzywej rzędu 4-go z trzema 
ostrzami można zawsze przedstawić w postaci: 


1 


1 
gy Ht IF ty 


arównaniami trzech stycznych ostrzowych 
są wówczas: 


Li = Wj My = Maj Ma = X; 


styczne te, jak widać stąd, przechodzą wszystkie 
przezjeden punkt. 


Krzywe rzędu czwartego z trzema punktami podwójnemi badali 
głównie Brill (Math. Ann. XH) i Bretschneider (Diss, Er- 
langen 1874). Krzywe rzędu czwartego z punktami falowania 
(t.j. z punktami, w których styczne mają styczność czteropunktową; 
w punktach tych krzywa jest styczną do należącej do niej krzywej 
Hessego) badał Masssoni (Diss. Neapol 1882), Wcześniej 
krzywemi temi zajmowali się: Cayley, Salmon (patrz „Geome- 
trye“ Salmona-Fiedlera), Kantor (Wien. Sitzungsber. LXXIX; 
1879). 
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$ 3. 
Formy rzędu czwartego trójkowe. 


Jeżeli formę rzędu czwartego napiszemy w postaci 
f == aa" = Dł m Gł m1; 


to pierwszym nasuwającym się jej utworem niezmienniczym jest 
przeciwzmiennik : 
o == (abu)*. 


Przeciwzmienniko, przyrównany dozera, 
przedstawia w spółrzędnych stycznościowych 
krzywą, której styczne przecinają krzywą f=0 
w czterech punktach, stanowiących grupę ró- 
wnoanharmoniczną. 

Innym przeciwzmiennikiem jest: 


(abu)? (eu) (cau)?; 


przeciwzmiennikten, przyrównany do zera, przed- 
stawia krzywą, której styczne przecinają krzy- 
wą f=0 wcezterech punktach, stanowiących 
grupę harmoniczną. 

Najprostszy niezmiennik przedstawia symbolicznie wyraże- 
nie 4 = (abc)*, które jest stopnia 3-go względem spółczynników. 
Inny niezmiennik B, będący stopnia 6-go względem spółczynni- 
ków, ma wyrażenie następujące: 

a? , Ay”, My”, Agag, zaz, Ayay 

by”, Dy”, b3%, Dąb, , babi, biba 

B ab c2d.0 Ora Cs Cz”, Cąlgy CzQ y Gë 
= a al Ca” (lą Oz ©. 4 4 ə M 
1 Oa cz dd eye, fi dy? , dą? , dy?, dądz, dyd, , dyd, |” 


4”, tę”, ©g?, 2203, Cgf. Crea 


| f2, fE, fe. hha th, Ah 
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otrzymujemy go eliminując metodą dialityczną spółrzędne z 
z pomiędzy sześciu pochodnych drugich funkcyi f. 

Niezmiennik B jest w specyalnym związku z wyrażalnością 
formy f przez kombinacyę liniową czwartych potęg form linio- 
wych. 

Każda forma rzęduczwartego trójkowa f 
dajesię zawsze wyrazić przy pomocyczwar- 
tych potęg sześciu form liniowych; jeżeli B=0, 
wtedy f daje się wyrazić prżez potęgiczwarte 
pięciu form liniowych; jeżeli są zerami wszyst- 
kie minory rzędu 4-go wyznacznika B, wtedy f 
dajesię wyrazić przez potęgi czwartetylko 
czterech form liniowych (patrz Reye, Crelle LXXVIS, 
Clebsch, tamże LIX, Liiroth, Math. Ann. I). 

Pomiędzy spółzmiennikami formy czwartego rzędu trójko- 
wej zasługuje na uwagę spółzmiennik rzędu 4-go, badany przez 
Clebscha (Crelle LVII) i oznaczony przez niego literą S. 
Otrzymuje się on sposobem następującym: Niechaj a.* będzie 
formą daną; utwórzmy biegunową a„*a, i dla tej formy sześcien- 
nej, uważanej względem zmiennych 2, utwórzmy niezmiennik 
rzędu 4-go.  Niezmiennik Ş Clebscha jest wypadkową 
formy az” a, i tego właśnie niezmiennika (przy uważaniu ilości y 
za zmienne). 

Jeżeli w szczególności forma rzędu czwartego trójkowa 
jest taką, że daje się sprowadzać do postaci: 


X, + DZ! + cX + AX! + eX, 


gdzie X,..... „X, są formami liniowemi (co ma miejsce, gdy 
.B=0; patrz wyżej), wtedy spółzmiennik S ma wyrażenie: 


a b c d e 
LTE N DT 


Gdy zaś forma rzędu 4-go czwórkowa sprowadza się do typu, 
zawierającego tylko potęgi czwarte zmiennych 24, £a © 1 ilo- 
czyny kwadratów tychże, wtedy spółzmiennik Į sprowadza się 
do tejże samej postaci. Patrz Salmon-Fiedler Höh. Cur. 
Lipsk 1882, str. 355. 
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Forma czwartego rzędu trójkowa może być uważana jako 
własny spółzmiennik S tylko wtedy, gdy przedstawia stożkową 
podwójną lub krzywą rzędu 4-go specyalną o równaniu: 


Tą? Tą > Tą” > n 24 = O, 
badanem przez Kleina i mającem własność automorficzną (patrz 
Rozdz. XII), por. Ciani (Rend. Palermo XIV, 1899). 


Gordan badał układ zupełny specyalnej formy czwartego 
rzędu, mianowicie wspomnianej formy Kleina i znalazł 54 utwó- 
ry (Math. Ann. XVH, XX); Maisano rozważał wszystkie utwory 
aż do utworów stopnia 5-go względem spółczynników (Giorn, di Batt, 
XIX). Porów. Salmon-Fiedler (Höh. Curr. $ 293), Sch er- 
rer (Matb. Ann. X), Maisan o (Rend. Paler. I). 


ROZDZIAŁ IX. 


TEORYA OGÓLNA POWIERZCHNI I KRZYWYCH SKOŚNYCH 
ALGEBRALCZNYCH. 


$1. 


Rozważania ogólne. Powierzchnie rozwijalne i skośne. Przekroje 
powierzchni. Geometrya na powierzchniach algebraicznych. 


Miejsce punktów, które przedsta wia anąlitycznie równanie 
algebraiczne stopnia n-tego pomiędzy trzema spółrzędnemi kar- 
tazyańskiemi punktu przestrzeni, nazywamy powierzeh- 
nią rzędu n-tego. 

Powierzchnia rzędu pierwszego jest pła- 
szczyzną. 

Każda prosta płaszczyzny przecina po- 
wierzchnię rzędu n-tego w n punktach (rzeczy- 
wistych albo urojonych), a każda płaszczyzna 
przecina ją według krzywej rzędu n-tego.. 

Równanie powierzchnirzędu n-tego zawie- 
rajednorodnie spółczynników: 


16-60 +11)+1 = Po =N(n) +1. 


Prostą styczną do powierzchni jest położenie 
graniczne prostej, przechodzącej przez dwa punkty powierzchni, 
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gdy te punkty, pozostając wciąż na powierzchni, zbliżają się do 
siebie nieograniczenie (styczność dwupunktowa). 

Prostą ściśle styczną do powierzchni jest 
położenie graniczne prostej, przechodzącej przez trzy lub więcej 
punktów powierzchni, gdy te punkty zbliżają się do siebie nie- 
ograniczenie (styczność trójpunktowa, czteropunktowa i t. p.). 

Wszystkie proste, styczne do powierzchni 
w jednym punkcie, leżą w ogóle na jednej pła- 
szczyżnie, którą nazywamy płaszczyzną sty- 
czną do powierzchni w tym punkcie. 

Płaszczyzna styczna do powierzchni w pun- 
kcie P przecina powierzchnię według krzy- 
wej, mającej w P punkt podwójny. Jeżeli ten 
punkt P jest ostrzem, płaszczyzna styczna nazywa się sta- 
teczną 

Dwie styczne w punkcie podwójnym są dwiema prostemi 
ściśle stycznemi do powierzchni. Stosownie do tego, czy te 
styczne są rzeczywistemi, zlewającemi się albo urojonemi, punkt 
powierzchni nazywa się hyperbolicznym, parabo- 
licznym,eliptycznym. 

Punkty paraboliczne powierzchni tworzą krzywą, którą 
nazywamy krzywą paraboliczną. 

Liczba płaszczyzn stycznych, które przez prostą daną, po- 
łożoną jakkolwiek w przestrzeni, można poprowadzić do po- 
wierzchni, nazywa się klasą powierzchni. 

Powierzchnia rzędu n-tego jest w ogólno- 
ści klasy n(n —1)” jeżeli nie zawiera żadnych 
osobliwości. 

Niechaj będzie równanie powierzchni w spółrzędnych jed- 
noroduych Lı, La, Zz, x, i dajmy, że jego strona pierwsza jest 
uporządkowana według potęg ilości x,, wtedy równanie powierz- 
chni można napisać w postaci : 


Ula” + UW A Ugly" . . 2. = (, 


gdzie w, Wy, Wa, ... Są fumkcye jednorodne całkowite stopnia 
0, 1, 2, . . . względem spółrzędnych zy, £y, £z. 
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Jeżeli punkt z, =zą==x, =0 jest punktem powierzchni, 
będzie u, =0i wtedy w=0 jest równaniem płasz- 
czyzny stycznej w tym punkcie. 

Jeżeli poprowadzimy płaszczyznę równoległą do płaszczy- 
zny stycznej i nieograniczenie blizko do niej, to przetnie ona po- 
wierzchnię według pewnej krzywej; pomijając nieskończenie 
małe rzędów wyższych, można tę krzywą uważać przybliżenie 
za stożkową (krzywa wskazująca, indicatrice Dupina); 
punkt powierzchni jest eliptycznym. parabolicznym lub hyper- 
bolicznym, stosownie do tego czy ta krzywa jest elipsą, parabolą 
albo hyperbolą. 

Jeżeli równanie powierzchni napiszemy 
w postaci z=/f (x,y), to punkt a, y, z powierzchni 
będzie eliptycznym, parabolicznym albo hy- 
perbolicznym, stosownie dotego, czy 


zy) S ta): 


Przecięcie lub część przecięcia dwu powierzchni algebra- 
icznych, którego punkty nie wszystkie leżą na jednej płaszczyznie, 
nazywa się krzywą skośną algebraiczną. 

Każda płaszczyzna przestrzeni przecina 
krzywą skośną algebraiczną w stałej liczbie 
punktów (rzeczywistych, zlewających się albo 
urojonych) Ta liczba stanowi rząd krzywej 
skośnej. 

Najraniejszym rzędem krzywej skośnej niezniekształconej 
jest 3. 

Zauważmy, że nie można tuz całą ścisłościęą, 
jak dla krzywych płaskich, uważać układu dwu krzywych skos- 
nych rzędów d i d' za zniekształcenie krzywej skośnej rzędu 
d--d', gdyż jeżeli krzywa skośna rzędu d--d', położona na po- 
wierzchni algebraicznej, rozpada się na dwie krzywe rzędów d 
i d', to te dwie krzywe będą miały wogólności punkty przecięcia, 
co wogóle nie zachodzi, jeżeli dwie krzywe dane uważa się za 
leżące jakkolwiek w przestrzeni. 

Pascal. Rep. II. ar 
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Położenie graniczne prostej, przechodzącej przez dwa pun- 
kty krzywej, gdy te zbliżają się do siebie nieograniczenie, na- 
zywa się prostą styczną do krzywej; a położenie 
graniczne płaszczyzny, przechodzącej przez trzy punkty krzy- 
wej, gdy te zbliżają się do siebie nieograniczenie, jest płasz- 
czyzną ściśle styczną do krzywej. 

Klasą krzywej skośnej nazywamy liczbę jej 
stycznych, które przecina prosta dowolna przestrzeni, albo liczbę 
płaszczyzn, przechodzących przez prostą dowolną przestrzeni 
i przez styczne do krzywej danej. Niektórzy tej liczbie nadają 
nazwę „porządku“ (Rang), a klasą krzywej skośnej nazywają 
klasę jej powierzchni rozwijalnej (patrz niżej). 

Powierzchnia, utworzona ruchem prostej, nazywa się po- 
wierzchnią prostoliniową lub wprost liniową. Po- 
wierzchnie te dzielimy na rozwijalne i na skośne (wi- 
chrowate). 

Powierzchnia rozwijalna jest miejscem stycz- 
nych krzywej skośnej; powierzchnia ta powstaje tedy przez ruch 
prostej, której dwa położenia kolejne znajdują się na tej samej 
płaszczyźnie. 

Tworzącemi powierzchni rozwijalnej są 
styczne krzywej skośnej, która znów nazywa się krawędzią 
zwrotu albo krzywą ostrzową powierzchni roz- 
wijalnej. Rząd powierzchni rozwijalnej rów- 
na się klasie krzywej skośnej. Liczba ta nazywa 
się także porządkiem (Rang) układu, utworzonego przez 
krzywą skośaą i jej powierzchnię rozwijalną. 

Płaszczyzną ściśle styczną do krzywej skoś- 
nej jest płaszczyzna styczna do powierzchni 
rozwijalnej; powierzchnia tatedy jest obwie- 
dnią płaszczyzn ściśle stycznych krzywej 
skośnej. Dla tego też nazywamy ją także rozwijalną 
ściśle styczną. 

Jeżeli przetniemy płaszczyzną powierzchnię rozwijalną, to 
punkt, w którym płaszczyzna przecina krzywą skośną, będzie 
ostrzem dla krzywej przecięcia. 
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Punkty, w której spotykają się dwie tworzące nie nie- 
skończenie blizkie powierzchni rozwijalnej, tworzą krzywą, którą 
nazywamy krzywą podwójną albo krzywą węzło- 
wą rozwijalnej. 

Krzywa przecięcia rozwijalnej z płaszczy- 
zną ma punkt podwójny w każdym punkcie, 
w którym płaszczyzna przecina krzywą wę- 
złową. 

Jakakolwiek tworząca rozwijalnej rzędu 
n-tego przecina n—4 tworzących nie nieskończenie blizkich. 

Płaszczyzny, przechodzące przez dwie tworzące niekolejne, 
obwodzą nową rozwijalną, która jest dwustyczną (styczną 
w dwóch punktach) do krzywej skośnej i dla tego nazywa się 
rozwijalną dwustyczną krzywej skośnej. 

Nazywamy liczbą punktów podwójnych po- 
zornych krzywej skośnej liczbę prostych, dających się prze- 
prowadzić z punktu przestrzeni do przecięcia z krzywą dwa 
razy. Liczba ta jest stała, t. j. niezależna od 
wyboru punktu w przestrzeni. 

Nazywamy liczbą płaszczyzn podwójnych 
pozornych powierzchni rozwijalnej liczbę takich prze- 
cięć dwóch z pomiędzy jej płaszczyzn obwodzących, które 
znajdują się na jednej dowolnej płaszczyznie przestrzeni. I ta 
liczba jest oczywiście stałą. 

Klasą powierzchni rozwijalnej jest liczba jej 
płaszczyzn stycznych, przechodzących przez dowolny punkt 
przestrzeni, lub liczba płaszczyzn ściśle stycznych do krzy- 
wej ostrzowej powierzchni rozwijalnej, przechodzących przez 
punkt dowolny przestrzeni. 

Przypadkiem szczególnym powierzchni rozwijalnej jest 
stożek; powierzchnia ta powstaje przez ruch prostej, której 
jeden punkt jest stałym. 

Jeżeli krzywa przecięcia stożka płaszczyzną jest krzywą 
algebraiczną rzędu n-tego, wtedy stożek nazywa się alge- 
braicznym, a liczba n jest jego rzędem. Klasą stożka 
jest klasa krzywa przecięcia. 
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Powierzchnią skośną liniową nazywamy powierz- 
chnię, utworzoną ruchem prostej, której dwa położenia sąsiednie 
nie znajdują się wogóle na jednej płaszczyżnie. 

Powierzchnia skośna rzędu n-tiego jest za- 
zazem i klasy n-tej i odwrotnie (Cayley, Camb. 
Math. Journ. VII, 1852). Punkty, w których spotykają się dwie 
tworzące niekolejne powierzchni skośnej, tworzą i w tym razie 
krzywą podwójną lub węzłową powierzchni. 

Płaszczyzny, przechodzące przez dwie 
tworzące niekolejne powierzchni skośnej, są 
dwustycznemi do powierzchni; obwodzą one 
powierzchnię rozwijalną powierzchni danej; 
klasa tej ostatniej jest równa rzędowi krzy- 
wej podwójnej (Cayley). 


Rozpatrzmy niektóre związki zasadnicze, odnoszące się do 
powierzchni ogólnej rzędu n-tego bez osobli- 
wości. Wraz z tą powierzchnią ogólną rozważać będziemy 
dwie powierzchnie rozwijalne, mianowicie obwiedzioną przez 
płaszczyzny dwustyczne do powierzchni i obwiedzioną przez płasz- 
czyzny stateczne. 

Wprowadźmy oznaczenia następujące: n — rząd powierz- 
chni; a — rząd stożka opisanego na powierzchni z wierzchołkiem 
w punkcie dowolnym przestrzeni; 0 — liczba tworzących po- 
dwójnych tego stożka; x — liczba tworzących zwrotu stożka; 
n — klasa powierzchni; a'— klasa jej przecięcia stożkowego 
(liczba a lub a nazywa się zwykle porządkiem (Rang) 
powierzchni); 6' — liczba stycznych podwójnych tego przecię- 
cia; x — liczba jego stycznych przegięcia; ©'— klasa powierz- 
chni rozwijalnej, obwiedzionej przez płaszczyzny dwustycz- 
ne powierzchni; k' —liczba płaszczyzn podwójnych pozornych 
tej powierzchni rozwijalnej, t. j. liczba przecięć dwu z po- 
między jego płaszczyzn, znajdujących się na jednej płasz- 
czyźnie danej; ť— liczba płaszczyzn trójstycznych powierz- 
chni; g' —rząd powierzchni rozwijalnej płaszczyzn dwu stycz- 
nych; g'— rząd krzywej punktów styczności płaszczyzn dwu- 
stycznych; c' — klasa powierzchni rozwijalnej płaszczyzn stycz- 
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nych statecznych powierzchni; h'— liczba jej płaszczyzn po- 
dwójnych pozornych; r'—rząd tej powierzchni; £' —liczba 
płaszczyzn wspólnych dwóm powierzchniom rozwijalnym płasz- 
czyzn dwustycznych i płaszczyzn statecznych i zarazem 
statecznych dla tej drugiej powierzchni; y' —liczba płaszczyzn 
wspólnych tymże powierzchniom rozwijalnym i zarazem też 
statecznych względem pierwszej powierzchni; o' —rząd krzywej 
parabolicznej. 

Pomiędzy temiliczbami zachodzą związki 
następujące: 


a = d =n(n—l); d= 5 n(n—1)n—2)(n—3), 


= n(n—1)(n—2); w =n(n—l1)?, 


j' == i n(n—2)(n?—9); w = 3n (n—2), 
b = pa n (n—1) (n—2) (n? — n? +n — 12), 
P= 5 n (n 2j (n0 — Bn + 16n* — bint- 1646 
— 288n5 -- 547n* — 1058n? +- 1068n? — 1214n -+ 1464), 
A 5 n (n-2) (n'—4n: + Tn5-45nt-114n’-111n?+548n—960), 


g = n(n — 2) (n — 3) (n? +2n — 4), 
o = n(n — 2?) (n? — n? +n — 12), 

c = fn (n — 1) (n— 2), 

Fiu ka n (n — 2) (L6n* — 64n? -+ 80n? — 108n -+ 156), 
r = 2n (n—2) (Bn—4); $' = 2n (n—2) (11n—24), 


y! = 4n (n—2) (n—3) (n?+3n—16); o = 4n (n—2). 
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Dwie powierzchnie rzędów m, in, przeci- 
nają się według krzywej skośnej rzędu m, mą. 
Wszystkie powierzchnie rzędu n-tego, prze- 


3 è 
chodzące przez Nn-1=|3 )—2 punktów, do- 


wolnie danych w przestrzeni, przecinają się 
według krzywej skośnej rzędu n. 

Każda powierzchnia rzędu n-tego, przecho- 
dząca przez N(n)—1 punktów dowolnych krzy- 
wej skośnej rzędunń?, będącej przecięciem z u- 
pełnem dwu powierzchni rzędu m-tego, zawiera 
całkowicie tę krzywą. 

Przez daną krzywą skośną rzędu «można 
zawsze przesunąć powierzchnię rzędu n, je- 
żel tylko N(n)>nnm, gdyż jeżeli wtedy weźmiemy na krzy- 
wej nu+1 punktów dowolnych, to każda powierzchnia rzędu 
n-tego, przez nie przechodząca, zawierać będzie całkowicie krzy- 
wą rzędu u. 

Granicą wyższą liczby pojedyńczych wa- 
runków, odpowiadających przechodzeniu po- 
wierzchni rzędu n przez krzywąrzędu m, jest 
liczba nu+-1. 

Dla krzywej rodzaju zero liczbatych wa- 
runków wynosi ściśle nu+1. 

Dla krzywej rodzaju 1(eliptycznej) liczba 
tych warunków wynosi nu (Hermite, Crelle LXXXT). 

Liczby nu--1i nu stosują się wszakże dla 
wartości n dość wielkich. 

Dla krzywej rodzajup (Ku—3) liczba wa- 
runków pojedyńczych wynosi nu--l—p (Linde- 
m ann, Crelle LXXXIV, Halphen, Journ. de I'Ec. pol. LII, 
str. 12), 

Jeżelikrzywa jest przecięciem zupełnem 
powierzchni rzędów n, m, wtedy liczba wa- 
runków pojedyńczych, odpowiadających wa- 
runkowi przejścia powierzchni przez krzywą, 
wynosi nu--l—p, przy jakiemkolwiek p, byleby 
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było nèm -+m —3. W przeciwnym razie, kła- 
dac n=mn-n+—0, mamy zawsze następującą 
liczbę warunków: 


nu 4 1—p + $ZP 0D) 


6 (Halphen, 1. e. str.18). 


Krzywa skośna, będąca przecięcięciem zu- 
pełnem dwu powierzchni rzędów n,n, jest wy- 
znaczona przez N(n,)—N(u,—m)—1 punktów, do- 
wolnie danych w przestrzeni. 

Jeżeli linia przecięcia dwu powierzchni 
rzędu n-tego zawiera krzywą rzędu np, położo- 
ną napowierzchnirzędup, to część pozostała 
linii przecięcia jest krzywą rzędu n(n-5), po- 
łożoną na powierzchni rzędu n—p (Poncelet, 1830). 

Wszystkie powierzchnie rzędu »-tego, prze- 
chodzące przez N(n)—2 punktów, danych dowolnie 
w przestrzeni, przechodzą także przez n*-N(n)+ 
innych punktów, wyznaczonych przez pozostałe. 

Trzy powierzchnie rzędów ny, %, %, przecinają 
się W nnn, punktach, zktórych niektóre są wyzna- 
czone przez pozostałe, a mianowicie: 

Jeżeli n œn; +n, wtedy liczba punktów do- 
wolnych, wyznaczających pozostałe, wynosi: 


$ Na My (2n; — na — n, + £) — 1; 


jeżeli zaś n <n, +n, lecz nin, nn, wtedy 
punktów dowolnych będzie: 


$ Na n (2n; —nao— m HA) + N (nyp ng —n—t). 


Wzory te tracą znaczenie dla m=n, (Jacobi, 
Crelle XV). 

Jeżeli zn* punktów, wspólnych trzem po- 
wierzchniom rzędu n-tego, np punktów leży na 
powierzchni rzędu p, wtedy pozostałe punkty 
w liczbie 2? (n-p) leżą na powierzchni rzędu n—p 
(Poncelet). 
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Trzy powierzchnie rzędów n, Na, Ms, które 
mają wspólną krzywą rzędu n-tego i klasy (po- 
rządku) r, przecinają się prócztegow 


Ni Na Nz — N(M Hn +n — 2) +r 
punktach. 
Jeżeli kczywa jest podwójną dla pierw- 
szej ztych powierzchni, wtedy liczba punk- 
tów wspólnych wynosi: 


Nina Nz — (Ry 204-203 — 4) 


(Patrz Salmon-Fiedler, Geom. des Raumes II, wyd. 3, 146). 

Jeżeli punkt. wspólny trzem powierzch- 
niom rzędów n; m. n, jest punktem wielokrot- 
nym rzędu/4 dla pierwszej, u dla drugiej, » dla 
trzeciej, to warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym nato. aby w tym punkcie zeszło się 
luv z pomiędzy nnan, przecięć jest, by stożki 
styczne do trzech powierzchni w punkcie 
wspólnym nie miały żadnej tworzącej wspól- 
nej. Dowód ścisły tego twierdzenia (które jest uogólnieniem 
podobnego twierdzenia dla krzywych płaskich; porówn. pracę 
Vossa, cytowaną wyżej nastr. 182)starał się podać Berzolari 
(Annali di mat. XXIV). 

Twierdzeniami o przecinaniu się powierzchni zajmow:li się: 
Poncelet (Propr. project. H), Jacobi (Crelle XV), Plü cker 
(tamże XVI, XIX), Cayley (Papers I, 259), Reye (Math. Ann. 
H)iinni Z tych badań zasługują na szczególną uwagę te, które od- 
noszą się do przypadku, gdy powierzchnie mają wspólne punkty lub 
linie wielokrotne; do nich należą wyniki pracy Cayley'a o prze- 
kształceniu dwuwymiernem przestrzeni (Proc. math, Soc. III, 1870), 
w której znajdujemy wzory zwane wzorami równoważno- 
ścii postulacyi. Przedmiotem tym zajmowali się później 
Nóther, (Annali di mat. V) i inni, 

Do powierzchni i krzywych skośnych stosują się niektóre 
twierdzenia, które można uważać jako uogólnienie twierdzeń 
podstawowych teoryi grup punktów na krzywej płaskiej. 
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Niechaj będzie powierzchnia ogólna F„ rzędu n-tego. 
Dwie krzywe R, R”, tworzące razem przecięcie zupełne powierz- 
chni F, z inną powierzchnią, nazywają się resztowem 
(rezydualnemi) i jedna z nich jest resztą drugiej. Dwie krzy- 
we nazywają się spółresztowemi, jeżeli każda z nich jest 
resztową względem jednej i tej samej krzywej trzeciej. Definicye 
analogiczne stosują się do grup punktów, wyciętych przez po- 
wierzchnię na krzywej skośnej. 

Możemy wypowiedzieć następujące twierdzenia o resz- 
cie dla powierzchni i dla krzywych skośnych: 

Jeżeli na powierzchni dwie krzywe R, R 
sąresztowemi względem jednej i tej samej 
krzywej R”,a zatem spółresztowemi względem 
siebie, i jeżeli krzywa R jest resztową wzglę- 
dem innej krzywej R", wtedyi R' będzie resz- 
towa względem krzywej R”. 

Niechaj krzywa R będzie przecięciem dwu 
powierzchni F, $ i niechaj R będzie krzywą 
resztową dla krzywej R; powierzchnie, prze- 
chodzące przez krzywą R' niechaj przecinają 
krzywą R według grup punktów spółreszto- 
wych ziuną grupą daną; jeżeli zmieniać bę- 
dziemy F, i R i pozostawimy niezmienioną 
krzywą R, wtedy układ grup punktów pozo- 
stanie niezmiennym. 


Poszukiwania tego rodzaju (geometrya na powierz- 
ehni algebraicznej), których pomysł zawdzięczamy C leb- 
schowi, prowadził głównie Noether (Math. Ann. II, VHI) 
w ostatnich zaś czasach zajmowali się tym przedmiotem Castel- 
nuovo i Enriques. Porówn. referat tych autorów w Math 
Ann, t. XLVIII, 

Pierwsze badania nad teoryą powierzchni datują od czasów 
Eulera, któremu zawdzięczamy podstawy teoryi powierzchni roz- 
wijalnych. 

Nie wiele posiadamy traktatów systematycznych o teoryi po- 
wierzchni z punktu widzenia geometryi wyższej. Po za rozprawami 
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specyalnemi, cytowanemi w miejscach właściwych, wymieniamy tu 
jako najważniejsze: dzieło Cremony „Prelimin. di una teor. geom- 
delle superf.*, Bolznia 1866, przekład niemiecki Curtzego (Berlin 
1870 i „Geometryę przestrzeni“ Salmona (przekład niemiecki 
Fiedlera, wyd. 3-e, Lipsk 1880), W przekładzie niemieckim 
dzieła Cremony dodano paragrafy, których niema w dziele ory- 
ginalnem, i dlatego w wielu razach cytaty nasze odnoszą się do tekstu 
niemieckiego. 


$ 2. 


Przedstawienie analityczne krzywych skośnych. Powierzchnie 
monoidalne Cayley'a. 


Ważnem zagadnieniem w teoryi krzywych algebraicznych 
skośnych jest ich przedstawialność analityczna. 

Jeżeli spółrzędne punktu krzywej wyrażone jako funkcye je- 
dnego param 3tru, w takim razie zagadnienie jest rozwiązanem, 
lecz przedstawienie takie rzadko daje się łatwo osiągnąć 

Najnaturalniejszym wydaje się pomysł przedstawienia ana- 
„itycznego krzywej skośnej przy pomocy równań dwu powierzchni 
przez nią przechodzących; lecz łatwo widzieć, iż istnieją krzywe, 
nie będące przecięciami zupełnemi dwu po- 
wierzchni; a zatem sposób powyższy nie dopisuje, gdyż nie 
może służyć do indywidualizowania wogóle krzywej 
skośnej. 

Myślano dawniej o wyznaczaniu krzywej przy pomocy 
równań trzech powierzchni, przechodzących przez nią i nie 
mających po za tem punktów wspólnych. Lecz przekonano 
się, że wogóle i trzy powierzchnie nie wystarczają; z pe- 
wnego twierdzenia Kroneckera (Crelle XCII), w teoryi 
funkcyj algebraicznych, wywnioskowano, że do scharak- 
teryzowania krzywej skośnej ogólnej potrzeba mieć rów- 
nania czterech powierzchni. Vahlen (Crelle CVII) po- 
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dał przykład następujący: Dajmy, że przecięcie dwu po- 
wierzchni F,, F, rzędów m i v rozpada się na dwie krzywe 
R, Ru rzędów m, m' i rodzajów p, p. Liczba punktów prze 
cięcia dwu krzywych wynosi: 


s = m(u--r—4) — 2(p—l). 


Poprowadżmy nową powierzchnię F, tylko przez krzywą 
R; krzywa Rw przetnie tę powierzchnię w 


S=mnvo—ml(u--v--0—4) | 2(p—1) 


punktach, które leżą wszystkie na trzech powierzchniach, ale nie 
leżą na krzywej Rh. 

Otóż za pomocą jednej danej krzywej Rm nie będzie można 
wogóle wyznaczyć trzech powierzchni tak, aby liczba S była 
zerem. W samej rzeczy rozważmy krzywą R,” rzędu piątego 
i rodzaju zero, którą prosta niechaj przecina w czterech punktach; 
gdyby liczba S była zerem, to ponieważ przez krzywą R,” nie 
przechodzi żadna powierzchnia rzędu 2-go, musiałoby być 
u=r=g-=8 Lecz i przy pomocy trzech powierzchni rzędu 3-go 
krzywa Rz”? nie może być wyodosobnioną, gdyż łatwo widzieć, 
że każda taka powierzchnia, zawierając krzywą Ry”, zawiera 
zarazem i prostą czworosieczną. 

Inna metoda przedstawienia krzywej skośnej polega na 
uważaniu ogółu wszystkich prostych, przecinających krzywą. 
Jeżeli wprowadzimy sześć spółrzędnych prostej w przestrzeni, to 
kompleks tych prostych będzie można przedstawić analitycznie 
przy pomocy związku pomiędzy temi sześcioma spółrzędnemi. 
Odwrotnie wszakże, nie każdy związek pomiędzy sześcioma 
spółrzędnemi prostej przedstawia krzywą (patrz „Greometrya 
prostej* Rozdz. XIV). Tym sposobem przedstawienia zajmo- 
wali się Cayley (Quart. Journ. III, V, 1860,t 1862) i Voss 
(Math. Ann. XIII), 


Wreszcie istnieje jeszcze inna metoda, którą zawdzięczamy 
Cayley'owi i która nazywa się metodą powierzchni 
monoidalnych. 
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Niechaj ©, Xa: ©, £a będą spółrzędne jednorodne punktu 
krzywej; z punktu O (2,s==z,=x,==x,=0), który jest wierzchoł- 
kiem czworościanu podstawowego, rzućmy na płaszczyznę 2,=0 
krzywą Ry" rzędu m i rodzaju p. Niechaj równaniem rzutu 
będzie: 

fd, $a. 63) = 0, 


gdzie zakładamy, iż spółrzędne $ wybraliśmy w ten sposób, aby 
było: 
E ŚŚ; = Ti lgi Tye 


Mamy tedy związki; 


»( 
mininin hihih E, 


gdzie funkcye y, i y„_ są funkcyami wymiernemi całkowitemi 
spółrzędnych $, pierwsza rzędu n, druga rzędu n—l. Krzywa 
Ry" ukazuje się wtedy, jako przecięcie dwu powierzchni 


fal) = 0, Tą nl (z) = Wz (2) =0, 


z których pierwsza jest stożkiem rzędu m-tego z wierzchoł- 
kiem w punkcie 0, druga zaś jest powierzchnią rzędu n-tego, 
mającą w O punkt (n—l)- krotny. Tę drugą powierzchnię 
nazywa Cayley monoidą (powierzchnią monoidalną). 

Stożek i monoida przecinają się wzdłuż 
krzywej Ry" i po za tem jeszcze według m(n—1) 
prostych, przechodzących przez punkt 0 i bę- 
dących przecięciem dwu stożków /m=0 i Yn—2=0; 
pomiędzy temi prostemi jest (n—1)(m—n)--a pro- 
stych, liczonych podwójnie i będących pro- 
stemi podwójnemistożka fa oraz (n—1)(2n—m)—2a 
prostych, które razem z poprzedniemi leżą na 
stożku y,=0. 

Dwa stożki y„=0 i y,_1=0 nazywają się stożkiem 
niższym, drugi stożkiem wyższym monoidy. 

Jeżeli krzywa Hy” nie jest płaską, będzie 
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zawsze nzm; zatem rząd monoidy nie jest 
oznaczony, albowiem można ją zastąpić inną 
odmiennego rzędu. 


Tą metodą, wyłożoną przez Cayley'a (Comp. rend. 1862), po- 
sługiwali się później Noether, Halphe., Weyer i inni wba- 
daniach nad krzywemi skośnemi, 
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Klasyfikacya krzywych skośnych. 


Z zagadnieniem o przedstawieniu analitycznem krzywych 
skośnych łączy się ściśle zagadnienie, dotyczące ich klasyfikacyi, 
dla tych krzywych bowiem rząd nie wystarcza do scharak- 
teryzowania gatunku krzywej, jak to ma miejsce dla krzywych 
płaskich i dla powierzchni. W samej rzeczy już dla rzędu 4-go 
istnieją dwie różne krzywe, mające własności charakterystyczne 
zupełnie różne, o czem przekonał się Salmon (Camb. Journ. 
V, 1850), a później Steiner (Flächen 3-en Grad., Crelle LII, 
1856). 

Zagadnienie, o którem obecnie mówimy, daje się wysłowić 
w ten sposób: 

Wyliczyć, określić i wyróżnić od siebie 
rozmaite rodziny krzywych tego samego rzę- 
du w ten sposób, aby kaźda rodzina nie mogła 
być przypadkiem szczególnym innej rodziny 
ogólniejszej. 

W poszukiwaniu tem rozważać będziemy tylko krzywe bez 
punktów osobliwych, przyjmujemy bowiem jako postulat, iż 
każda krzywa o punktach osobliwych jest przypadkiem szcze- 
gólnym krzywej tegoż rzędu bez punktów osobliwych (patrz 
Halphen w pracy niżej cytowanej). 

Zagadnieniem tem zajmowali się specyalnie Halpheni 
Nóther w dwóch rozprawach, premiowanych na konkursie im. 
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Steinera, ogłoszonym przez Akademię berlińską w r. 1882 (patrz 
Journ. de l'Ecole polyt. LH 1881. Berliner Abh. 1883, Crelle XCHI): 
po tych rozprawach nastąpiły prace Valentinera (Acta math, 
IM, Noethera (tamże VII) i innych. 


Badania nad tym przedmiotem nie doprowadziły dotąd do 
rozwiązania zagadnienia w całej jego ogólności, lecz tylko do roz- 
wiązania go w przypadkach specyalnych. 

Po stwierdzeniu, że sam rząd krzywej skośnej nie wystar- 
cza do jej scharakteryzowania, powstała myśl wprowadzenia in- 
nych liczb, które możnaby nazwać charakterystycznemi, 
a które wraz z rzędem mogłyby służyć do scharakteryzowania 
krzywej. Z rozważania dwóch gatunków krzywych skośnych 
rzęduczwartego wypłynął najprzód pomysł wprowadzenia, prócz 
rzędu, jeszcze liczby h punktów podwójnych pozor- 
nych (t.j. liczby prostych, które z punktu dowolnego w prze- 
strzeni można przeprowadzić do krzywej). Znajdujemy atoli, 
że dla rzędu 9 istnieją dwie krzywe różne, mające tę sa- 
mą liczbę punktów podwójnych pozornych, mianowicie 18. Te 
dwie krzywe wszakże różnią się od siebie inną liczbą, którą 
Halphen oznacza literą n; jest nią mianowicie rząd naj- 
mniejszy stożków, zawierających wszystkie h 
cięciw, dających się z punktu dowolnego prze- 
strzeni poprowadzić do krzywej. Dla jednej z dwu 
powyższych krzywych jest n==4, dla drugiej n=5. Halphen 
przekonał się zarazem, że dla rzędu 15 znajdujemy dwie krzywe 
różne, dla których jest zawsze l =63, n=9. 

Cayley (Crelle CXI, Math. Pap. V, p. 613) zauważył, że 
w niektórych przypadkach, w których Halphen znalazł 
krzywą, krzywa taka istnieć może faktycznie tylko przy pew- 
nych konfiguracyach specyalnych h linij węzłowych. Tak np. 
Cayley znalazł, iż dla istnienia krzywych rzędu 9, mających 
h==16,jm=4, nie wystarcza, by 16 linij węzłowych leżało na stoż- 
ku kwartykowym, ale potrzeba jeszcze, aby te linie leżały rów- 
nocześnie na dwu takich stożkach. Stąd wynika, że trzy liczby 
rząd =d, h, n nie są w ogóle dostateczne do scharakteryzowania 
krzywej skośnej i że koniecznem jest nadto zbadanie warunków, 
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przy których krzywa, mająca dane liczby charakterystyczne, 
istnieje faktycznie. 

Podamy twierdzenia główne, odkryte przez Halphena 
ı przez innych. 

Krzywa stopnia d z h punktami podwój- 
nemi pozornemi tworzą jednę rodzinę, jeżeli 
hzawiera się pomiędzy granicami: 

MDAA ; (MB |, 
(d—1)(d—2) 

9 1 

najmniejszą zaś liczba największa całkowita, 
z). 
sie 


á 


Największą wartością liczby h jest 


zawarta w liczbie ( 


Nie można wszakże wziąć liczby h dowol- 
nie pomiędzy temi dwiema granicami, gdyż 
dla danej wartości dszereg wartości h przed- 
stawia lukę; luki tej niema już, począwszy od 
największej liczby całkowitej, zawartej 

(d—1) (8—2) . saat 
yaa —— 4 UMZEGE 

Krzywe rzędu d, dla których liczba h jest 
mniejsza od największej liczby całkowitej, 


(d—1)1d— 2) 
8 


zawartej w „leżą na powierzchni sto- 


pnia drugiego; jeżeli h jest większe od tej 
liczby, wtedy odpowiednie krzywe leżą na po- 
wierzchni sześciennej; jeżeli h jest większe 


N, S 
od SE = „wtedy krzywe leżą na powierzchni 


rzędu czwartegoit. d. 
Każda krzywa rzędu d, dla której liczba m 


Halphena jest mniejsza od $ (1-8), leży na 


powierzchni rzędu 2-go. 
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Każda krzywa rzędu d, nie położona na po- 


wierzchni rzędu 2-go i dla której n< -T (d—4), 


ARIE 4 
leży na powierzchni rzędu 3-go: jeżeli un<--(d-6), 


leży na powierzchni rzędu czwartego, o ile 
nieleży na powierzchni rzędu 2-go i 3-go; jeżeli 


n< gi krzywa nie leży na powierzchniach 


rzędu niższego, toleży na powierzchni rzę- 
du 5-go. 

Tablice poniższe dają dla każdego rzędu d liczbę rodzin 
krzywych istniejących; wyjmujemy te tablice z cytowanej pracy 
Halphena, ale ograniczamy się tylko na kilku pierwszych 
przypadkach, gdyż liczby, podane przez Halphena, nie są 
zupełnie pewne, i tak np dla rzędu 9 należy je poprawić we- 
dlug wskazówek Cayley'a (Papers V, p. 616). Co do okre- 
ślenia rodzaju patrz $ 4. 

1. Krzywe skośne niezniekształcone rzędu 2-go nie 
istnieją. 

2. d=8. Istnieje jedna tylko rodzina krzywych 
sześciennych skośnych: liczba h punktów podwójnych 
pozornych równa się 1, rodzaj p=0. 

8. d=4. Istnieją dwie rodziny krzywych rzędu 
czwartego skośnych; różnią się one liczbą punktów 
podwójnych pozornych, która dla jednej rodziny jest 
2, dla drugiej 3. Rodzaje odpowiednie są 1i 0. 

4. d=bB. Istnieją trzy rodziny krzywych rzędu 5-go 
skośnych. 

W tablicach podajemy: wartości odpowiednie liczb 
hin, rzędy najmniejsze powierzchni, których 
przecięciami są krzywe, krzywe dopełniające, powsta- 
jące przy przecięciu się tych powierzchni; wreszcie rodzaj 
najwyższy p krzywych każdej rodziuy. 
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Rzędy 
d=5 h n najmn. pow. Krzywe dop. p 
+ 2 2i3 prosta 2 
5 2 318 krzywa rzędu +-go 


skośna z 3 punkta- 
mipodw.pozornemi 1 
6 3 318 dwie stożkowe 0 
Wszystkie te krzywe wyznaczają się z 20 warunków. 

Salmon w dziele „Geom. des Raumes* II odróżnia 
cztery rodziny krzywych rzędu 5-go; czwartą wszakże ro- 
dzinę należy uważać za przypadek szczególny trzeciej (patrz 
Halphen, Ecol. pol. LIT. str. 12, Note). 

5. d=6. Istnieje pięć rodzin krzywych rzędu szós- 
tego skośnych. Liczba stałych w równaniu takiej 
krzywej wynosi 24 i dlatego do wyznaczenia krzywej 
potrzeba 24 warunków: 


Rzędy 

d=6 h n najmn. pow, Krzywe dop. p 
6 2 2i3 — 4 

7 3 318 krzywa sześcienna 
skośna 3 
8 3 318 prosta i stożkowa 2 
9 3 318 trzy proste i 

10 4 314 inna krzywa rzędu 


6-go tej samej ro- 
dziny 
6. d=7. Istnieje siedm rodzin krzywych skośnych 
rzędu f-go. Liczba ich stałych wynosi 28. 


Rzędy 
a= h m najmn, pow. Krzywe dop. p 
9 3 2i4 prosta 6 
10 3 318 stożkowa 5 
11 4 318 dwie proste 4 
12 4 314 krzywa rzędu 
6-go skośna z 6 
punkt. podw. po- 
zornemi 3 
13 4 , , 2 
14 4 EE krzywa skośna 1 
rzędu 9-go 
15 5; U 


Pascal. Rep. II. 18 
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We wszystkich tych przypadkach wystarcza, jak widzimy, 
liczba h do scharakteryzowania krzywej; ale od rzędu 9-go po- 
cząwszy, liczba ta nie jest już dostateczną. W związku z tym 
faktem pozostaje następujący, że dla rzędu d=9 istnieją dwie 
rodziny krzywych, mające tensam rodzaj naj- 
wyższy p (mianowicie »=10), a które uważać należy za 
różne. 

Po szezegóły, dotyczące zwłaszcza niecznych wielokrotnych dla 
różnych wymienionych tn rodzin linij krzywych odsyłamy,do prac 
Noethera (1. c. np. Crelle XCIII, str, 310). 

Dodajmy jeszeze, że Chas]l es (Compt. rend. LIV) ;:schwarz 
(Crelle LIV) zajmowali się klasyfikacyą krzywych skośnych. opartą 
na naturze odpowiednich powierzchni rozwijalnych. 


$ +. 


Punkty osobliwe powierzchni i krzywych skośnych. Ich liczby 
chorakterystyczne.  Sieczne wielokrotne krzywych skośnych. 
Wzory Cayley'a.  Styczność powierzchni. 


Jeżeli każda prosta, przechodząca przez punkt na powierz- 
chni, spotyka w nim powierzchnię w dwu punktach zlewających 
się, wtedy punkt ten nazywamy podwójnym. 

Istnieje nieskończenie wiele prostych, które, przechodząc 
przez punkt podwójny, mają w nim styczność trójpunktową z po- 
wierzchnią (trzy przecięcia nieskończenie blizkie) Miejscem 
tych prostych jest stożek rzędu 2-go; każda płaszczyzna styczna 
tego stożka przecina powierzchnię według krzywej, mającej 
ostrze w punkcie P. 

Ten stożek może rozpadać nasię dwie płaszczyzny różne, albo 
na dwie płaszczyzny zlewające się: mamy stąd trzy gatunki punk- 
tów podwójnych: punkt stożkowy (węzeł), punkt dwupłasz- 
czyznowy, punkt jednopłaszczyznowy. Punkt jednopłasz- 
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czyznowy nazywamy zwykle ostrzem („pinch-point*Cayley'a 
albo „pince-point* matematyków franenskich'. Punkt stożko- 
wy zmniejsza wogóle o dwie jedności klasę powierzchni 1 dlatego 
oznacza się przez (',. Istnieją różne gatunki punktów dwu- 
płaszczyznowych i jednopłaszczyznowych; oznacza się je zwykle 
przez B,. U; stosownie do tego, czy zmuiejszają o i lub o j klasę 
powierzchni. 


Badaniem tych punktów osobliwych dla powierzelni rzędu 3-go 
zajmowali się: Sehlitli (Phil. Trans. 1563), Cayley (tamże 
1969, Rodenberg (Math. Am. XIV, str. 46, patrz Rozdz. XL 
51). Kolin poświęcił osobną pracę teoryi punktów *dwupłaszczy- 
znowych i jednopłaszczyznowych dla jakiejkolwiek powierzelni (Math 
Ann. XXH. str. 124). 


Jeżeli F=0 jest równaniem powierzchni 
współrzędnych jednorodnych, to warunkiem 
na to. aby powierzchnia miała punkt podwój- 
ny, jest znikanie wyróżnika, t.j. wynikuelimi 
nacyi spółrzędnych r zezterech równań: 


aF ÒF a: JF | JF Z 
ry DZA 


dry 7! Ory K 
warunkiem na to, aby punkt (s) był punktem 
podwójnym jest, byspółrzędne r czyniły za- 
dość tym czterem równaniom 

Istnieje w ogóle sześć tworzących stożka stycznego, mają- 
tych z powierzchnią styczność czteropunktową (cztery przecię- 
cia nieskończenie blizkie). 

Jeżeli każda prosta, przechodząca przez punkt powierzchni, 
spotyka w tym punkcie powierzchnię w punktach zlewających 
się, wtedy punkt ten nazywamy 7»-krotnym punktem po- 
wierzchni. I tu podobnie, jak w przypadku poprzednim, można 
zbudować stożek rzędu r-tego, którego każda tworząca ma 
w tym punkcie r-|-1 punktów wspólnych z powierzchnią (sto- 
żek ściśle styczny); stożek ten ma w ogóle r(r--1) tworzących, 
mających z powierzchnią 7-}2 punktów wspólnych. 
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Powierzchnia rzędu n-tego z punktem O 
nu-krotnym jest koniecznie stożkiem o wierz- 
chołku w punkcie O. 

Powierzchnia może mieć linie wielokrotne lub 
osobliwe, t. j. linie, których wszystkie punkty są wielokrot- 
nemi. Wzdłuż linii wielokrotnej rzędu r przechodzi r powłok 
powierzchni. 

Punkty linii wielokrotnej rzędu + są punktami wielokrotne- 
mi rzędu v, dla których stożek styczny, o którym mowa wyżej, 
rozpada się na 7 płaszczyzn. 

Dla r=2, gdy obie płaszczyzny styczne zlewają się, mamy 
krzywą ostrzową powierzchni, której każdy punkt jest 
punktem jednopłaszczyznowym. 


Dla powierzchni, podobnie jak dla krzywych płaskich, mo- 
żna określić liczbę, zwaną rodzajem; liczba ta zależy wogóle 
od liczby krzywych podwójnych i ostrzowych powierzchni, przy 
założeniu, że ta powierzchnia nie posiada innych linij osobli- 
wych wyższego rzędu. 

Liczbę tę wprowadził Cle bsch (Comptes rendus LXXII, 
186%) i określił ją dla powierzchni rzędu n-tego jako liczbę spół- 
czynników nieoznaczonych, pozostających w równaniu powierz- 
chni rzędu n—4, przechodzącej przez linie podwójne i ostrzowe 
powierzchni. 

Jeżeli powierzchnia nie ma linij podwój- 
nych iostrzowych, wtedy rodzaj wynosi: 


_ (n—l1) (n—2) (n— 2) 
o JE RZB 0% 


Liczba ta nieulega zmianie przy przekształ- 
ceniu dwuwymiernem. 


Twierdzenie to wypowiedział Clebsch (Compt. rend. 1868), 
udowodnili Noether (Math. Ann. IM) i Zeuthen (tamże IV). 
Oprócz rodzaju wprowadza Noether (tamże VIII) dwie inne licz- 
by, mające własności analogiczne. 
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Jeżeli powierzchnia ma krzywą podwójną rzędu a_-U 
irodzaju » i pewną liczbę skończoną £(>>0) punktów potrój- 
nych dla powierzchni i dla krzywej, wtedy liczba 


n—1) (n—2) (n—3) 
RSA 


pn = — (n—4) d-+Zt-a—1 
nazywa się rodzajem liczbowym powierzchni (Cayley, 
Math. Ańn. IM). Rodzajem geometrycznym p, (albo 
inaczej rodzajem pierwszym) nazywamy liczbę spół- 
czynników nieoznaczonych równania powierzchni rzędu n— 4. 
o której mowa wyżej Jest zawsze p,>>p,„. Jeżeli ps==p 
powierzchnia nazywa się regularną. 

Dla powierzchni wymiernych (dających się odwzorować na 
płaszczyźnie) jest zawsze Pn = pg =0. 

Za rodzaj powierzchni prostoliniowej przyjmujemy ro- 
dzaj jej przecięć płaskich, gdyż wszystkie przecięcia oczywiście 
są jednego rodzaju. Dla powierzchni prostoliniowej jest zawsze 
Dy 20, Dn ="—9. 

Inną charakterystykę powierzchni wprowadza Segre (Att. 
Torino 1896), a ogólne rozważania o rodzajach powierzchni po- 
dają Castelnuovo i Enriques (Math. Ann. XLVIH). 


Powierzchnia ogólna rzędu n>3 nie za- 
wiera żadnej prostej. 

Jeżeli powierzchnia rzędu n-tego zawiera 
krzywą wielokrotną rzędu n—2. to zawiera 
i proste; jeżeli krzywa wielokrotna jest pro- 
stą, to powierzchnia zawiera, prócz niej, jesz- 
cze 2(3n—+t) prostych. Patrz Noether (Math Ann. III, 
str. 174). 

Powierzchnia rzędu n-tego nie może za- 
wierać więcej jak n(lln—24) prostych. 

Przez prostą na powierzchni rzędu n-tego 
przechodzi zawsze (n--2)(:—2)? płaszczyzn sty- 
cznych do powierzchni jeszcze winnym punk- 
cie, nie należącym do prostej. 


iż 
=I 
x 
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Jeżelin jest rzędem powierzchni prosto- 
liniowej, torządjej krzywej podwójnej jest 
zawarty pomiędzy n—2łaź(n—1)(n—2) (Tw. Cayley'a). 

Salmon, Cayley, Zeuthen zajmowali »ię badaniem 
związków. zachodzących pomiędzy liezbami charakterystycznemi 
a osobliwościami powierzchni (patrz Salmon-Fiedler, Geom. 
d. Raumes H, str. 671), 


Jeżeli wszelka płaszczyzna, przeprowadzona przez punkt 
krzywej skosnej, spotyka w nim krzywą w dwu punktach zle 
wających się, wtedy punkt ten nazywamy punktem po- 
dwójnym krzywej skośnej. 

W punkcie podwójnym mamy w ogólności dwie proste stycz- 
ne i dwie płaszczyzny ścisle styczne do krzywej skośnej. Jeżeli 
te dwie styczne zlewają się, wtedy punkt podwójny nazywa się 
ostrzem. W ostrzui dwie płaszczyzny ściśle styczne zle- 
wają się, 

Jeżeli dwie powierzchnie dotykają się wzajemnie w punk- 
cie P (t.j. mają w tym punkcie wspólną płaszczyznę styczną), 
wtedy krzywa ich przecięcia ma w P punkt podwójny. Jeżeli 
w szczególności punkt ten jest ostrzem, mówimy wtedy, że obie 
powierzchnie mają w punkcie P styczność stateczną. 
Jeżeli krzywa, według której przecinają się powierzchnie, ma 
w P punkt potrójny, powierzchnie nazywają się ściśle sty- 
cznemi w tym punkcie. W tym przypadku każda płaszczy- 
zna, przechodząca przez punkt P, przecina dwie powierzchnie 
według linij ścisle stycznych wzajemnie. 

Jeżeli punkt wspólny dwóm powierzch- 
niom jest -krotnym dla jednej, r„-krotnym dla 
drugiej powierzchni, to jestr -krotnym dla 
krzywej ich przecięcia; jeżeli r, =r, i obie po- 
wierzchnie mają w tym punkcie stożek ściśle 
styczny, wtedy ten punkt jest punktem 7(r+-1)- 
krotnym dla krzywej przecięcia. 

Jeżeli dwie powierzchnie rzędów m, ma- 
jąstyczność rzędu k—1l wzdłuż krzywej rzędu 
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n, to przecinają się wedługinnej krzywej rzę- 
du n ngy—hin. 

Największa liczba punktów, w których 
dwie powierzchnie rzędów n,n, mogą dotykać 
się wzajemnie, wynosi: 

$ (my Rz (nina —t) + 1, 
wtedy, gdy przecięcie dwu powierzchni nie 
rozpada się; w przeciwnym razie, liczba punk- 
tów styczności może być większą; np. dwie kwa- 
dryki mogą mieć cztery punkty styczności. 

Do krzywej skośnej i odpowiadającej jej powierzchni roz- 
wijalnej stosują się następujące wzory, zwane wzorami Cay- 
ley'a (Journ. de Liouv. X, 1845, Papers I, 207), wiążące ze so- 
bą rozmaite liczby charakterystyczne krzywej i analogiczne do 
wzorów Pliickera (Rozdz. VI, $ 1), przy pomocy których 
mogą być w części wyprowadzone. 

Niechaj n oznacza rząd krzywej skośnej; r jej klasę albo jej 
porządek; /1— liczbę punktów podwójnych pozornych, t. j. liczbę 
prostych, którą z punktu dowolnego można poprowadzić tak, 
aby dwa razy spotykały krzywą; y— liczbę płaszczyzn, które, 
przechodząc przez punkt dowolny przestrzeni, dotykają krzywej 
w dwu punktach różnych, t. j- klasę powierzchni rozwijalnej 
dwustycznej; 8—liczbę ostrzy; H—liczbę punktów podwójnych; 
r -liczbę stycznych przegięcia krzywej statecznych, mających 
z krzywą trzy punkty nieskończenie blizkie. 

Niechaj dalej m oznacza klasę powierzchni rozwijalnej, 
ściśle stycznej do krzywej; r jej rząd albo też porządek, g — liczbę 
prostych jakiejkolwiek płaszczyzny, przez każdą z których prze- 
chodzą dwie płaszczyzny styczne do powierzchni rozwijalnej, 
t. j. klasę kongruencyi prostych, będących przecięciami płasz- 
czyzn ściśle stycznych do krzywej (patrz Rozdz. XIV); x—liczbę 
punktów, położonych na jakiejkolwiek płaszczyźnie, przez które 
przechodzą dwie różne tworzące powierzchni rozwijalnej lub ina- 
czej rząd krzywej węzłowej; a—liczbę płaszczyzn statecznych 
(t. |. płaszczyzn stycznych do powierzchni rozwijalnej wzdłuż 
dwu tworzących nieskończenie blizkich lub płaszczyzn, mających 
z krzywą wspólne cztery punkty nieskończenie blizkie); G — 
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liczbę płaszczyzn dwustycznych (stycznych w dwu punktach) do 
powierzchni rozwijalnej; v—liczbę tworzących, przez każdą 
z których przechodzą trzy płaszczyzny styczne kolejne (t. j. two- 
rzących przegięciowych); w—liczbę tworzących podwójnych po- 


wierzchni rozwijalnej. 
Mamy wtedy związki następujące: 


ryr—1) —2(x--o) — 3 (nv), 
n = r(r— 1) — 2 (y+ o) — 3 (m+ r) 
r = m(m—1)— 2 (g + G) — 3a 

= n(n—1)— 2 (k+ H) — 88, 

a = 8r (r— 2) — 6(r+-0) — 8 (n+ v), 
B = 3r (r — 2) — 6 (y+ w) — 8 (m4 v), 
ne = 8m (m--2)— 6 (g+ G) — 8a, 
mr = 3n(n-—2) — 6(h-- H) — 856, 


m = 


odpowiadające sześciu związkom niezależnym. 
Rodzajem krzywej skośnej albo jej powierzchni rozwi- 
jalnej ściśle stycznej nazywamy liczbę, określoną przez wzory 


następujące : 


p = (6-1) 0-20 — (h+ H+), 
= 3 (-10—29— gto+n+v), 
= + (m — 1) (m—2) — (g+ G+ 2), 


= = (r—1) (r—2) — (x +o +n+ v). 


Wprowadźmy jeszcze następujące liczby charakterystyczne: 
k— liczbę punktów podwójnych pozornych krzywej węzło- 
wej; 4—liczbę prostych stycznych i w innem miejscu siecznych 
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do krzywej danej; r—liczbę punktów potrójnych krzywej węzło- 
wej lub punktów potrójnych powierzchni rozwijalnej lub wresz- 
cie punktow spotkania trzech stycznych (nie nieskończenie bliz- 
kich) krzywej danej; 2'— liczbę płaszczyzn ściśle stycznych i w in- 
nem miejscu stycznych do krzywej danej; +—porządek albo klasę 
krzywej węzłowej; p” — jejrodzaj;j wtedy zachodzić będą 
związki: 


1 = n(r +4) — 6(r-+8) — 4 (o +A) — Av, 

wą 3 [(--81-80-20) (r—2)8m4-2004-108+-180 | , 
X = m (r--4) — 6(r-+a) — £(w+-G) — 2v, 

v = | (0-1-8n—3—20) (r—2) +8n200--100-180 | , 


i=rn--ór—3n— 9m — 3v —2G, 


k = [rir 66r — 2r (r—B) (m+ 3n--3v--2w0) 
-— (m--8n--80-20):—B8m —1261—126—760—24. | $ 


1 n 
p—p (r— 14) = -g 0) (r—6) — (v0+G--H). 


Wzory powyższe badali: Salmon (Trans. R. I. Acad, XXIII. 
1857, Cayley (Quart. Journ. XI, Papers VIII, 72). Cremona 
(Preliminari, przekład niem. Rozdz. IV), Zeuthen (Amali di mat. 
II). Są one podane wt. H Geom. an. przestrzeni Salmona- 
Fiedlera (wyd. 8-e, str. 660 i nast.). 


Krzywaskośna rzędu n,n;, będąca przecię- 
ciem zupełnem dwu powierzchni rzędów n, m, 
mających styczność pojedyńczą w ô punktach 
iwypunktach styczność stateczną, ma nastę- 
pującecharakterystyki: 


p N, Ry (n4 + 1 — 4) — (ô + y — 1), 
m = Bn, R, (N4 4 Ra — 3) — 6—87, 


p = 
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r = ny my (Hy r "u -— 2) — 20 - 32, 


h = 5 ni na (n, — 1) (n, — 1), 


> nny (nHn —3) | Dn, (y +04—3) — 6160-87) — 22] 


N E 


=~ 


o 1 + i | 2 S 1 9v 
4- g M 1a +- (60 87)” + 220 L287, 


y= 3 n, Na (ny -Hira—2) [Nn (mhra - 2) — 2 (28+ 34) —10 } 


Io! M 


+ mym + > (28 +32 -- 100 -+ +. 
aaa Ni Na zę” [24742 m —2 — 2(20+-37) — 4] 
— (20 34)? + 40 -|-—5-%4' 


a = 2% n (BN, + 8m — 10 — 3 (48 -+ 57); 
B=; H=0: G=0; r=0, o =0. 


Jeżeli dwiepowierzchnie rzędów n,n, prze- 
cinają się wedługdwukrzywych (wzajemnie 
dopełniających się) rzędów n, w, klasr,», ma- 
jących odpowiednio h, ô; W 6 punktów podwój- 
nych pozornych i istotnych, 4,4 ostrzy, — to 
oznaczywszy przezkliczbę ich przecięć po- 
zornych, t. j. liczbę prostych, które można po- 
prowadzić z punktu dowolnego przestrzeni aż 
doprzecięciasię zobu krzywemioraz przezźliczbę 
ich przecięć istotnych, będziemy mieli związki: 


hp M + le == 4(n-En') (n — 1) (ma —1), 

r—r = (nw) (n,n,—1) — 2(h—h') — 2(6—6') — 3(7—y'), 
(m, + mę —2)un = r—1--304+ 8z, 
(m + m —2)w = r Hity, 
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skąd wynika: 
n (a, —1) 4—1) =2h-Fk; n'(n,—1) (n.—1) = 2h + k. 


Dokrzywej skośnej, opisanej na hyperbo- 
loidzie, spotykającej wa, punktach każdą two- 
rzącą pierwszego układu, w «w punktach każdą 
tworzącą drugiego układu tworzących, mającej 
ópunktów podwójnych i4ostrzy, stosują się 
związki następujące: 


r = 204 a, — 2—37, 

m = 6a a, — 3 (a, 4 a,) —68 — 87, 

1 i T 

y= |.2(a,a,—6) — 37 |? — 10(a,a,—8—7)--4(a, + 04) — oii 
4 
2 


k = | ay (a,—1) + dy (az—1) | 1 


y = 3 [ 6(a1a:—6) — 3(a,--a,—8 y |]? — 22 a; ag 
. N 
Ta (a, + a,) + 2(118 147), 
1 GT 11 
z= -z | 2(aa9—60) — 3z |* — tiaa — ò) +y 


a = +| 8a;a4 — 2 (ata) | — 3 (48 — 5%). 


Jeżeli w szczególności krzywa skośna jest przecięciem zu- 
pełnem hyperboloidy z powierzchnią ogólną rzędu u, dość w po- 
wyższych wzorach przyjąć a = a, = m, aby otrzymać liczby 
charakterystyczne dla tego przypadku 

Krzywa skośna, opisana na hyperboloi- 
dzie, spotykająca tworzące układu l-go i 2-go 
odpowiednio wa, ia, punktach, nie może mieć 
więcej niż aj, —a,—a,-1 punktów podwójnych 
i ostrzy. 

W przypadku a, = a = u znajdujemy stąd twierdzenie, 
odpowiadające przypadkowi, w którym krzywa jest przecięciem 
zupełnem hyperboloidy z powierzchnią rzędu m. 
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Można twierdzenia powyższe otrzymać za pomocą od- 
wzorowania płaskiego hyperboloidy (patrz § 7). 

Niechaj n oznacza rząd, p—rodzaj powierzchni prostolinio- 
wej algebraicznej, » rząd, x rodzaj krzywej, nakreślonej na tej 
powierzchni, — zakładamy, że krzywa jest pojedyńczą dla po- 
wierzchni—/ niechaj oznacza liczbę punktów spotkania krzywej 
z każdą z tworzących powierzchni, 6—liczbę jej punktów po- 
dwójnych; mamy wtedy związekgodny uwagi: 


(k—1)r— ar --ô = $ Un, n—k(p—1). 


Sturm (Math. Ann, XIX, p. 487) znalazł ten wzór dla przypadku. 
w którym powierzchnia prostoliniowa jest stożkiem, Segre (Lin- 
cei 1887, Math, Ann, XXXIV) udowodnił ten wzór dla przypadku 
ogólnego. 

Z podanemi wyżej wzorami mają pokrewieństwo wzory, 
odnoszące się do prostych, spotykających krzywą skośną więcej 
niż w dwóch punktach (t. j. do tak zw. siecznych wielo- 
krotnych) oraz do prostych, spotykających dwie lub więcej 
krzywych skośnych. 

Siecznetrójkrotne krzywej skośnej rzędu 
n-tego o h punktach podwójnych pozornych 
tworzą powierzchnię prostoliniową rzędu 

? n(n—1) 
(n=2) (i — a we |. 

To twierdzenie zasadnicze znajdujemy po raz pierwszy u Zenu- 
thena (Ann, di mat. 1870), następnie u Picqueta (Bull. de la 
Soc. math, I, str. 268, 1872), Schuberta (Kalkül der abz. Geom., 
Lipsk 1879, $ 43), Geisera (Collect. math., Medyolan 1889) i Berz o- 
l a r i'ego (Rend. Pal. IX. 1895). 

Liczba siecznych czterokrotnych krzy- 
wej skośnej rzędu n-tego o h puaktach podwój- 
nych pozornych wynosi: 


> h(h—4n--11) — SĘ n (n—2 (n—3) (n—18 ). 


Wzór ten podał pierwszy Zeuthen (l. e.), następnie znajdu- 
jemy gou Piequeta (l. c. i Compt Rend. LXXVII, 1873) i B er- 
zolari'ego (l. e.). 
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Liczba prostych trójsiecznych krzywej 
rzędu -tego o h punktach podwójnych pozor- 
nych ispotykających drugą krzywą rzedu n, 
mającą z pierwszą i punktów wspólnych, wy- 
nosi: 


n (n—2) (n — = — i(h=n+2). 


Liczba prostych, spotykających w dwóch 
punktach krzywą rzędu n-tego o h punktach po- 
dwójnych pozornychiw dwóch punktach inną 
krzywą rzędu w-tego o h' punktach podwójnych 
pozornych, mającą z pierwszą i punktów wspól- 
nych, wynosi: 


hi! + F mt (n--1)(a-1) —ia-D(r - 1) + = PGC, 


2 

Liczba prostych, spotykających w dwu 
punktach krzywą (n,h)i w jednym punkciedwie 
inne krzywerzędów n, n", mająceodpowiednio 
ï, i, punktów wspólnych z krzywą daną, oraz 
jipunktów wspólnych pomiędzy sobą, wynosi: 


nn" ( + A al — (n=l) (č n" pnw) — hajp. 


Liczba prostych, opierających się na czte- 
rech krzywych rzędów n, n, ng, , itakich, że 
krzywe rzędów n iñ; mają is punktów wspól- 
nych, wynosi: 


4 
2n N na Ry — Z Np Mins + Z ipg tes , 


gdzie skaźżnikip,q,r,ssą wszystkie różne. 

We wszystkich tych wzorach zakłada się, że punkty wspól- 
ne krzywym są wszystkie różne. 

Wzory te znajdujemy u Piequeta (1.e.); poprawki niektó- 
rych wyników Piecqueta podał Guecia (Rend, Pal. I). 
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g 5. 


Powierzchnie biegunowe. Powierzchnie spółzmienne. 


Pomijamy definicye i własności zasadnicze teoryi bieguno- 
wości, ponieważ są analogiczne do definicyj i własności, poda- 
nych w $ 2 Rozdziału VI-go dla krzywych płaskich, i zajmiemy 
się tylko tem, co jest nowem w przypadku powierzchni. 

Biegunowa pierwsza jakiegokolwiek punktu O względem 
powierzchni przecina powierzchnię według krzywej, która jest 
krzywą styczności powierzchni ze stożkiem, opisanym z wierz- 
chołka O. 

Jeżeli biegun znajduje się na samej powierzchni, wtedy wszyst- 
kie jej powierzchnie biegunowe mają w tym punkcie tą samą 
płaszczyznę styczną i te same proste ściśle styczne, 

Kwadryka biegunowa [ (n - 2) —a powierzchnia biegunowa 
punktu parabolicznego powierzchni jest stożkiem stycznym do 
odpowiedniej płaszczyzny stycznej statecznej, a tworząca, we- 
dług której dotyka płaszczyzny, jest prostą, która w tym punk- 
cie jest ścisle styczna do powierzchni danej. 

Punkt paraboliczny powierzchni danej jest zarazem punk- 
tem parabolicznym dla wszystkich jej powierzchni biegunowych. 

Biegunowa (n—r)-ta punktu r-krotnego powierzchni jest 
stożkiem rzędu r-tego z wierzchołkiem w tym punkcie, a biegu- 
nowe następne są nieoznaczonemi. Ten stożek rzędu r-tego 
jest miejscem prostych, mających w uważanym punkcie r+-1 
punktów wspólnych z powierzchnią, a ' przecięcia stożka 
z (n—r—l)-ą powierzchnią biegunową są prostemi — licz- 
ba prostych wynosi »(r--1) — mającemi 74-2 punktów nie- 
skończenie blizkich, wspólnych z powierzchnią. 

Miejscem punktów, których płaszczyzny biegunowe prze- 
chodzą przez prostą, jest krzywa skośna rzędu n—1. Krzywa 
ta nazywa się krzywą biegunową prostej danej. 


Powierzchnie biegunowe. Powierzchnie spółzmienne. 287 


Obwiednia płaszczyzn biegunowych punktów prostej jest 
powierzchnią rozwijalną klasy n—l i rzędu 2(n—2), nazwa- 
ną biegunową (n—l)-ą prostej. 

Linia węzłowa tej powierzchni rozwijalnej jest krzywą 
rzędu 2(n—3)(n - 4), będącą miejscem biegunów, których pierw- 
sze powierzchnie biegnnowe są styczne do prostej w dwn punk- 
tach różnych. Obwiednia płaszczyzn biegunowych punktów 
krzywej rzędu m-tego jest powierzchnią rozwijalną klasy m(n—1), 
będącą zarazem miejscem punktów, w których pierwsze po- 
wierzchnie biegunowe są styczne do krzywej. 

Można wypowiedzieć wiele innych twierdzeń analogicz- 
nych o obwiednich płaszczyzn biegunowych punktów po- 
wierzchni, o miejscach biegunów płaszczyzn stycznych do po- 
wierzchni i t. d. i t. d. 

Miejscem puuktów podwójnych biegunowych pierwszych 
powierzchni danej Fa jest nowa powierzchnia, nazwana po- 
wierzchnią Hessego dla powierzchni danej, albo po- 
wierzchnią Jacobi'ego układu biegunowych 
pierwszych. 

Miejscem punktów, w których biegunowe pierwsze mają 
punkty podwójne, jest powierzchnia, zwana powierzchnią 
Steinera dla powierzchni danej. 

Równania tych powierzchni znajdujemy sposobem podo- 
bnym do podanego dla krzywych w $ 2 Rozdziału VI-go. 

Inne określenia tych powierzchni są następujące: 

Powierzchnia Hessego dla powierzchni F„ jest miejscem 
punktów, w których płaszczyzny biegunowe względem bieguno- 
wych pierwszych powierzchni ¥, przechodzą wszystkie przez 
jeden punkt; albo też miejscem punktów styczności biegunowych 
pierwszych powierzchni f,, albo wreszcie miejscem punktów, 
w których kwadryka biegunowa powierzchni F, jest stożkiem. 

Powierzchnia Steinera dla powierzchni F jest miejscem 
punktów, będących wierzchołkami stożka rzędu 2 go, będącego 
kwadryką biegunową; albo też jest obwiednią płaszczyzn biegu- 
nowych punktów powierzchni Hessego. 

Powierzchnia Hessego jest rzędu 4(n—2) 
ima w ogóle 10(n—2) punktów podwójnych. 
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Powierzchnia Steinera jestrzędu 4(n—1)*(n-2) 
ima 10(n—2)* prostych, z których każda odpo- 
wiada punktowi podwójnemu powierzchni 
Hessego, a mianowicie: 

Kwadryka biegunowa punktu podwójnego 
powierzchni Hessegoskłada się z pary płasz- 
czyzn, przechodzących przez odpowiednią 
prostą powierzchni Steinera, a płaszczyzna 
biegunowa punktu podwójnego powierzchni 
Hessego jest styczna do powierzchni Stei- 
nera wzdłuż odpowiadającej temu punktowi 
prostej. 

Krzywa paraboliczna powierzchni danej (będąca rzędu 
4n(n —2)) jest przecięciem zupełnem powierzchni z jej powierz- 
chnią Hessego. 

Jeżeli powierzchnia dana zawiera prostą pojedyńczą. 
wtedy prosta ta jest w 2(n—2) punktach styczną do powierzchni 
Hessego, a więc i do krzywej parabolicznej. 


$ 6. 
Układy liniowe powierzchni. 


Niechaj az" =0, b,* =0.... będą równaniami k--1 po- 
wierzchni (w znakowaniu symbolicznem); układ, przedstawiony 
przez równanie: 


haat + 244" + . . . . . = O, 
gdzie /,,44..... Ara Są parametry dowolne, stanowi to, co na- 
zywamy układem liniowym gatunku k. 
Jeżeli k=l, mamy pęk, dla k=2 — sieć. Jeżeli powierz- 


chnie są przedstawione przy pomocy spółrzędnych płaszczyzno- 
wych, układ dla k=l nazywa się pasm em. 


Układy liniowe powierzchni. 289 

Wsystkie powierzchnie pęku mają wspól- 
ką krzywą rzędu n? (krzywą podstawową pęku), 
a wszystkie powierzchnie sieci mają n? punk- 
tów (podstawowych) wspólnych. 


Jeżeli =N=" t’) -1 (patrz § 1) wtedy 


układ składa się ze wszystkich powierzchni 
rzędu n-tego przestrzeni. 

Biegunowe pierwsze punktów płaszczyzny względem po- 
wierzchni rzędu n-tego tworzą sieć, a biegunowe pierwsze punk- 
tów przestrzeni względem powierzchni tworzą układ liniowy ga- 
tunku 3-go. 

Układ liniowy gatunku k jest wyznaczo- 
ny przezk--l powierzchni tegosamego rzędu, nie 
należących do jednego układu rzędu niższego. 

Pomiędzy powierzchniami układu linio- 
wego gatunku k jest (k—1)(n=k) powierzchni, 
mających styczność rzędu k z prostą daną, 
i 2k MÓC WREN powierzchni, z któ- 


rych każda dotyka k-razy prostej danej. 


Pomiędzy powierzchniami pęku jest 2(n—1) 
powierzchni stycznych do prostej danej i 3(n-1)? 
stycznych do płaszczyzny danej. 

Pomiędzy powierzchniami sieci jest 3(n—2) 
powierzchniściślestycznych do prostej da- 


nej, ta (n—1) (n—2) (3n—3n—11) powierzchni podwój- 


nie stycznych do płaszczyzny danej, wreszcie 
12(n—1)(n—2) powierzchni, mających styczność 
stateczną z płaszczyzną daną. 

Miejscem biegunów płaszczyzny danej względem wszyst- 
kich powierzchni pęku jest krzywa skośna rzędu 3 (n—1)?. 

W pęku powierzchni jest 4(n—1)* powierzchni z punktem 
podwójnym. Każda z tych powierzchni ma tę samą płaszczy- 
znę biegunową względem wszystkich powierzchni pęku. 

Pascal. Rep. II. 19 
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Miejscem biegunów płaszczyzny względem wszystkich po- 
wierzchni sieci jest powierzchnia rzędu 3(n—1). 

Miejscem punktów styczności pomiędzy płaszczyzną a po- 
wierzchniami sieci jest krzywa rzędu 3(n—1). 

Miejscem punktów podwójnych powierzchni sieci jest krzy- 
wa skośna rzędu 61»—1)*, która jest zarazem miejscem punk- 
tów styczności pomiędzy powierzchniami sieci. a także miejscem 
punktów, których; płaszczyzny biegunowe względem powierz- 
chni sieci przechodzą wszystkie przez jednę prostą. Krzywa ta 
nazywa się krzywą Jacobiego sieci. 

Miejscem punktów, których płaszczyzny biegunowe wzglę- 
dem powierzchni układu liniowego gatunku 3-go przechodzą 
wszystkie przez jeden punkt, jest powierzchnia rzędu 4(n—l), 
która nazywa się powierzchnią Hessego lub po- 
wierzchnią Jacobi'ego układu; jest ona zarazem miej- 
scem punktów podwójnych wszystkich powierzchni układu, 
a także miejscem punktów styczności powierzchni tegoż. 

Jeżeli układ liniowy jest układem biegunowych pierw- 
szych powierzchni danej, otrzymujemy powierzchnię 
Hessego lub powierzchnię Jacobiego dla po- 
wierzchni danej (patrz $ poprzedzający). 

Można określić powierzchnię analogiczną i w przypadku, 
gdy dane są cztery powierzchnie rzędów różnych, t. j. nie two- 
rzące układu liniowego; mianowicie: 

Miejscem punktów, w których płaszczyzny biegunowe 
względem czterech danych powierzchni rzędów %4, Ma, My, %4 
przechodzą przez jeden i ten sam punkt, jest powierzchnia rzędu 
ni +n: +n, +n,— 4, która nazywa się powierzchnią 
Hessego lub Jaco.bi'ego czterech powierzchni. 

Można jeszcze rozważać układy liniowe gatunku k powierz- 
chni, będących wzajemnie w związku rzutowości, i badać 
miejsca, utworzone przez przecięcia odpowiadających sobie po- 
wierzchni. 

Twierdzenia, odnoszące się do tego przedmiotu, znajdzie czytel- 
nik w wielokrotnie cytowanem dziele „Introduzione“ Cremony. 
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§ 7. 


Przekształcenie dwuwymierne przestrzeni i powierzchni. 
Odwzorowanie płaskie powierzchni. 


Jak na płaszczyźnie rozważamy przekształcenie dwujednoznacz- 
ne pomiędzy dwiema płaszczyznami (przekształcenia Cremony) 
albo wprost pomiędzy dwiema krzywemi dwu płaszczyzn, 
podobnież w przestrzeni możemy rozważać przekształcenia dwu- 
jednoznaczne pomiędzy dwiema przestrzeniami albo tylko 
pomiędzy dwiema powierzchniami tych przestrzeni. To ostatnie 
zagadnienie nazywa się zagadnieniem o odwzorowaniu 
jednej powierzchni na drugiej, a szczególnym jego 
przypadkiem jest odwzorowanie płaskie powierzchni. 
Niechaj £, £3, £, 2, będą spółrzędne jednorodne punktu 
jednej przestrzeni, %1, Ya, Vs, yą — takież spółrzędne punktu dru- 
giej; połóżmy: 
1) Yi zzf;(4,, Tą, Z, La) (i =1, 2, 8, 4) 


gdzie funkcye f, są wymiernemi całkowitemi jednorodnemi sto- 
pnia n-tego; niechaj te związki będą takie, iż otrzymujemy znich: 


(2) Li = Pi (24, Ya, Vs, Ya) (=1,2,3,4) 


gdzie i funkcye g; są funkcyami wymiernemi całkowitemi jedno- 
rodnemi stopnia m-tego. Przekształcenie tego gatunku nazy- 
wamy dwujednoznacznem, dwuwymiernem albo 
kremoniańskiem; na mocy tego przekształce- 
nia każdemu punktowi jednej przestrzeni od- 
powiada punkt drugiej. 

Gdy danym jest punkt (z), wtedy przy pomocy wzorów (1) 
znajdujemy odpowiadający mu punkt (y); gdy punkt (y) dany 
jest jako przecięcie trzech płaszczyzn: 


4 4 4 
2 hy, 20, È my: = 0, Zry = 0, 
1 1 
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wtedy odpowiadające mu punkty będą z dane tedy przecięcia trzech 
powierzchni: 


i 
Zh fala) = 0; Żuf(2a = 0, Sv, f.z) =0. 
1 1 


Aby przekształcenie było dwujednozna- 
cznem, potrzeba, by trzy powierzchnie miały 
jeden tylko wspólny punkt przecięcia zmien- 
nego, gdy inne punkty przecięcia pozostają 
stałemi przy zmianie parametrów /,mv. Stąd: 

W przekształceniu dwujednoznacznem po- 
wierzchnie układu liniowego gatunku 3-go 


Żuf=0 winny przechodzić przez n*-—1 pun- 
któw stałych. 

Dla przekształcenia dwujednoznacznego 
jest koniecznem, by powierzchnie fs) =0 były 
rodzaju zero; spółrzędneich punktów dająsię 
wyrazić jakofunkcye wymierne dwu parame- 
trów. Takie powierzchnie Cremona nazywa 
homaloidalnemi, Cayley—jednobieżnemi. 

Przecięcie R zmienne (t. j. nie wspólne 
wszystkim powierzchniom/) dwu jakichkol- 
wiek powierzchni / =0 jest krzywą wymierną 
(rodzaju zero) rzędu m. 

Układ 'powierzchni, ntworzony z takich powierzchni f, na- 
zywa się układem homaloidalnym. 

Zauważmy, że dla przekształcenia dwujednoznacznego po- 
wierzchni nie jest koniecznem, by m==n, co ma miejsce w przy- 
padku przekształcenia dwujednoznacznego płaskiego. 

Punkty i linie, wspólne wszystkim powierzchniom układu 
homaloidalnego, nazywają się głównemi lub zasadni- 
czemi. 

Z pomiędzy nm przecięć powyżej określonej krzywej K 
z tą powierzchnią f, na której ona całkowicie nie leży, nm—l 
przecięć znajduje się w punktach zasadniczych lub leży na krzy- 
wych zasadniczych przekształcenia. 
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Każdemu punktowi krzywej zasadniczej, która jest krzywą 
i-krotną dla wszystkich powierzchni układu homaloidalnego, 
odpowiada krzywa wymierna rzędu 4, której miejscem geome- 
trycznem jest powierzchnia, stanowiąca część powierzchni Ja- 
cobi'ego dla układu liniowego powierzchni g;=0. 

Krzywa zasadnicza przestrzeni (©) i-krotna dla powierzchni 
f=0, jeżeli ją przecinają krzywe R, jest (44 —1)- krotną dla po- 
wierzchni Jacobiego układu f,; jeżeli zaś krzywe R jej nie 
przecinają, wtedy jest dla tegoż układu krzywą 4ż-krotną. 

Punkt zasadniczy przestrzeni (x) l-krotny dla układu f jest 
41—2- krotnym dla powierzchni Jacobi'ego tegoż układu. 

Związki liczbowe pomiędzy rzędami wielokrotności punk- 
tów i krzywych zasadniczych, analogiczne do związków w prze- 
kształceniu płaskiem (patrz Rozdz. VI $ 5), podał Noether 
(Ann. di mat. V, str. 175—176). 


Teorya przekształcenia dwuwymiernego przestrzeni nie jest do- 
tąd tak doskonale zbadana, jak teorya takiegoż przekształcenia płasz- 
czyzny, Głównemi pracami o tym przedmiocie są następujące: 
Cayley (Proe. Lond. math. Soc. HI, 171), Cremona (Gött. 
Nachr. 1871. Math. Ann. IV, Rend. Ist. Lomb. 1871, Annali di mat. V, 
Ace, Bologna 1871—72) Noether (Math. Ann. II). 


Przypadkiem szczególnym rozważanego przekształcenia jest 
przekształcenie przez promienie odwrotne 
lub inaczej inwersya, mająca własność niezmieniania kątów. 


Jeżeli przekształcenie ma być dwujednoznacznem nie dla 
całej przestrzeni, lecz tylko dla dwóch powierzchni 
F(z) =0, $(y) =0, zawartych w dwóch przestrzeniach, wtedy 
nie jest koniecznem, aby powierzchnie układu liniowego 


po; oifi(2) =0 miały n*—1 punktów wspólnych; jest koniecz- 
1 


nem jedynie, by wszystkie powierzchnie tego układu, przecho- 
dzące przez punkt powierzchni F==0, nie przecinały się równo- 
cześnie na tejże powierzchni. 

Istnieje tu także twierdzenie, które można uważać za 
uogólnienie twierdzenia Riemanua, t. j. że rodzaj (ge- 
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nus) powierzchni przekształcających się dwu- 
jednoznacznie jedna na drugą, jest jeden iten 
sam. 

Patrz: Clebsch (Comp. rend. 1868, Math. Ann. H), Cayley 
(Math. Ann. HI), Noether (Ann. di mat. V, Math. Ann. H, VHI), 
Zeuthen (Math Ann. IV), Castelnuovo - Enriques 
(Math. Ann. XLVII). 


N oet her próbował rozciągnąć na powierzchnie twierdzenia 
o rozszczepianiu się punktów osobliwych dla krzywych płaskich, 
t.j. starał się zbadać, czy przy pomocy przekształceń dwuwy- 
miernych przestrzeni lub powierzchni nie można powierzchni, 
mającej osobliwości wyższe, przekształcić na inną, mającą oso- 
bliwości zwyczajne. 
Temże zagadnieniem, prócz Noethera (Math. Ann. XXIX, 
Berl. Sitzungsber. 1888) zajmowali się: Del Pezzo (Rend, Pa- 
łermo H, Hi), Segre (Amn. di mat. XXV), Pannelli (tamże 
XXV), Levi (tamże XXVI), Podobne zagadnienie dla krzywych 
skośnych badali Poincaré (Compt. rend. CXVII, 1888) i P an- 
nelli (Ist. Lomb. 1893). 


Przypadkiem szczególnym przekształcenia dwuwymier- 
nego powierzchni jest tak zw. odwzorowanie płaskie 
powierzchni. Według powyższej terminologii Cremony, 
powierzchnia, dającasię odwzorować na płasz- 
czyżnie, jest homaloidalną. 

Aby powierzchnia dała się odwzorować na 
płaszczyźnie, musi być rodzaju liczbowego 
p» równego zeru. 

Warunkiem dostatecznym odwzorowal- 
ności powierzchni na płaszczyźnie jest, aby 
krzywa posiadała pasmo pojedyńczo-nieskoń- 
czone krzywych wymiernych, wyciętych na 
powierzchni przez pęk innych powierzchni 
(Noether, Gött. Nachr. 1870, Math. Ann. IT). 

Niechaj będzie powierzchnia S rzędu n-tego; spółrzędne 
jednorodne jej punktów można wyrazić za pomocą wzorów: 
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Ti = fiV Y» Ya)» (6=1,2,3,4 


gdzie funkcye f są wymiernemi jednorodnemi rzędu m; załóż- 
my, że ztych wzorów można otrzymać i stosunki pomiędzy 
spółrzędnemi y, wyrażone jako funkcye wymierne ilości r. 

Powiemy tedy, że powierzchnia X daje się odwzorować 
na płaszczyżnie, gdyż, jeżeli przez spółrzędne y rozumiemy spół- 
rzędne jednorodne punktów płaszczyzny, to wzory powyższe 
ustanawiają zależność dwujednoznaczną pomiędzy punktami 
płaszczyzny i punktami powierzchni 5. 


4 
Krzywe układu liniowego płaskiego © 4, f,(y) =0 niechaj 
1 


mają a, punktów pojedyńczych, a, punktów podwójnych, a, 
punktów potrójnych i t. d. wspólnych; wtedy zachodzi związek: 


ismi — 
n = m? — a, — 4a, — Ja; 


Jeżeli p, oznacza rodzaj przekroju płaskiego powierzchni, 
d— rząd krzywej podwójnej tej powierzchni, r— rząd krzywej 
ostrzowej, to zachodzi związek: 


e (n—1) (n—2) _ ©. aga (m—1)(m—2) 


M J 3 a, — Ba; — ba; —... 


Mamy nadto nierówności: 


45 Ro oazi z 


a, — 8a, — 605 —..... 


Ztychzwiązków wypływają następujące: 


Pı En—2; ięr s (FS), 

Powierzchnie rzędu drugiegoitrzeciego 
dają się, oczywiście, zawsze odwzorować na 
płaszczyźnie. Dla powierzchni rzędu drugiego dość z ja- 
kiegokolwiek punktu rzucić na płaszczyznę punkty powierzchni. 
Dla powierzchni rzędu 3-go dość rozważać dwie z jej prostych 
nie przecinających się, następnie przez punkt dowolny płaszczy- 
zny przeprowadzić prostą, przecinającą tamte dwie; ta ostatnia 
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prosta przetnie powierzchnię jeszcze w innym punkcie, który od- 
powiada dwujednoznacznie punktowi płaszczyzny. 

Konstrukcyę geometryczną odwzorowania płaskiego po- 
wierzchni rzędu czwartego ze stożkową podwójną można wyko- 
nać sposobem następującym: 

Rozważmy jednę z 16 prostych powierzchni danej, przeci- 
nającą stożkową podwójną. Przez punkt P płaszczyzny i przez 
prostą g przesuńmy płaszczyznę; płaszczyzna ta przetnie stoż- 
kową w punkcie, który połączony z punktem P daje prostą, opie- 
rającą się na stożkowej podwójnej i na prostej g, przecinającą 
zatem powierzchnię w innym jeszcze punkcie Q; odpowied- 
niość punktów PiQ jest dwujednoznaczną. 

Jeżeli powierzchnia rzędu czwartego ma prostą podwójną, 
to można wykonać analogiczną konstrukcyę, wiedząc, że są wte- 
dy na powierzchni stożkowe, przecinające prostą podwójną. 

Dla powierzchni rzędu piątego z dwiema prostemi podwój- 
nemi, nie przecinającemi się, można wykonać widocznie kon- 
strukcyę geometryczną analogiczną do tej, którą wykonaliśmy dla 
powierzchni rzędu trzeciego. 

Dla powierzchni rzędu piątego z krzywą sześcienną po- 
dwójną można oczywiście za promienie rzucające przyjąć cię- 
ciwy krzywej sześciennej, przecinające powierzchnię jeszcze w je- 
dnym punkcie. Konstrukcya analogiczna daje się wykonać, 
jeżeli krzywa sześcienna rozpada się na stożkową i na prostą, 
przecinającą stożkową w punkcie, albo na trzy proste, z których 
jedna przecina dwie pozostałe. Przypadki, w którym krzywa 
sześcienna jest płaską albo rozpada się na stożkową i na prostą, 
nie przecinającą stożkowej, albo wreszcie na trzy proste, nie 
przecinające się, nie są możliwemi. 


Odwzorowanie płaskie powierzchni może być użyteczne w bada- 

niu krzywych, nakreślonych na powierzchni. Za najdawniejsze badania, 

dotyczące odwzorowania płaskiego powierzchni, uważać można bada- 

nia, odnoszące się do rzutu stereograficznego i w ogóle do wszelkich 
rzutów, wymyślonych dla kreślenia kart geograficznych. 

Odwzorowanie płaskie powierzchni rzędu 2-go stosowali: Plü- 

cker (Crelle XXXIV, 1847), Uhasles (Compt. rend. 1861), Cay- 
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ley (Phil Mag. XXII, 1861) w celu badania krzywych, nakreślonych 
na tych powierzchniach (por. Clebsch-Lindemann, H, i niżej 
Rozdział X, $1). Odwzorowanie płaskie powierzchni rzędu 3-go 
otrzymali: Cremona (Crelle LXIX) i Clebsch (tamże LXV); pó- 
wierzchni rzędu 4-go i 5-go o stożkowej podwójnej: Œlebsch (Crelle 
LXIX, Math Ann. I), Korndórfer (tamże I, IV), Frahm (tamże 
VH). Odwzorowanie płaskie powierzchni prostoliniowych wymier- 
nych badali: Cremona (Annali di mat. I) Armenante (Ann. di 
mat. IV, 1870), Clebsch (Math. Ann. H, V), Noether (tamże II). 

W przypadku powierzchni jakiejkolwiek, a więc i niealgebraicz- 
nej, zagadnienie o odwzorowaniu płaskiem powierzchni całkowitej lub 
jej części daje się traktować przy pomocy metod geometryi różnicz- 
kowej. 

Rozważano też przekształcenia wielokrotne prze- 
strzeni (patrz Rozdz. XI, $5); do tej kategoryi badań należy rozpra- 
wa De Paolisa (Mem. Lincei 1885). 


ROZDZIAŁ X. 


KRZYWE SKOŚNE RÓŻNYCH RZĘDÓW. 


$ 1. 
Krzywe na powierzchniach rzędu 2-go. Krzywe kuliste (sferyczne). 


Powiedzieliśmy wyżej, że badanie krzywych, położonych 
na powieczchni rzędu 2-go, daje się łatwo przeprowadzić przy 
pomocy odwzorowania płaskiego powierzchni. Jeżeli z pun- 
ktu P powierzchni (który może być i punktem w nieskończono- 
ści) rzucimy punkty powierzchni na płaszczyznę, np. na płasz- 
czyznę styczną w punkcie O spotkania z powierzchnią średnicy 
przez punkt P przechodzącej, otrzymujemy odwzorowanie pła- 
skie powierzchni, które analogicznie do odwzorowania kul, na- 
zywamy rzutem stereograficznym. 

Rzutami wszystkich punktów, znajdujących się na dwóch 
tworzących kwadryki, przechodzących przez punkt P, są dwa 
punkty /, i P, w nieskończoności. Nazywamy je punktami za- 
sadniczemi; prosta je łącząca (w tym przypadku prosta w nie- 
skończoności) nazywa się prostą zasadniczą. Rzuty wszyst- 
kich prostych kwadryki stanowią dwa pęki promieni, których 
środki znajdują się w punktach P, i P}. 

Ustanówmy teraz na kwadryceukład spółrzędnych. Weżmy 
jako początek punkt O, jako osi— proste OX, OF, wzdłuż których 
płaszczyzna styczna w O przecina kwadrykę (jeżeli konstrukcyę 
te chcemy wykonać w obszarze rzeczywistym, bierzemy hyper- 
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boloidę). Niechaj A będzie punktem powierzchni; przez punkt 
ten przechodzą dwie tworzące: jedna, należąca do pierwszego 
układu, druga— do drugiego; te dwie tworzące niechaj przecinają 
tworzące stałe OXi OY w punktach 4, (na OX;i A, (na OF). 
Odległości $=04, i ņ= 0d, można przyjąć za spółrzędne 
punktu A kwadryki. Spółrzędne takie nazywają się hyper- 
boloidalnemi; wprowadził je Pliicker (Crelle XXXIV). 

Godnym uwagi jest fakt, że punkt, położony na 
płaszczyżnie stycznej XYi mający spółrzęd- 
ne $in, jest rzutem punktu A kwadryki z pun- 
ktu P. 

Równanie stopnia pierwszego a$--ln -Hc=0 
pomiędzy spółrzędnemi *, 7 przedstawia na 
powierzchni krzywą płaską, przechodzącą 
przez punkt P. 

Jeżeli za osi spółrzędnych kartezyańskich przyjmiemy osi 
OX, OY i jakąkolwiek oś trzecią OZ, wtedy spółrzędne 
kartezyańskie zx, y, z punktu Æ kwadryki zwią- 
zane będą ze spółrzędnemi hyperboloidal- 
nemi tegoż punktu w ten sposób: 


dz m dz 
ceny” "bs pa” 


e-ti] t-t 


= — 
lub: 


jeżeli równanie kwadryki jest postaci: 
z (az--by--ez + d) + ucy =0. 


Jeżeli w szczególności za oś Z weźmiemy średnicę, prze- 
chodzącą przez punkt 0, wtedy równanie kwadryki przybiera 
postać : 


z(z-d)-Hmzy =0 (hyperboloida), 
albo: 
dz + uzy =0 (paraboloida), 
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apowyższe związki zamieniają się na nastę- 
pujące: 


Wzory te stosował Pliicker; w spółrzędnych jednorod- 
nych wzory są bardziej symetrycznemi (Clebsch - Linde- 
m ann l. c. II, str. 422). 

Niechaj P, O będą dwa jakiekolwiek punkty kwadryki (nie 
jest koniecznem, aby były końcami jednej średnicy); niechaj wierz- 
chołkami czworościanu podstawowego spółrzędnych będą P, O, 
P,, Pa, gdzie P, i P, są dwoma punktami zasadniczemi na płasz- 
ezyżnie stycznej do kwadryki w punkcie 0. Równanie 
kwadryki będzie miało postać: 


Z, Tę — Gh = 0, 


jeżeli płaszczyzny z, =(, 1, =0, 2, =0, 2, =0 są odpowiednio 
płaszczyznami POP,, POP}, OP,P,, P F. Jeżeli $, ć,, & 
są spółrzędnemi jednorodnemi punktu (na płaszczyźnie OP, P, ), 
będącego rzutem punktu kwadryki, wtedy zachodzą wzory: 


MIKE, m Ef, : Eb A AT 


Ilości 2, są można przyjąć za spółrzędne punktu na 


1 
kwadryce (Cayley, Papers V, str. 70); odpowiadają one w isto- 
cie rzeczy spółrzędnym hyperboloidalnym Pliickera. 

Rzutem wszelkiej krzywej płaskiej w rozważanem odwzo- 
rowanin jest stożkowa, która staje się kołem, jeżeli punkt P 
jest punktem kołowym (umbilikiem) kwadryki, punkt zoś 0 jest 
punktem średnicowo przeciwnym; wszystkie te stożkowe są do 
siebie podobne i podobnie ułożone; ich asymptoty są równoległe- 
mi do dwóch osi OX, OY, t.j. do przecięć płaszczyzny stycznej 
w O z powierzchnią. 

Rzutem krzywej płaskiej rzędu n na kwadryce, nie prze- 
chodzącej przez punkt P, jest krzywa płaska rzędu n; jeżeli zaś 
krzywa przechodzi m razy przez punkt P, rzut jest rzędu n—m. 
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Wszelka krzywa rzędu n na kwadryce spotyka zawsze k 
razy jakąkolwiek tworzącą jednego układu, k' razy tworzącą 
układu drugiego, w ten sposób, że ķ-} k' =n; rzut tej krzywej 
przechodzi k razy przez punkt P,, k' razy przez punkt P,. Licz- 
by k, k' charakteryzują gatunek krzywej na kwadryce; gatunek 
ten oznaczamy symbolem Í k, k']. 

Jeżeli jedna z dwu liczb k, k' jest zerem, wtedy krzywa 
rozpada się na zbiór n prostych kwadryki. 

Jeżeli nie będziemy nważali za zasadniczo różne dwu ga- 
tunków [k, k], [k', k], będzie można powiedzieć: 


Na kwadryce istnieje = (gdy n niepa- 


rzyste) lub 5 (gdym parzyste) różnych gatnn- 
ków krzywychwłaściwych rzędu n-tego. 

Przecięcie zupełne kwadryki z powierz- 
chnią ogólną rzędu m jest typu |m, m]. 

Przez kk--k--k' punktów, dowolnie danych 
na powierzchni, może przechodzić jednaityl- 
ko jedna krzywatypu|k,k']. 

Dwie krzywe typów [k,k']i[k,k,) spotykają 
się w kł',--k'k, punktach. 

Krzywa typu [k,k' | o ô punktach podwójnych i 7 ostrzach 
dotyka 2k'(k—1)—268—34 tworzących układu pierwszego, 
oraz 2k(k'— 1)—268—37 tworzących układu drugiego. 

Co do osobliwości i liczb charakterystycznych dla krzy- 
wych, nakreślonych na kwadryce, patrz Rozdz. IX, $ 4. 

Na kwadryce niema krzywych właściwych rzędu 2-go in- 
nych prócz przekrojów płaskich, należących do typu [1, 1]; krzy- 
we właściwe rzędu 3-go na tej powierzchni są typu [1,2] lub—co 
na jedno wychodzi — ]2,1] i są skośnemi; krzywych rzędu 4-go 
są dwie rodziny: [2,2] (krzywe gatunku pierwszego) i [1,3] 
(krzywe gatunku drugiego). 

Chasles pierwszy rozważał odwzorowanie płaskie kwadryk, 
jako uogólnienie rzutu stereograficznego kuli (Ann, de Gergonne 
XVHI, XIX, Aperçu hist. 1837, str. 219). Krzywe na tych powierzch- 
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niach badał Plńeker w dwóch rozprawach (Crelle XXIV, 341 —360), 
Cytujemy jeszcze noty Ca ylcy'a (Phil. Mag. XXII, s, 181, Papers 
V,70)i Chaslex'a (Compt rend 1861). Porówn. Clebsch- 
Lindemann, l. c. H, str. 414 i nast. 


Przyjadkiem szczególnym badań powyższych są badania 
nad rzutem stereograficznym kuli i nad krzywemi kulistemi, 
a w szczególności nad nad t. zw. stożkowemi kulis temi. 
Rzat stereograticzny kuli znali już geometrowie greccy; najważ- 
niejsza jego własność polega na odwzorowaniu podo- 
b ne m, t.j. że kąt dwóch krzywych kulistych równa się kątowi 
pomiędzy ich rzntami płaskiemi, jeżeli środek rzutu znajduje się, 
jak wyżej, w punkcie P kuli, a płaszczyzna rzutu jest równoległa 
do płaszczyzny stycznej w punkcie P; w szczególności zaś, gdy 
płaszczyzna rzutu jest płaszczyzną styczną w punkcie O, średni- 
cowo-przeciwległym punktowi P. 

Zdaje się, że własność tę odkryli Hooke i Moivre (patrz 
Halley, Phil, Trans.1696); niektórzy są zdania, że znał ją już 
Mercator w r. 1587 (patrz Breusing „Das Verebnen der 
Kugeloberfliche ete.*, Lipsk 1892); później badali ją Lambert, 
Euler, Lagrange, Gauss i inni (patrz Chasles, Aperçu 
ete., str. 219 i 235). 


Rzutem każdego przecięcia płaskiego kuli jest koło. 

Rzut bieguna płaszczyzny siecznej jest środkiem koła, któ- 
re jest rzutem przecięcia płaskiego (tw. Chasles'a, patrz Ha- 
chette „Geom. a trois dim.“ 1810). 


Spółrzędne na knli i stożkowe kuliste, t. j. przecięcia kuli stoż- 
kiem rzędu 2-go, badali. Chasles (Mém. de Belg. VI), Guder- 
m ann (Crelle VI), Möbius (Werke II) it. d. Wykład szczegó- 
łowy ieh teoryi znajdujemy u Hessego (Anal. Geom. des Raumes 
wyd. 3, str. 51)iu Salmona-Fiedlera I, wyd. 3-e, str. 340 
i nast. 


Stożkowa kulista jest krzywą skośną rzędu czwartego i ga- 
tunku l-go; jest ona przecięciem kuli ze stożkiem rzędu 2-go, 
którego wiarzchołek znajduje się w środku kuli. 
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W stożkowej kulistej stosunek anharmoniczny czterech 
promieni, łączących punkt zmienny kizywej z czterema punktami 
stałemi krzywej, jest stały; przez stosunek anharmoniczny czte- 
rech promieni (nie leżących na jednej płaszczyźnie), rozumiemy 
tu stosunek anharmoniczny czterech płaszczyzn, rzucających 
te promienie ze środka kuli. Jest to własność analogiczna do 
własności stożkowych płaskich. 

W stożkowej kulistej iloczyn wstaw łuków, poprowadzo- 
nych z punktu na kuli normalnie do dwu łuków kól wielkich, 
stycznych do stożkowej, jest w stosunku stałym do kwadratu 
wstawy łuku, poprowadzonego normalnie do łuku koła wielkie- 
go, przechodzącego przez dwa punkty styczności. 

Poprowadżmy przez środek kuli dwie płaszczyzny kołowe 
stożka rzędu 2-go (t. j. płaszczyzny, przecinające go według 
kół); odpowiadające tym płaszczyznom koła wielkie na kuli na- 
zywają się kołami cyklicznemi, odpowiadającemi stoż- 
kowej kulistej. 

Jeżeli koło wielkie przecina stożkową kulistą w dwóch 
punktach Pi Q, a koła cykliczne w punktach A i B, wtedy 
AP= BQ; w szczególności:, łuk koła wielkiego styczny do stoż- 
kowej kulistej, zawarty pomiędzy dwoma kołami cyklicznemi, 
dzieli się w punkcie styczności na dwie równe części. 


$ 2. 
Krzywe sześcienne skośne. 


Dwie kwadryki, mające wspólną linię prostą. przecinają się 
według krzywej resztowej, która jest krzywą sześcienną 
skośną. 

Zachowując znakowania, przyjęte w $ 4 Rozdziału IX dla 
liczb charakterystycznych i osobliwości krzywych skośnych, 
mamy tu: 
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n==3, r=4, h=l, y=0, 8=0 H=0, v=0, 
mz==3, g=l, r=0, a=0, G=0, o=0, p=0, 


skąd wypływają twierdzenia następujące: 

Krzywa sześcienna skośna jest rodzaju 
zero iklasy czwartej; jej rozwijalna ścisle 
styczna jest rzędu czwartego i klasy trzeciej. 

Przez jakikolwiek punkt przestrzeni przechodzi jedna tylko 
cięctwa i trzy płaszczyzny ściśle styczne krzywej sześciennej. 

Jakakolwiek płaszczyzna przestrzeni zawiera jednę i tylko 
jednę prostą przecięcia dwu płaszczyzn, ściśle stycznych do krzy- 
wej sześciennej. 

Rzut płaski krzywej skośnej rzędu 3-go 
jest krzywą sześcienną płaską z punktami po- 
dwójnemi. 

Każda krzywa rzędu 3-go daje się pomyśleć 
jako nakreślona na kwadryce; spotyk'a ona 
zawsze w jednym punkcie tworzące jednego 
układu, w dwóch punktach tworzące drugiego 
(patrz Rozdz. X, $ 1). 

Na kwadryce można pomyśleć dwa różne układy krzywych 
sześciennych; krzywe jednego układu spotykają tworzące układu 
pierwszego w jednym, drugiego w;dwóch punktach (a więc odpo- 
wiednio tworzące układu drugiego w dwóch punktach, pierwszego 
w jednym punkcie). 

Dwie krzywe sześcienne różnych układów spotykają się 
w pięciu punktach, krzywe tegoż samego układu w czterech 
punktach. 

Jeżeli dwie kwadryki przecinają się według krzywej sześ- 
ciennej, a zatem i według prostej, wtedy prosta ta w każdej 
z dwóch kwadryk należy do tego układu, którego tworzące prze- 
cina krzywa sześcienna w dwóch punktach. 

Przez pięć punktów, dowolnie danych na 
kwadryce, przechodzą dwiekrzywe sześcienne 
n'a niej leżące (jedna jednego, druga drugiego układu). 

Przez sześć punktów, danych dowolnie 
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w przestrzeni przechodzi zawszejedna krzy- 
wa sześcienna. 

Dla wykreślenia takiej krzywej sześciennej dość wziąć sto- 
żek kwadrykowy, mający wierzchołek w jednym ze sześciu pun- 
któw i przechodzący przez pięć pozostałych, a następnie drugi 
taki stożek, mający wierzchołek w innym z sześciu punktów 
i przechodzący przez pięć pozostałych. Te dwa stożki przetną się 
według prostej, łączącej dwa wierzchołki, i według krzywej 
sześciennej szukanej, 

Krzywa sześcienna skośna jest miejscem 
punktów wspólnych dwóm trójkom płaszczyzn, 
odpowiadających sobie w trzech pękach płasz- 
czyzn wzajemnie rzutowych. 

Rozwijalną ściśle styczną krzywej sześ- 
ciennej można uważać za obwiednią płasz- 
czyzu, przechodzących przez trójki punktów 
odpowiadających sobie w trzech prostych 
punktowych. 

Zniekształceniem krzywej sześciennej skośnej z jednym 
punktem podwójnym pozornym jest układ stożkowej i prostej 
położonej tak, że przecina stożkową tylko w jednym punkcie. 

Podamy niektóre własności krzywych sześciennych. 

Cztery płaszczyzny, przechodzące przez zmienną cięciwę 
krzywej sześciennej i przez każdy z czterech stałych punktów 
tej krzywej, są w stałym stosunku anharmonicznym. 

Prosta, będąca przecięciem dwu płaszczyzn ściśle stycznych 
do krzywej, przecina cztery płaszczyzny ściśle styczne krzywej 
w czterech punktach, będących w stosunku anharmonicznym. 

W szczególności cztery płaszczyzny, łączące styczną do 
krzywej z czterema punktami tejże, zachowują stały stosunek 
anharmoniczny przy zmienianiu się stycznej. 

Cztery płaszczyzny, w których styczna zmienna przecina 
eztery płaszczyzny ściśle styczne, są w stałym stosunku anhar- 
monicznym. 

Jeżeli 1, 2..... 7 są danemi siedmioma punktami krzywej 
sześciennej, to płaszczyzny 712 i 745, 723 i 756, 7341 761 prze- 
cinają się według trzech prostych płaszczyzny, przechodzącej 

Paseal. Rep. II 20 
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przez stałą cięciwę krzywej sześciennej, jeżeli pozostawiając sta- 
łemi pierwsze sześć punktów, zmieniamy tylko położenie siódmego 
(Cremona). 

Jeżeli dane są dwie krzywe sześcienne, przechodzące przez 
te seme pięć punktów, to cięciwy pierwszej krzywej, przecho- 
dzące przez punkty drugiej. spotykają wszystkie cięciwy drugiej 
krzywej, przechodzące przez punkty pierwszej. 

Płaszczyzny ściśle styczne w trzech punktach 1, 2. 3 krzy- 
wej szesciennej przecinają się w jednym punkcie (4) płaszczyzny 
193 

Pnukty stycznosci trzech płaszczyzn seiśle stycznych, po- 
prow sadzonych do szesciennej z punktu (4), znajdują się na jednej 
płaszczyżnie z punktem (4) (Chasles). 

Prosta przecięcia się płaszczyzn ścisle stycznych, znajdu- 
jąca się w płaszczyżnie 123, jest biegnnową harmoniczną pun- 
htn + względem trójkąta (123). 

Cięciwa sześciennej, przechodząca przez punkt 4, jest pro- 
stą biegunową harmoniczną płaszczyzny 123 względem trój- 
seianu trzech płaszczyzn ściśle stycznych. 

Dodajemy dla objaśnienia ostatnich dwu twierdzeń, że bie- 
gunową harmoniczną p punktu S (bieguna harmonicznego) 
względem trójkąta jest prosta, przecinająca boki trójkąta ABC 
w trzech punktach 4”, B', C takich, że pary promieni S4’, SA; 
SB, SB; YC, Y C' są w inwolucyi. Określenie to rozciąga się 
łatwo na przypadek trójścianu. 

Cztery punkty sześciennej tworzą czworościan; inny czwo- 
rościan tworzą płaszczyzny ściśle styczne w tych czterech pun- 
ktach; każdy z tych czworościanów jest jednocześnie wpisany 
w drugi i opisany na nim (Möbius, Crelle IM, 273). 

Twierdzenie Chaslesa pokazuje, że przy pomocy 
krzywej sześciennej skośnej ustanawiamy 
w przestrzeni odpowiedniość specyalną po- 
między punktamii płaszczyznami w ten spo- 
sób, że każdemu punktowi odpowiada płasz- 
ezyzna,przezeń przechodząca, a każdej płasz- 
czyżnie odpowiada punkt, na niej położony. 
Taka odpowiedniość jest dwoistością biegunową, albo 
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inwolucyjną, a właściwie należy do tak zwanych biegn- 
nowości zerowych (patrz wyżej str. 51), lub do ukła- 
dów zerowych (Nullsystem). Por. Möbius, Statik I, 131 
i Crelle X, 317). Punkt i odpowiadająca mu płaszczyzna nazy- 
wają się biegunemi płaszczyzną biegunową. 

Cięciwa sześciennej, przechodząca przez biegun dany P, 
i prosta, położona na płaszczyznie biegunowej tego punktu, ta- 
ha, że wzdłuż niej spotykają się dwie płaszczyzny ściśle styczne 
sześciennej, są dwiema prostemi, pozostającemi w biegunowości 
zerowej. 

Różne konstrukcye. Zagadnienie, których rozwiązania tu 
podamy. dotyczą konstrukcyi krzywej sześciennej skośnej, czy- 
niącej zadość warunkom danym. 

1. Jest danych sześć punktów 1, 2, 3, 4, 5, 6 sześciennej; 
zbudować krzywą. 

Przez proste (12) przesawamy dowolną płaszczyznę a i wy- 
znaczaczamy przecięcia: 


[1.(345)] = a, [a,(456)]-=b, [(28), (561) ] = A, [(61),(234)|=2, 
la, (B4)] =C, [a,(45|=D,[(CD),a]=E [((D)V]=F: 


punkt [(12),(27) = P należy do sześciennej. Albo inaczej: 
Wyznaczamy 


[a, (46)]=G, [1,AG6]=8, [2,BG]=y, 
[8 (34)]=H, [y, (56)]= K, 


trzy płaszczyzny [61H], a, [23 K] przecinają się w punkcie 
krzywej; mamy naturalnie trzeci punkt krzywej, znajdujący się 
na płaszczyźnie a. 

2. Mamy danych pięć punktów 1, 2,3, 4,5 i sieczną a 
krzywej sześciennej; zbudować krzywą. 

Przez sieczną a przeprowadźmy płaszczyznę dowolną a, 
która przecina płaszczyzny [123], [124], [134], [234] we- 
dług czterech prostych, wyznaczających razem z prostą a stoż- 
kową do nich styczną; płaszczyzna a przecina nadto płaszczyzny 
[123 |, [125], [135], [235] według czterech innych prostych, 
wyznaczających razem z prostą a inną stożkową. Te dwie stoż- 
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kowe mają styczne wspólne a i [a,[123)|; punkt spotkania 
dwóch stycznych wspólnych jest punktem sześciennej. 

3. Dane są cztery punkty i dwie sieczne; zbudować szes- 
cienną. 

Zagadnienie to albo wcale nie ma rozwiązań, albo ma ich 
nieskończenie wiele. 

4. Mając dane trzy punkty i trzy sieczne, zbudować szes- 
cienną. 

Dość rozważyć trzy pęki płaszczyzn, mające za osi trzy 
sieczne dane i ustanowić odpowiedniość rzutową płaszczyzn 
trzech pęków, uważając jako odpowiadające sobie płaszczyzny, 
przechodzące przez każdy z trzech punktów danych; punktami 
krzywej szukanej będą przecięcia trzech jakichkolwiek odpowia- 
dających sobie płaszczyzn. 

5. Dane są dwa punkty A, Bi cztery sieczne a, a, b, V', 
zbudować sześcienną. 

Prowadzimy prostą c, przechodzącą przez punkt A, i spo- 
tykającą proste a, a'; prostą r”, przechodzącą przez A i spotyka- 
jącą proste b, b; w podobny sposób prowadzimy proste d, d, 
przechodzące przez punkt B i spotykające odpowiednio a,a' i b,b, 

Niechaj przecięciem płaszczyzn [cd], [cd'] będzie l; dwie 
hyperboloidy [aal], [bb'l] przecinają się według krzywej żą- 
danej. 

6. Zbudować sześcienną, przechodzącą przez punkt dany 
i mającą jako sieczne pięć prostych danych. 

Zagadnienie to zawsze ma rozwiązanie. 

4. Zbudować sześcienną, mającą jako sieczne sześć pro- 
stych danych. 

Zagadnienie to ma w ogólności sześć rozwiązań. 

Co do tych konstrukcyj patrz dzieła niżej cytowane 
Schrótera, Cremony, Sturma. 

Różne gatunki krzywych sześciennych. Dla krzywych, 
podobnie jak dla stożkowych, tworzymy kategorye według rze- 
czywistości ich punktów w nieskończoności; a mianowicie: 

1. Jeżeli płaszczyzna w nieskończoności przecina krzywą 
sześcienną w jednym tylko punkcie rzeczy- 
wistym, mamy elipsę sześcienną. 
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2. Jeżeli płaszczyzna w nieskonczonosci zawiera trzy 
punkty rzeczywiste sześciennej, wtedy krzywa 
jest hyperbolą sześcienną. 

3. Jeżeli w szczególności dwa z tych trzech punktów 
zlewają się, mamy hyperbolę sześcienną pa- 
raboliczną. 

4. Jeżeli wreszcie wszystkie trzy punkty zlewają się, 
t. j. gdy płaszczyzna w nieskończoności jest płaszczy- 
zną ściśle styczną, wtedy mamy parabolą sześ- 
cienną. 

Przez hyperbolę sześcienną przechodzą trzy walce hyper- 
boliczne rzeczywiste stopnia 2-go. 

Przez elipsę sześcienną przechodzi jeden walec eliptyczny 
rzeczywisty stopnia 2-go. 

Przez hyperbolę sześcienną paraboliczną przechodzą dwa 
walce rzeczywiste stopnia 2-go, z których jeden jest hyperbo- 
licznym, drugi parabolicznym. 

Przez parabolę sześcienną przechodzi jeden tylko walec 
rzeczywisty stopnia 2-go paraboliczny. 

Jeżeli nazwiemy asymptotą styczną rzeczywistą 
(w skończoności) do punktu w nieskończoności linii krzywej, to 
będzie można powiedzieć, że elipsa sześcienna ma jednę tylko 
asymptotę, hyperbola szescienna trzy, hyperbola sześcienna para- 
boliezna ma jednę, parabola sześcienna nie ma żadnej. 

Krzywe sześcienne badał pierwszy Möbius (Baryc, Caleul 
1827, str. 120, Crelle X), po nim Chasles (Aperçu hist, Note 
XXXIII, Jour. de Liouville II 1854, Compt. rend. XLV); później zaj- 
mowali się tym przedmiotem: Seydewit z (Grun. Archiv X), Hesse 
(Crelle XXVI), Schröter (tamże LVI), v. Staudt(Beitragelll,1860 ), 
Cremona (Annali di mat. I, II, V; Crelle LVNII, LX, LXII; Nouv. 
Amn. 1, 2 série), Sturm (Crelle LXXIX, LXXX, LXXXVI), M ül- 
ler (Math. Ann. V). Co do innych badań nad sześciennemi skoś- 
nemi, a zwłaszcza nad zastosowaniem do nich teoryi niezmienni- 
ków form dwójkowych, patrz: Beltrami (Ist Lomb. 1868), Sturm 
(1. c.) Voss (Math. Ann. XHI), dOvidio (Acc. Torino XXXH 
1879, Giorn. di Battag. XVH, Collect. math. 1881), Pitarelli 
(Giorn. di Batt. XVII), Gerbaldi (Mem. Torino 1880). Z trak- 
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tatów o teoryi krzywych sześciennych skośnych wymieniamy: Sa l- 
mon-Fiedłler (Anal. Geom. d. R. H), a zwłaszcza Schroter 
('Theorie d. Oberfl. 2-er. Ordr., Lipsk 1880). 


$3. 
Krzywe skośne rzędu 4 go gatunku 1-go. 


Krzywa skośna rzędu czwartego gatunku 1-go jest prze- 
cięciem znpełnem dwu kwadryk, na każdej z tych dwu powierz- 
chni przecina ona w dwóch punktach każdą tworzącą jednego 
układn, oraz w dwóch punktach każdą tworzącą drugiego. 

Przy założeniu, że kwadrykisą jakiekol- 
wiek, mamy następujące liczby charaktery- 
styczne dla takiej krzywej: 


n=4, r=8, h=2, y=8, B=0, H=0, ż=0, 

m=12, g=38, x =16, a=16, G=0, w=0, p=l. 

Jeżeli dwie kwadryki mają styczność zwy- 
czajną w jednym punkcie, wtedy krzywa rzędu 


4-go otrzymuje punkt podwójny, ajejcharak- 
terystykami są: 


n=4, r=6, h=2 y=4 8=0 H=l, v=0Q, 
m=6, g=6, z=6, a=4 G=0), w=0, p=0. 
Jeżeli kwadryki mają w punkcie stycz- 


ność stateczną, wtedy krzywa ma ostrze, ajej 
charakterystykami są: 


a=4, r=5, h=2 y=2 8=lL H=0, v=0, 
m= 4, J=2, x= 2, asl, G=0, ==); p=0, 


Zniekształcenia krzywej skośnej rzędu 4-go gatun- 
ky 1-go są następujące; 
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1. Krzywa szescienna płaska wraz z prostą, położoną 
w przestrzeni tak, że przecina krzywą tylko w jednym 
punkcie, 
2. Krzywa sześcienna skośna i jej cięciwa. 
3. Dwie stożkowe, położone w przestrzeni w ten sposób, 
że mają dwa punkty wspólne. 
Z własności, dotyczącej liczby stożków kwadrykowych, 
znajdujących się w pęku kwadryk, wypływa: 
Przez każdą krzywą rzędu 4-go gatunku 
1-go przechodzą cztery stożki kwadrykowe 
(Poneelet). 


Krzywa rzędu 4-go gatunku 1-go niema wcale 
trójsiecznej. 

Każda płaszczyzna pęku płaszczyzn, ma- 
jącego za oś cięciwę albo styczną krzywej 
rzędu 4-go gatunku 1-go, przecina krzywą 
w dwóch punktach takich, że prosta je łącząca 
jesttworzącą kwadryki,na której krzywa leży 
całkowicie. W tym pękusą cztery płaszczy- 
zny styczne do krzywej. 

Ośm punktów, dowolnie danych w prze- 
strzeni, określają krzywą rzędu czwartego 
gatunku 1-go. 

Dwie krzywe gatunku 1-go, położone na jednej i tej samej 
kwadryce, przecinają się w ośmiu punktach. Są to te punkty, 
w których spotykają się trzy powierzchnie rzędu 2-go; jeżeli 
mamy danych siedm z pomiędzy tych punktów, to ósmy daje się 
wyznaczyć przy pomocy konstrukcyj liniowych; tworzą one 
grupę ośmiu punktów stowarzyszonych i przechodzi przez nie 
nieskończenie wiele krzywych rzędu 4-go (Hesse, Crelle XXVI, 
Reye tamże, C. Zeuthen tamże IC, Acta math, XII). 

Przez sześć punktów z grupy ośmiu punktów stowarzyszo - 
nych poprowadźmy sześcienną skośną, to prosta, łącząca dwa 
pozostałe punkty, będzie cięciwą sześciennej. Odwrotnie: ośm 
punktów krzywej rzędu 4-go, mających tę własność, są ośmioma 
punktami stowarzyszonemi. 
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Przez pięć punktów krzywej rzędu 4-go gatunku 1-go prze- 
prowadźmy wszystkie możliwe kwadryki, przecinające nadto 
krzywą jeszcze w trzech punktach; płaszczyzna tych trzech pun- 
któw przechodzi przez punkt stały krzywej danej. 

Jeżeli na krzywej rzędu go damy sobie dwie grupy po 
ośm punktów stowarzyszonych, t.j. razem 16 punktów i jeżeli 
pomiędzy temi punktami można wybrać osm takich, aby two- 
rzyły nową grupę punktów stowarzyszonych, wtedy i pozostałe 
osm punktów tworzy grupę punktów stowarzyszonych. 

Poprowadźmy trzy płaszczyzny, przecinające krzywą rzędu 
czwartego w punktach 4A,, Bi, Ci, Di; Aa, Bas Ca, Da; 43, B;, Caa D;; 
płaszczyzny 4,4,4,, B BaBy, CCCs DDD, przetną krzywą 
w czterech punktach, znajdujących się na jednej płaszczyźnie. 

Cztery płaszczyzny, ścisle styczne w czterech punktach po- 
łożonych na jednej płaszczyźnie, przecinają krzywą w czterech 
punktach, leżących na jednej płaszczyżnie (Rey e). 

Na krzywej rzędu 4-go istnieją trójki punktów A,, 
A, A, mające tę własnosć, że trzy płaszczyzny ścisle stycz- 
ne w tych punktach przecinają się w punkcie Ś krzywej, przez 
który przechodzi także i płaszczyzna A, As 4;. Ten punkt na- 
zywa się punktem towarzyszącym trójki. 

Niechaj będzie krzywa rzędu 4-go na kwadryce; trzy pun- 
kty L, Ba B,, w których tworzące tego samego układu, prze- 
chodzące przez punkty 4,, Á} 4, spotykają krzywą, tworzą 
także trójkę. 

Niechaj O będzie punktem krzywej rzędu czwartego; trzy 
punkty, w których trzy płaszczyzny OA, da, 04, 4, OA34, 
przecinają także krzywą tworzą trójkę. 

Trzy punkty, w których trzy płaszczyzny, przechodzące 
odpowiednio przez .4,, Á% A, i przez sieczną albo przez styczną 
krzywej, przecinają krzywę, śworzą też trójkę. 

Trójkę punktów dla danej krzywej rzędu 4-go można otrzymać 
sposobem następującym: Przyjmijmy punkt S na krzywej jako 
punkt towarzyszący trójki. Z tego punktu rzućmy krzywą na 
płaszczyznę, rzutem będzie krzywa rzędu 3-go. Płaszczyzna. 
przechodząca przez punkt Si przez jednę z prostych przegięcia 
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sześciennej płaskiej przecina krzywą daną w trzech punktach 
tworzących trójkę. 

Powiedziano wyżej, że w pęku płaszczyzn, którego osią jest 
cięciwa krzywej rzędu 4-go, istnieją cztery płaszczyzny styczne 
do niej; mówimy, że cztery punkty styczności tworzą c z w ór- 
kę punktów. 

Stosunek anharmoniczny czterech punktów tego pęku 
jest stały, t. j. nie zmienia się przy zmianie cięciwy, będącej osią 
pęku; a także: 

Stosunek anbarmoniczny czterech płaszczyzn, w których 
cztery styczne w czterech punktach czwórki przecinają cięciwę 
im odpowiadającą. jest stały. 

Płaszczyzny, przechodzące przez cięciwę krzywej i przez 
każdy z czterech punktów czwórki, przecinają krzywą w czte- 
rech punktach, tworzących także czwórkę. 

Cztery ściany czworościanu, którego wierzchołkami są 
cztery punkty czwórki, przecinają krzywą w czterech punktach 
innej czwórki, a mianowicie w tych samych czterech punktach, 
w których płaszczyzny ściśle styczne w czterech punktach pierw- 
szej czwórki przecinają krzywą. 

Na krzywej rzędu 4-go istnieją 24 dwójki takich punktów, 
że płaszczyzna ściśle styczna w jednym punkcie dwójki prze- 
chodzi przez drugi, i odwrotnie. 

Badano konfiguracyę 16 punktów styczności krzywej rzędn 
4-go i płaszczyzn statecznych powierzchni rozwijalnej ściśle 
stycznej, t.j. 16 punktów krzywej rzędu czwartego, w których 
płaszczyzna ściśle styczna ma styczność rzędu 3-go z krzywą. 

Te 16 punktów są punktami spotkania krzywej z czterema 
ścianami czworościanu biegunowego, t. j. czworościanu, którego 
wierzchołkami są wierzchołki czterech stożków, przechodzących 
przez krzywą. 

Każda płaszczyzna, przechodząca przez trzy z pomiędzy 
16 takich punktów, przechodzi także przez punkt czwaaty, który 
zresztą może zlewać się z jednym z trzech rozważanych. Takich 
płaszczyzn jest 116. 

Te 16 punktów można przedstawić za pomocą symbolów 
(i,j), gdzie i,;j=0,1,2,3; każde cztery punkty, dla. których 
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snua pierwszych skażuików i osobno suma drugich przystaje do 
U według modnła 4, są na jednej płaszczyźnie. 

Spółrzędne punktu krzywej rzędu czwar- 
tego skośnejgatnnku l-go można wyrazić za 
pomocą funkcyjeliptycznych jednego para- 
metru; jest mianowicie: 


z==p(u), y =p (u), z=v'(u), 


gdzie pjest znaną funkcyą Weierstrassa (patrz 
„Repertoryum* t. I Rozdz. XVI, $ 4). Czterema punktami, leżą- 
cęmi na jednej płaszczyźnie, są wtedy punkty dla których suma 
czterech argumentów = 0 (mod. 20, Żw'). 


Z tego punktu widzenia krzywą skośną rzędu 4-go gatunku 1-go 
badali: Harnack (Math. Ann. XH), Lange (Diss. Drezno 1883, 
Schlóm. Ztschrf, XXVIII); patrz Halphen, Fonet. elip. H, str. 449 
i nast. Krzywe skośne rzędu 4-go gatunku 1-go badali nadto: Chas- 
les (Compt. rend. LII, LIV), Reye (Ann. di mat. II, Gegen- 
bauer (Wien. Ber. XCII), Ameseder (tamże XXXVII). Trak- 
tat o tych krzywych napisał Schröter (Grandz, ein. rein. geom. 
Theorie der Raumeurven 4-er Ordn. 1-er Species, Lipsk 1890), gdzie 
można znaleźć liczne cytaty. 


Do krzywych rzędu 4-go gatunku 1-go należą stożkowe 
kuliste, o których była mowa w $ 1. 


§ 4. 
Krzywe rzędu 4-go skośne gatunku 2-go. 
Krzywą skośną rzędu 4-go gatunku drugiego określamy 


jako krzywą rzędu 4-go, przez którą przechodzi jedna tylko 
kwadryka. 
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W ogóle, jeżeli powierzchnia rzędu 2-go i powierzchnia rzę- 
dn 3-go mają wspólną krzywą płaską rzędu 2-go (dwie proste na 
płaszczyźnie albo stożkową), wtedy przecięciem resztowem jest 
krzywa rzędu 4-go gatunku l-go: stąd krzywa rzędu 4-go ga- 
tnnku 2-go jest przecięciem resztowem powierzchni rzędu 2-go 
i powierzchni rzędu 3-go, mających wspólne dwie proste skośne. 

Otrzymujemy także krzywą rzędu 4 go gatunku 2-go. je- 
żeli powierzchnia rzędu 2-go i powierzchnia rzędu 3-go mają 
wspólną prostą, która jest podwójną dla tej drugiej powierzchni. 

Zamiast ogólnej powierzchni sześciennej można wziąć po- 
wierzchnię liniową skośną, stąd: 

Każdą krzywą rzędu 4-go gatunku 2-go mo- 
żnauważać jako przecięcie powierzchni rzę- 
du Ż-go i powierzchni sześciennej skośnej, któ- 
rej kierownicą podwójną jest cięciwa krzywej 
(Cremona). 

Każdą krzywą rzędu 4-go gatunku 2-go mo- 
żna uważać za miejsce punktów wspólnych, 
odpowiadających sobie płaszczyzn trzech pę- 
ków rzutowych, z których pierwszy jest poje- 
dyńczym, drugi podwójnym inwolucyjnym, 
trzeci homograficznym względem drugiego 
(Cremona). 

Rzut płaski krzywej rzędu 4-go gatunku 2-go jest wogóle 
krzywą ogólną rzędu 4-go klasy 6-ej z trzema punktami podwój- 
nemi, czterema stycznemi podwójnemi i sześcioma przegięciami. 

Jeżeli środek rzutu leży na krzywej, mamy wtedy krzywą 
rzędu 3-go i klasy 4-ej. 

Przez krzywą rzędu 4-go gatunku 2-go prze- 
chodzą cztery stożki rzędu 8go i klasy 4-ej. 

Liczbami charakterystycznemi dla krzy- 
wej rzędu 4-go gatunku 3-go są następujące: 


n=4, r=6, h=}, y=4 B=), H=0, c=0, 
m=6, g=6, z=6, a=4 G=0), w=0, p=0. 
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Krzywa rzędu 4-go gatunku 2-go przecina wszystkie two- 
rzące jednego z układów kwadryki w trzech punktach, wszystkie 
tworzące drugiego w jednym tylko punkcie, stąd: 

Krzywa ma jeden układ pojedyńczo - nieskończony trój- 
siecznych. 

Istnieją cztery punkty, w których styczna do krzywej prze- 
cina nadto krzywą. 

Krzywa gatunku 2-go może mieć w szczególności 
jednę lub dwie styczne stateczne (v=1,2) co nie ma miejsca dla 
krzywej gatunku l-go. Liczbami charakterystycz- 
nemi dla tych przypadków szczególnych są 
następujące: 


n=4, r=6, h=3, y=4, 8=0, =0, u=l, 
G 


m=D, g=4, z=5, a=2, 


s=4, r=6, h=3, y=4, 60, =0, v=2, 
u =4, qg=3, c=4, a=0, G=0, w=0, p=0. 


Zniekształcenia krzywej skośnej rzędu 
4-go gatunku 2-go: 1) krzywa szescienna skośna i prosta, 
przecinająca ją w jednym punkcie; 2) dwie stożkowe, mające 
jeden punkt wspólny. 

Stosunek anharmoniczny czterech płaszczyzn. przechodzą- 
eych przez cztery punkty krzywej i przez jakąkolwiek jej trój- 
sieczną, nie zmienia się przy zmianie trójsiecznej. Można ten 
stosunek nazwać stosunkiem anharmonicznym czterech punktów 
krzywej rzędu 4-go. 

Na powierzchni rzędu 2-go można nakreślić dwa układy 
krzywych rzędu 4-go gatunku 2-go; krzywe jednego układu 
przecinają w jednym punkcie tworzące powierzchni, należące 
do pierwszego układu tworzących i w trzech punktach tworzące 
drugiego układu tworzących; krzywe 2-go układu — odwrotnie. 

Dwie krzywe rzędu 4-go, należące do różnych układów, spoty- 
kają się w 10 punktach, dwie krzywejednego układu w 6 punktach. 

Krzywa rzędu 4-go gatunku 1-go i krzywa rzędu 4-go ga- 
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tunku 2-go, nakreślone na tej samej powierzchni rzędu 2-go. spo- 
tykają się w 8 punktach. 

Krzywa sześcienna skośna i krzywa rzędu 4-go gatunku 
2-go, nakreślone na tej samej kwadryce i spotykające każda 
w jednym tylko punkcie tę samą tworzącą powierzchni, przeci- 
nają się w 5 punktach; jeżeli zaś krzywa sześcienna spotyka two- 
rzącą w dwóch punktach, a krzywa rzędu 4-go w jednym tylko 
punkcie tę samą tworzącą, wtedy krzywe mają 7 punktów wspól- 
nych. 

Przez ośm dowolnych punktów w przestrzeni przechodzą 
cztery krzywe rzędu 4-go gatunku 2-go. 

Przez siedm punktów na kwadryce można przeprowadzić 
dwie krzywe rzędu 4-go gatunku 2-go, na tej powierzchni całko- 
wicie leżące, 

Z punktu P krzywej można przeprowadzić do niej trzy 
płaszczyzny ściśle styczne; trzy punkty styczności z krzywą leżą 
na jednej płaszczyżnie, przechodzącej przez punkt P i będącej 
płaszczyzną biegunowo-harmoniczną trójsiecznej, przechodzącej 
przez punkt P, względem trójścianu trzech płaszczyznych stycz- 
nych. 

Jeżeli zmieniać będziemy punkt P. to płaszczyzna trzech 
punktów styczności obwiedzie stożek rzędu 2-go (Cremona. 

Nazywamy cięciwami głównem!i krzywej cięciwy 
przez które przechodzą dwie płaszczyzny ściśle styczne do krzy- 
wej, których punkty styczności są punktami przecięcia cięciw 
z krzywą (Bertini). 

Istnieją trzy cięciwy główne; przechodzą one przez jeden 
i ten sam punkt. 

Przez punkt przestrzeni przechodzą trzy cięciwy krzywej 
(gdyż h==3); jeżeli przez ten punkt poprowadzimy sześć płasz- 
czyzn, przechodzących przez styczne do krzywej w sześciu pun- 
ktach przecięcia cięciw, to te sześć płaszczyzn dotykać będą jed- 
nego stożka rzędu 2-go. 

Sześć płaszczyzn ściśle stycznych, poprowadzonych z jed- 
nego punktu do krzywej, dotyka jednego stożka rzędu 2-go. 

Ośm prostych, poprowadzonych z jednego punktu prze- 
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strzeni do punktów styczności czterech płaszczyzn dwustycznych, 
przez ten punkt przechodzących, są tworzącemi takiegoż stożka: 

Płaszczyzny scisle styczne krzywej są stycznemi do kwa- 
dryki, której płaszczyzny styczne przecinają krzywa w czterech 
punktach, tworzących grupę anharmoniczną. Kwadryka ta jest 
wpisana w rozwijalną ściśle styczną linii krzywej (Č rem onaj- 

Płaszczyzny, przecinające krzywą rzędu 4-go w czterech 
punktach, tworzących grupę harmoniczną, obwodzą powierzchnię 
Steinera (rzędu 4-go i klasy 3-ej), wpisaną w rozwijalną ściśle 
styczną krzywej (Cremona). 

Rozważmy pęk płaszczyzn, którego osią jest prosta, przeci- 
nająca krzywą w dwóch punktach; miejscem geometrycznem 
prostej, łączącej pozostałe dwa punkty spotkania każdej płasz- 
czyzny z krzywą, jest powierzchnia rzędu 3-go skośna, której 
tworzącą podwójną jest oś pęku. 

Krzywa, o której mówiemy, ma, jak to widać z tablicy 
cztery płaszczyzny ścisle styczne stateczne (a=+). 

Cztery styczne w czterech punktach statecznych, t.j. 
w punktach styczności płaszczyzn stycznych, leżą na jednej hy- 
perboloidzie. 

Cztery punkty styczne należą do krzywej węzłowej (rzędu 
6-go) powierzchni rozwijalnej ściśle stycznej; płaszczyzny statecz- 
ne w tych punktach są zarazem płaszczyznami ściśle stycznemi 
da krzywej węzłowej. 

Krzywa węzłowa ma także cztery punkty stateczne i niema 
innych punktów wielokrotnych; jest ona przecięciem powierz- 
chni rzędu 2-go i powierzchni rzędu 3-go, mających styczność 
stateczną w czterech punktach. 

Krzywa rzędu 4-go gatunku 2-go spotyka odpowiednią 
krzywą węzłową w ośmiu punktach, z których eztery są punkta- 
mi statecznemi dla krzywej rzędu 4-go, a pozostałe cztery pun- 
ktami statecznemi dla krzywej węzłowej. 


Istnienie krzywych rzędu 4-go gatunku 2-go spostrzegli S al- 
moni Cayley (Cambr. Math. Journ. V, 1850) a potem Steiner 
{Flächen 3-en Grades, Crelle LII, 1857), Pierwszą ważną pracą 
a tym przedmiocie jest rozprawa Cremony (Acc. Bologna 1861, 
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Ann. di Tortol. IVy potem następują liczne prace Weyra (Math. 
Ann. IV, Wien. Ber. 1871—75—76—178), rozprawy Bertini'ego 
(Ist. Lomb. 1872). Armenanti'ego (Giorn. di mat. XI, XI) i wielu 
innych. 

Study znalazł, że dawszy sobie punkt przestrzeni, możemy na 
krzywej rzędu 4-go gatunku 2-go określić inwolucyę rzędu 4-go ga- 
tunku 1-go (Leipz. Ber. 1886); przypadek szczególny takiej inwolncyi 
zauważył był już Bertini (l. ¢.). Inwolucya ta zastępuje w pe- 
wien sposób brak innej, która istnieje we wszystkich krzywych skeś- 
nych wymiernych rzędu większego od 4 (patrz $6). Teorya tak zwa- 
nych „oskulant* jest właśnie z teoryą tych inwolucyj związana (patrz 
Jolles. Theorie der Osculanten. 1886; Stahl, Crelle CI, CIV) 

Więcej szczegółów bibliograficznych i historycznych znaleść ma 
žna w przedmowie doniedawnej pracy Berzolari'ego (Ann. di mat. 
XX). który dowiódł, że wspomniana wyżej inwolucya jest apolarra 
względem inwolucyi, którą otrzymujemy, przecinając krzywą płaszezy - 
znami, przechodzącemi przez punkt dany, 

Co do przypadków szczególnych, wyżej wymienionych, w któ- 
rych krzywa posiada styczne stateczne, patrz Čr e mona, (Rend. Ist. 
Lomb. 1868); Appel, (Comp. Rend. 1876) i t. d. 


$ 5. 
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Krzywe rzędu 5-go. Powiedziano już (patrz Rozdz IX $ 8), 
że istnieją trzy rodziny krzywych skośnych rzędu 5-go: jedna 
z czterema punktami podwójnemi i o najwyższym rodzaju 2; 
druga z pięcioma punktami podwójnemi pozornemi i o najwyż- 
szym rodzaju 1; trzecia wreszcie z 6 punktami podwójnemi po- 
zornemi rodzaju zero. Rozumie się tu oczywiście, że krzywe nie 
posiadają osobliwości istotnych, t. j. punktów podwójnych istot- 
nych, ostrzy i t. d. Oznaczać będziemy te krzywe odpowiednio 
przez R;*, R;!, Ry. 
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Przez każdą krzywą skosną rzędu 5-go 
przechodzi nieskończenie wiele powierzchni 
rzędu 3-go. 

Liczby charakterystyczne dla krzywej R, 
są następujące: 


r=12, m=21, h=4, g=156, 1=48, y=32, a=32; 


pozostałe są zerami. 

Z każdego punktu krzywej R, wychodzi jedna tylko trój- 
sieczna krzywej. 

Krzywa ŁR? jest przecięciem cząstkowem 
powierzchni rzędu drugiego i powierzchni 
rzędu trzeciego, mających wspólną prostą, 
która jesttrójsieczną krzywej. 

Miejscem trójsiecznej krzywej jest kwadryka, na której 
leży krzywa, 

Istnieje ośm punktów. w których styczna do krzywej prze - 
cina samą krzywą (4=8; patrz Rozdz. IX, $ 4). 

Istnieje 96 punktów spotkania trzech stycznych nie nieskoń- 
czenie blizkich (punktów potrójnych krzywej węzłowej powierz- 
chai rozwijalnej ). 

Istnieją 72 płaszczyzny ściśle styczne i w innem miejscu 
styczne do krzywej. 

Krzywa £,* nie posiada siecznej czterokrotnej. 

Krzywą Rê można rtworzyć przy pomocy 
trzech pęków rzutowych, z których jeden jest 
pękiem powierzchni rzędu 2-go, dwa pozostałe 
pękami płaszczyzn; kwadryka przechodzące 
przez R, jest wyznaczona przez przecięcie 
płaszczyzn, odpowiadających sobie w dwóch 
pękach płaszczyzn. 

Krzywą R, można także określić jako prze- 
eięcie cząstkowe dwóch powierzchni rzędu 
3-go, mających nadto wspólną krzywą rzędu 
4go gatunku 1-go. Ta ostatnia krzywa spotyka 
ośm razy krzywą R?. 
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Liczby charakterystyczne dla krzywej R;* 
są następujące: 


r==l10, m=15, h=ó, g=0. x=30, y=20, a=%. 


Krzywą h;' można uważać jako przecię- 
cie cząstkowe dwóch powierzchni sześcien- 
nych, które przecinają się nadto według krzy- 
wej rzędu t-go gatunku 2-go. 

Z każdego punktu krzywej R! można poprowadzić do niej 
dwie trójsieczne. 

Istnieje 10 stycznych krzywej, przecinających ją nadto 
w innych punktach. 

Istnieje 30 płaszczyzn ściśle stycznych, zarazem stycznych 
do krzywej w innych punktach. 

Istnieje 40 punktów, w których spotykają się trzy styczne 
nie nieskonczenie blizkie krzywej. 

Miejscem trojsiecznych krzywej K;' jest powierzchnia pro- 
stoliniowa rzędu 5-go. 

Krzywa R,! nie posiada siecznej czterokrotnej. 
Liczby charakterystyczne dla krzywej R,” są: 


r=8, m=9, h=6, g=20, r=16, y=l2, a=8. 


Przez każdy punkt krzywej R,” przechodzą trzy trójsieczne. 

Istnieje 12 stycznych, które są siecznemi w innych pun- 
ktach krzywej. 

Istnieje dwanaście płaszczyzn ściśle stycznych, które są 
stycznemi w innych punktach. 

Istnieje 8 punktów, w których spotykają się trzy styczne 
nie nieskończenie blizkie krzywej. 

Istnieją dwa gatunki krzywych K;”, wyróżniające się tem, 
że krzywa gatunku pierwszego ma jednę tylko prostą czworo- 
sieczną, druga zas ma nieskończenie wiele takich siecznych, two- 
rzących powierzchnię rzędu 2 go. 

Krzywa R, gatunku l-go jest miejscem pun- 
któw wspólnych odpowiadającym sobie płasz- 
czyznom trzech pęków rzutowych, z których 
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dwa są podwójnemiinwolucyjnemi, trzeci zaś 
jest pojedyńczym. 

Krzywa R;* gatunku 2-go jest miejscem pun- 
któw wspólnych odpowiadającym sobie płasz- 
czyznom trzech pęków rzutowych, z których 
dwa są pojedyńcze, trzeci zaś jest potrójnym 
inwolucyjnym. 

Krzywa R, gatunku 1-go jest przecięciem 
eząstkowem dwu powierzchni rzędu 3-go, ma- 
jących nadto wspólną krzywą skośną rzędu 
3-go oraz prostą, nie przecinającą tamtej; albo 
też jest przecięciem cząstkowem dwu powierz- 
chai rzędu 3-go prostoliniowych, mających wspól- 
ną prostą podwójną oraz dwie inne proste, 
z których jedna przecina prostą podwójną, 
druga zaśnie. 

Krzywa R,’ gatunku 2-go jest przecięciem 
eząstkowem powierzchni stopnia 2-go i powierz- 
chni prostoliniowej rzędu 4-go, których pro- 
stą potrójną jest czworosieczna krzywej J". 

Trójsieczne krzywej R;* gatunku pierwszego tworzą po- 
wierzchnię prostoliniową rzędu 8-go, dla której krzywa Ry” jest 
krzywą potrójną, a jej czworosieczna prostą poczwórną. 

Z punktu widzenia klasyfikacyi krzywych skośnych krzywa 
R,” gatunku 2-go nie przedstawia osobnej rodziny, a jest tylko 
przypadkiem szczególnym krzywej K," gatunku 1-go (patrz 
Halphen, Ecol. pol. LII, str. 12). 

Krzywe rzędu 5-go badali; pierwszy Cayley (Comptes rend. 
LIV, LVII, 1862, 1864; Papers V, 15, 24); Sturm (Flächen 3. 0., 
Lipsk 1867) badał krzywe takie, położone na powierzchni rzędu 3-go; 
później zajmowali się tym przedmiotem Bertini (krzywe £,*; Col- 
lect. math. 1881), Berzolari (Line. Mem. 1893), W eyr (krzy- 
we H,”, Wiener Berichte 1884, 85, 88) i Montesano (4K;!, Ace- 
Napol, 1888). 
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Krzywe rzędu 6-go. Istnieje, jak wiemy (Rozdz. IX, $ 3), 
pięć rodzin krzywych skośnych rzędu 6-go, charakteryzujących 
się liczbą punktów podwójnych pozornych. Przez każdą 
ztych krzywych przechodzi zawsze powierz- 
chnia rzędu 3-go. 

Najważniejszą pomiędzy niemi jest krzywa rodzaju 4, która 
jest przecięciem zupełnem powierzchni stopnia 
2-goi powierzchni stopnia 3-go. Jest ona zwłaszcza 
ważną dla teoryi funkcyj abelowych rodzaju 4, gdyż odgrywa 
w tej teoryi podobną rolę, jaką krzywe rzędu 4-go płaskie 
mają w teoryi funkcyj abelowych rodzaju 3. 

Liczby charakterystyczne dlatej krzywej są: 


r=18, m=36, h=6, g==531, 1=126, y=%, a=60. 


Przez punkt krzywej przechodzą dwie trójsieczne (dwie 
proste kwadryki, na której leży krzywa). 

Liczba stycznych, które są zarazem w innych miejscach 
siecznemi, wynosi 24. 

Liczba płaszczyzn ściśle stycznych, które w innych punk- 
tach są stycznemi, wynosi 324, 

Powierzchnia rozwijalna ściśle styczna krzywej ma 480 
punktów potrójnych. 

Krzywa posiada 120 płaszczyzn trójstycznych i nie ma 
oczywiście żadnej czworosiecznej. 

Zaczęto badać konfiguracyę 120 płaszczyzn trójstycznych 
krzywej rzędu szóstego skośnej i 360 odpowiednich punktów 
styczności. Konfiguracyę tę należy uważać za rozszerzenie na 
rodzaj p=4 konfiguracyj 28 stycznych podwójnych krzywej 
płaskiej rodzaju p=3. 

Te punkty styczności (w liczbie 360) krzywej rzędu 6-go 
z jej płaszczyznami trójstycznemi znajdują się dwunastkami na 
32130 powierzchniach rzędu 2-go, Te powierzchnie dają się 
uporządkować parami; istnieje mianowicie ośm różnych gatun- 
ków takich par. Para gatunku pierwszego ma własność, że 
cztery z pomiędzy pozostałych kwadryk spotykają każdą z po- 
wierzchni pary w 6--6 punktach, należących do krzywej rzędu 
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G-go, szesnaście kwadryk spotyka jednę z powierzchni pary 
w 6 pnnktach (krzywej). drngą tylko w trzech punktach. a nie- 
ma zadnej kwadryki, któraby miała własność przeciwną. Para 
taka, jak widzimy, jest w pewnym względzie dysymetryczną. 
Co do innych szczegółów patrz E. Pascal (Lincei 1893). Je- 
żeli mamy dw a pierwiastki równania, od którego zależy wy- 
znaczenie 120 płaszczyzn trójstycznych krzywej rzędn 6-go sko- 
śnej, to pozostałe 118pierwiastków rozkładają się na 54 i 64 pier- 
wiastki w ten sposób, że rozwiązującą równania stopnia 64-go 
jest równanie stopnia 54-go, które znów—po rozwiązaniu rów- 
naniastopnia 27-go, nie mającego rozwiązującej stopnia niższego— 
rozpada się na 27 czynników kwadratowych. 

Jeżeli znamy trzy pierwiastki, wtedy zagadnienie zależy 
od równania stopnia 27-go, nie mającego rozwiązującej stopnia 
niższego. Twierdzenie to jest analogiczne do twierdzenia o 28 
stycznych podwójnych krzywej płaskiej, albo do twierdzenia o 27 
prostych powierzchni rzędu 3-go (patrz Pascal, Lincei, I półr. 
1898, str. 120). 

Krzywemi skośnemi rzędu 6-g0 zajmowali się: Clebsch (Crelle 
LXUI), Baule (Rozprawa, Getynga 1872), Weyer (Compt. rend. 
LXXVI), Noether (Crelle XCII), London (Math, Ann. XLV), 
Petot (Compt. rend. CII) i inni. 

Z prac o krzywych rzędu 7-go wymieniamy pracę Weyra 
(Wien. Ber. LXIX), a dla krzywej rzędu 9-go, będącej przecię- 
ciem zupełnem dwóch powierzchni rzędu 3-go (t. j. dla krzywej 
podstawowej pęku takich powierzchni) podajemy liczby charak- 
terystyczne: 


r=36. m=81, h=18, y==3006, r=576, y=504, 
a=144, p=10. 


Przez każdy punkt krzywej przechodzi 11 trójsiecznych. 

Istnieją 144 styczne, które są zarazem siecznemi w in- 
nych punktach; istnieje 2160 płaszczyzn ściśle stycznych, które 
są zarazem stycznemi w innych punktach; istnieje 3360 płasz- 
czyzn trójstycznych. 
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O różnych zniekształceniaeh krzywej, będącej przecięciem dwu 
powierzchni sześciennych, patrz Sturm, Flächen 3-er Ord. 
Lipsk, 1867. 
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Krzywe rodzaju zero nazywają się, jak wiadomo. w y- 
miernemi albo jednobieżn emi. Wyprowadzono różne 
ich własności ogólne, pomiędzy któremi najelementarniejsze od- 
noszą się do liczb charakterystycznych. Zakłada się oczywiście, 
że krzywa jest pozbawiona punktów osobliwych. 

Rozwijalna ściśle styczna krzywej skośnej wymiernej rzędu 
n-tego jest rzędu 2(n—1). 

Istnieje (n—1)? prostych, opierających się na dwu pro- 
stych dowolnych i będących siecznemi podwójnemi krzywej. 

Prosta ruchoma, opierająca się na prostej dowolnej i zara- 
zem dwusieczna krzywej, opisuje powierzchnię skośną rzędu 
(1—1)%, dla której prosta stała jest prostą wielokrotną rzędu 
2, krzywa dana jest krzywą wielokrotną rzędu 1 —1, 
i która ma 2(n—1) (n—2) punktów ostrzowych, położonych na 
krzywej wymiernej. 


Krzywa wymierna ma oczywiście Pe) punktów 
podwójnych pozornych. 

Przez każdy punkt krzywej przechodzi > PR trój- 
siecznych. 

Istnieje „RR TEE siecznych czworokrotnych. 


3.4 
Powierzchnia skośna, utworzona przez trójsieczne, jest rzędu 
(n—1) (n—2) (n—3) 
3 
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Klasa krzywej wynosi 3(n - 2). 

Przez pankt krzywej przechodzi 3 (n—3) płaszczyzn ściśle 
stycznych w innych punktach. 

Przez każdy punkt krzywej przechodzi 2(n—2)(n—3) 
płaszczyzn dwustycznych. 

Przez każdy punkt krzywej przechodzi 2(n—3)(n—4) 
płaszczyzn dwnstycznych w innych punktach. 

Każda styczna spotyka 2(n—3) innych stycznych. 

Krzywa ma 4(n—3) płaszczyzn statecznych. 

Istnieje 6(n—3)(n—4) płaszczyzn ściśle stycznych i zara- 
zem stycznych w innych miejscach. 

Istnieje Ż(n—2)(n—3) prostych stycznych i zarazem siecz- 
nych w innych punktach. 

Krzywa ma Z ROREZAJI krk 2 płaszczyzn dwustycz- 
nych. 

Ważną własność krzywych wymiernych jest ta, która 
odnosi się do tak zw. inwolucyi zasadniczej na 
krzywej. Spółrzędne 2,, z,, 7%, z, punktu krzywej dają się wy- 
razić jako funkcye wymierne parametru 4 przy pomocy związków 


z, sma”, T= bP, 2, = c", x, = di", 


gdzie az, b4... oznaczają symbolicznie formy dwójkowe stopnia 
n. Utwórzmy n— 3 form stepnia n apolarnych z każdą 
z czterech form danych, a więc z każdą formą, należącą 
do układu liniowego, który te cztery formy charakteryzują. Układ 
liniowy, określony przez n—3 formy utworzone, przedstawia in- 
wolucyę grup n punktów na krzywej, a zatem: 

Na danej krzywej wymiernej istnieje in- 
wolucya rzędu nigatunku n—4, której grupy 
n-punktowe są apolarnemi ze wszystkiemi 
grupami n-punktowemi, wyciętemi na krzy- 
wej przez jakąkolwiek płaszczyznę przestrzeni. 

Taką inwolucyę Stahl nazwał zasadniczą. W przy- 
padku n==t inwolucya sprowadza się oczywiście do grupy tylko 
ezteropunktowej. Dla krzywej skośnej rzędu 4-go gatunku 2-go 
(wymiernej) grupa tych czterech punktów jest grupą czterech 
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punktów styczności płaszczyzn ściśle stycznych statecznych (patrz 
$ 4). Lecz w tym przypadku występują i inne inwolucye, znale- 
zione przez Stud yego, o czem była już mowa w $ 4. 

Co do inwolucyi zasadniczej na krzywej wymiernej patrz Stahl 
(Crelle CIV, Math. Ann. XL). O krzywych wymiernych wymieniamy 
prace Weyra (Giorn. di Bart. IX, Ann. di mat. IV, Crelle LXXIV, 
Ist. Lomb. 1882, Prag. Ber. 1883 it.d.), Korndórfer (Math. 
Am III), Brill (tamże XXXVI) i t. d. Berzolari (Annali di 
mat. XXI) rozciągnął niektóre z poprzednich rozważań na krzywe 
wymierne w przestrzeni o jakiejkolwiek liczbie wymiarów. 


ROZDIZAŁ XI. 


POWIERZCHNIE RZĘDU 3-GO. 


§ 1 


Wiadomości ogólne. Powierzchnie o punktach podwójnych. 
Tworzenie geometryczne. 


Powierzchnia ogólna rzędu 3-go jest klasy 12. Rząd stożka, 
na niej opisanego i mającego wierzchołek w jakimkolwiek punk- 
<ie przestrzeni, jest 6; tworzących zwrotu tego stożka jest 6, atwo- 
rzących podwójnych niema. Rząd krzywej parabolicznej wy- 
nosi 1 

Równanie ogólne powierzchni takiej zawiera 19 spółczyn- 
ników niejednorodnych. 

Na powierzchni rzędu 3-go ogólnej leży 27 prostych. 

Jeżeli powierzchnia rzędu 3-go ma linię podwójną, to taka 
prosta może być tylko jedyną, i w tym przypadku powierzchnia 
jest prostoliniową. Dla takiej powierzchni dwa punkty prostej 
podwójnej są jednopłaszczyznowemi, pozostałe dwupłaszczy- 
znowemi (patrz Rozdz. IX, $ 4). 

Powierzchnia rzędu 3-go może mieć najwyżej cztery pun- 
kty podwójne. 

Nie istnieją powierzchnie rozwijalne właściwe rzędu 
3%-go, lecz tylko powierzchnie rozwijalne niewłaściwe, jak 
stożki i walce rzędu 3-go. 

Podajemy poniżej tablicę różnych gatunków powierzchni 
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sześciennych o punktach osobliwych oraz powierzchni sześcien- 
nych prostoliniowych, których istnieją tylko dwa gatunki. 

Klasyfikacyę tę podał całkowicie Cayley (Phil. Trans 1869): 
przypadki (5), (7). (11), (15), (20) rozważał dawniej już Schlaefli 


(Phil. Trans. 1863). 


Powierzchnie prostoliniowe badał Cremona 


(Ist. Lomb. 1861, Crelle LX); patrz pracę W eyra, Geometrie der rium]. 
ai ia Lipsk 1870. 


wady. „| su 


1 


2 


Natura osobliwości. 


| Nie ma punktów osobliwych. 


| 


1) Symbole ul), uż), 
. . zmiennych 2, Tą 13. 


Jeden punkt stożkowy. 


Punkt dwupłaszczyznowy 
Dwa punkty stożkowe 


Punkt miarannowy taki, że 
przecięcie dwu płaszczyzn styć cz- 
nych należy do powierzchni: na- 
leży go uważać za zjednoczenie 
dwu punktów stożkowych 


Punkt stożkowy i punkt dwu- 
płaszczyznowy 


Punkt dwupłaszezyznowy, jak w 
przyp padku (5), leez w założeniu, 
że płaszczyzna, styczna do po- 


| 


k 
p 


(Rlara 


3 


«l 


Równanie powierzchni. 1) 


ule c; + u3 =), 
„|| Punkt stożkowy : 
(| 1= == LI. 
Mr) A u(3) = O. 
| Punkt dwupłaszczy znowy: 
z = l. 
W równaniu pod X 2 należy pr m 


jé. że w'2), ul3) zawierają a ty] 
w stopniu KE -ym 


| q = n = 


Jeżeli równanie, należące do przy- 

padku (3), napiszemy w postaci: 
Tay > WA = 0), 

to równanie dla przy padku ni- 

niejszego otrzymamy. założywszy, 

że ui3) nie zawiera x,'. Płaszczy- 

znami stycznemi są: x, =0. z,=0. 


Równanie dla tego przypadku 
można otrzymać z równania dla 
przypadku (4), zakładając, że 
spółezynnik przy æ, rozpada się 
na dwa czynniki. 


Równanie zredukowane jest dla 
tego przypadku postaci: 
Z TT ry” yty —aq =. 
, 


„ , (D, v(2) oznaczają funkeye jednorodne stopnia 


9 


10 


11 


12 
13 


14 


15 
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wierzchni wzdłuż przecięcia dwu | 

| plaszezyan stycznych. zlewa się | 
4 jedną z tych płaszezyzn. Osobli- | 
wośŚć tę należy nważać za zjedno- 
czenie punktu stożkowego z pun- 
ktem dwupłaszezyznowym. Płasz- | 
czyzna styczna wzdłuż powyższej | 
prostej przecina powierzchnię we- 
dłurytej prostej, liczonej dwa razy, 
i według innej prostej, różnej od 

tamtej. 


Trzy punkty stożkowe 


bwa punkty dwupłaszezyznowe 


płaszczyznow ym takiego gatunku, 
jak punkt w przypadku (5) 


Punkt dwupłaszezyznowy, jak 
w przypadku (Ti, lecz taki, że 
płaszczyzna styczna wzdłuż pro- 
stej przecina powierzchnię we- 
dług tejże prostej liczonej trzy 
razy. Mówimy wtedy, że ta prosta 
| jest cile styczna do powierzehni, 

punkt zaś nalezy uważać za 
zjednoczenie trzech punktów stoż- 
i kowych 


| 
i Punkt jednopłaszczyznowy 


, Punkt dwupłaszezyznowy zwykły 
i dwa punkty stożkowe 


Punkt dwupłaszezyznowy, jak 
w przypadku(7). i punkt stożkowy 


' Punkt jednopłaszczyznowy taki, 
że płaszczyzna styczna w tym 
punkcie przecina powierzchnię 

| według trzech prostych, z których | 

dwie zlewają się 


t 
i 
Punkt stożkowy jest punktem dwu- 
| 


6 


o 


Di 


| Natura osobliwości. Klasa. 


| 
| 


| 


Równanie powierzelni, 


Punktem dwnpłaszezyznowym jest 
Ty = ZX, = N = 0 

wraz z płaszczyznami stycznemi 
2,20, m=}: płaszczyzna styczna 
w punkcie prostej przecięcia płasz 
czyzn jest zawsze a, = 0 i prze- 
cinap owierzehnie według 

Ty =, = 0 
dwa razy, oraz według 

T = n=l. 
raz jeden. 


W równaniu dla przypadku 2-go 
nalezy założyć, że ul), u(3) zawie- 
rają r, 23 tylko w stopniu pierw- 
szym. 


Dość przyjąć. że równanie w przy- 
padku 4-m zawiera z tylko w sto- 
pniu pierwszym i że spółczynnik 
BF zz rozpada się na dwa czyn- 
niki. 


Dość w przypadku (5) przyjąć, że 
u(3) nie zawiera weale 14%. 


Równanie zredukowane jest po- 


| staci: 


Tyt Taz 297 Haar 3=0. 


(4 rat t) 7, yyy = 0. 
TRZE r Hrt) = 0- 


Zyty tyta Hr r = 0. 


n rpn near = O. 


ANN NN, 


x t 
kolejny. 


m_n 


16 


17 


18 


19 


8 


21 


| 


| Dwa 
| 


Powierzchnie o punktach podwojnych i t. d. 


Natura osobliwości. 


Cztery punkty stożkowe 


punkty dwupłaszczyznowe ; 
i jeden punkt stożkowy 


! Jeden punkt, jak w przypadku (5), 


| 
| 
| 
| 
| 


, wszystkie punkty są dwupłasz- 
! ezyznowemi, prócz dwóch, które są 
jednopłaszczyznowemi. 
chnia jest ojjj Tworzy 
się ona rue 
cej się na dwóch innych (kiero- 
, wnicach) w ten sposób, że szeregi 
| punktowe na nich wyznaczone, 
| jeden pojedyńczy, drugi podwó ny 
inwolucyjny, są rzutowemi. 
druga prosta jest prostą podwójną. 


| 
| 
| 


| 


Jeden punkt, jak w przypadku(11), 


Punkt jednopłaszezyznowy taki, 
że płaszczyzna styczna w tym 
punkcie przecina powierzchnię 
według trzech prostych zlewają- 


Jedna prosta podwójna, w której 
punktach dwu lub jednopłaszczy- 
znowych płaszczyzna styczna jest 
zawsze jedna i ta sama. Powierz- 
chnię tę można uważać za przy- 
padek graniczny poprzedzającej, 
gdy dwie kierownice zbliżają się 
nieograniczenie do siebie. 
jej tworzenia patrz Salmon- 
Fiedler l. e. str. 370. Nazywają 

ją zwykle prostoliniową | 
sześcienną Cayleya. i 


i dwa punkty stożkowe 


i jeden punkt stożkowy 


cych się 


Trzy punkty dwupłaszczyznowe 


Jedna prosta podwójna, której 


Powierz- 


em prostej, opierają- 


Na Z OOO nn IMMA- 


Ta 


Co do 


4 


4 


t 
I 
Klasa.! 
U 
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Równanie powierzchni. 


aj 28; ratar Zz Tyt y= 


Titty ptT + r 43 =0. 
Tityty Hata)? == 0. 
Zyty TYT” ay" =0. 


r rper He = 0. 


Dość w równaniu dla przypadka 
9-go przyjąć, że z, znajduje się 
w stopniu pierwszym i że spół- 
czynnik przy mą rozpada się na 
dwa czynniki. 

W przypadku szczególnym, 
w którym każdym dwom z pomię- 
dzy trzech punktów dwupłasz- 
czyznowych odpowiada wspólna 
płaszczyzna styczna, równaniem 
zredukowanem powierzebni jest 

ritr, = 0. 


Taty —Tyry? = 0 
Prosta podwójna: 2,==0, 2,=0. 
Kierownice: =), xs=0) 
i 13—0, x,>0. 


Tą” (tytar) = O. 
Płaszczyzna z, ==() jest styczną 
w każdym punkcie prostej po 
dwójnej r=; =í) i przecina pe 
wierzchnię według tejże proste,, 
liczonej trzy razy. Inna płasz- 
czyzna styczna obwodzi hyper- 
boloidę 2,3324, = 0. 
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Tublica liczb charakterystyczuych, odno- 
szących się do powierzchni ogólnej rzędu 3-go, 
ido niektórych powierzchni, zawartych w ta- 
bliey poprzedzającej !). 


orólnał 2 | © | Hag [az 2 | 135 |-169 AT) DE | 
ZANO a oj ajaja n] o! 2| «| efaja, oj-] 
ma o e e eE 
„miki o| oojoo o oji ojoj o|- |--| 
ece | o| dejo elo e| sfojelo| ols 
| o ioj alaj s| ol a| 2 aio o 
s sg | 8] KEIKIKIKIKEKIKIKIEJEJE 
NW ECZOCZCCECEEEZ 
x o| s 9|9|9|ə|ə|əfə|a|əjə 3 
CE KJEDUDOCEEEDCE 
K 216 | 105) 3 21| 3| 3| o! s|o|z|o| o! 0 
e | af e| s ofai o a o a ooi o 
z x | 15 9| 7 s | 3 | 0. s| afa] of ola 
KICK eo aa o 
TE TERRE 
v 30 | 24| 18) 17 mal sj 7 5jo| 2 o| 0) 

CY DOKODKCE KK 

g 54 | 30 18|18| 6| 3| oj | tl o|o| 0, 0 


D Liczby w nagłówku w nawiasach odnoszą się do przypadków, poda- 
nych w tablicy poprzedzającej: znaczenie głosek w kolumnie 1-ej objaśniono 
w Rozdz. JX, $ 1. 


Powierzelnie o pnnktach podwójnych i t. 1 KA 

O liezbie i konfiguracyi prostych, położonych na powierz- 
chni rzędu 3 go o punktach podwójnych patrz niżej $ 3 

Sposoby tworzenia geometrycznego powierzchni rzedu 3-go 
są następujące: 

Niechaj będą dwa trójsciany A i B; każda płaszczyzna pier- 
wszego przecina każdą płaszczyznę drugiego, i mamy tym spo- 
sobem dziewięć prostych. Przez punkt P przestrzeni przesuwamy 
płaszczyznę, przecinającą te dziewięć prostych w dziewięcin pun- 
ktach, przez które i przez punkt P przechodzi zawsze krzywa 
rzędu 3-go. Jeżeli zmieniać będziemy wszelkie- 
mi możliwemi sposobami płaszczyznę, prze- 
chodzącą przez punkt P, to miejscem geome- 
trycznem krzywej rzędu 3-go będzie powierz- 
chnia ogólna rzędu 3-go, przechodząca przez 
punkt P iprzez dziewięć prostych (Steiner, 
Berl. Ak. 1856, Crelle LIIT). 

Miejscem przecięcia odpowiadających so- 
bieelementów w dwóch pękach rzutowych, 
z których jeden jest pękiem kwadryk, drugi 
pękiem płaszczyzn, jest powierzchnia rzędu 
3-go Steiner). 

W szczególności: miejscem stożkowych, we- 
dług których każdą kwadrykę pęku przecina 
płaszczyzna biegunowa punktu P względem 
niej samej,jest powierzchnia rzędu 3-go (Stei- 
ner). 

Miejscem punktów wspólnych trzem odpo- 
wiadającym sobie płaszczyznom trzech sieci 
płaszczyzn rzutowych jest powierzchnia rzę- 
du 3-go (Grassmann, Crelle IL, Schröter, tamże LX). 

Miejscem bieguna płaszczyzny względem 
wszystkich kwadryk sieci jest powierzchnia 
rzędu 3-go (Steiner). 

Miejscem punktów przecięcia trzech pła- 
szczyzn biegunowych wszystkich punktów 
innej płaszczyzny względem trzech kwadryk 
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nie należących dotego samego pęku, jest po 
wierzchnia rzędu 3-go (Steiner). 

Niechaj będzie sześć pęków płaszczyzn a, b, c; a;,, ły, €,, 
i niechaj ani trzy osi trzech pierwszych, ani trzy osi trzech dru- 
gich pęków nie spotykają się; ustanówmy związek rzutowy po- 
między a,ia,, bi bh, cic.  Weżmy płaszczyznę x i na niej 
punkt /, przez który przejdą trzy płaszczyzny trzech pierwszych 
pęków, im zaś odpowiadać będą trzy płaszczyzny w drugich 
trzech pękach Miejscem punktów spotkania tych 
ostatnich trzech płaszczyzn,przy poruszaniu 
się punktu Ppo płaszczyznie a, jest powierz- 
chnia rzędu 3-go (August, Rozpr. Berlin 1862; Sturm, 
Flachen 3-er Ord. str. 44). 

Powierzchma rzędu 3 go z punktem stożkowym może być 
utworzona sposobem następującym (Salmon): 

Niechaj cztery ściany czworościanu obracają się około 
czterech punktów, trzy zaś boki jednej ściany niechaj poruszają 
się po trzech płaszczyznach stałych; wtedy miejsee wierz- 
chołka przeciwległego tej ścianie opisuje 
powierzchnię rzędu 3-go, której punktem po- 
dwójnym jest punkt spotkania trzech płasz- 
czyznstałych. Twierdzenie to jest przypadkiem szcze- 
gólnym twierdzenia Grassmanna. 

Niechaj 4,, £, 4,, 4, będą cztery punkty płaszczyzny, 
A), Aj, A;, A, ich rzuty z punktu P na cztery płaszczyzny 
dane; miejscem punktu P, dla którego cztery 
punkty4 znajdują się na jednej płaszczyznie, 
jest powierzchnia rzędu 3-go zczterema pun- 
ktami podwójnemi, które są wierzchołkami 
czworościanu, utworzonego przez cztery po- 
wyżej rzeczone płaszczyzny (Sturm l. c. str. 381). 

Tę powierzchnię o czterech punktach stożkowych (klasy 
4-ej) badał poraz pierwszy Cayley w r. 1844 (Jour. de Louv. 
IX) i dla tego niektórzy nazywają ją powierzchnią Cay- 
ley'a; jest ona ciekawą jeszcze z tego względu, iż jest biegu- 
nową wzajemną powierzchni Steinera (patrz 
Rozdz. XII, $8). Tęż powierzchnię badali także Eckhardt 
(patrz niżej) i inni. 


Powierzchnie o pnnktach podwójnych i t. d. 333 


Spodki prostopadłych, spuszczonych z pun- 
ktu powierzchni Cayleya na cztery ściany 
czworościanu punktów podwójnych, znajdują 
się na jednej płaszczyźnie. 

Z tej własności wypływa konstrukcya, będąca przypad- 
kiem szczególnym wyżej wskazanej. 

Beltrami znalazł niektóre proste własności powierz- 
chni, o której mówimy (Giorn di Batt. I), a mianowicie: 

Punkty środkowe 28 odcinków, wyznaczonych przez srodki 
8 kul wpisanych w czworościan, leżą na powierzchni rzędn 3-go, 
zawierającej całkowicie sześć krawędzi czworościanu. Jest to 
powierzchnia Cayley'a, której czterema punktami podwój- 
nemi są wierzchołki czworościanu. 

Cztery stożki, mające swe wierzchołki w wierzchołkach 
<zworościanu i opisane na powierzchni rzędu 3-go, są stożhami 
rzędu 2-go, przecinającemi się po dwa każde według szesciu 
stożkowych płaskich. Płaszczyzna stożkowej przecięcia dwu 
stożków, mających wierzchołki w końcach jednej krawędzi, prze- 
chodzi przez krawędź przeciwległą i jest sprzężona harmonicz- 
nie względem dwu ścian czworościanu, przecinających się według 
tej krawędzi z płaszczyzną wzdłuż tejże krawędzi styczną. 
Nadto wszystkie sześć rzeczonych płaszczyzn przechodzą przez 
jeden i ten sam punkt. 


Najdawniejszemi pracami o powierzchni rzędu 3-go są prace 
Cayleyai Salmona (Camb. math. Journ. IV, 1849), Sylve- 
stera (tamże VI, 1851), Steinera (l.e) i Grassmanna 
41. e.). Potem najważniejszemi pracami o tym przedmiocie były prace 
Cremony (Crelle LXVHI) i Sturma, uwieńczone przez Akade- 
mię berlińska w r. 1866. Sturm ogłosił o powierzchniach rzędu 
3go książkę (Lipsk 1867), a poważna część przekładu niemieckiego 
dzieła Cremony „Teoria delle superficie“ (przekład Curtzego, 
Berlin 1870) jest poświęcona tymże powierzchniom., Powierzehniami 
sześciennemi specyalnemi lub o punktach osobliwych zajmowali się 
pomiędzy innymi Cayley (l. c. str. 387), Schläfli (tamże). 
Clebsch (Math. Ann. IV, Gött. Nachr. 1872), Eckhardt (Math. 
Amn. V, X), Kohn (Wien. Ber. XCVI, 1887) it. d. Powierzchniami 
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prostoliniowemi rzędu 3-go zajmowali się; Cayley (Phil. Mag, 
1862, 1864, Phil. Trans. 1864), Cremona (Ist. Lomb. 1860, Crelle 
LX), Em, Weyr (l. e. str. 337)it, p. W „Qieometryi przestrzeni“ 
Salmona (t. II) oraz w „Geometryi położenia* Re yego w wiele 
miejscach mowa jest o teoryi powierzchni sześciennych. 

Bogaty zbiór modeli gipsowych rozmaitych form rzędu 3-go 
znajduje się w kolekeyi L. Brilla w Darmstadzie (obecnie Sehil- 
linga w Halli). 


g 2. 


Pięciościan $ylvestera. Powierzchnia Hessego dla powierzchni 
sześciennej. 


Równanie powierzchni ogólnej rzędu 3-go 
bez punktów osobliwych można przedstawić 
w postaci: 


a, X” - 09 X? a, X? -|- a, X? | a; X, * =0, 


gdzie X,=0, X,=0,...X,=0 są równaniami pięciu 
płaszczyzn, tworzących tak nazwany pięcio- 
ścian Sylvestera. Wiadomo, że pomiędzy pięcioma wiel- 
kościami X zachodzi zawsze związek tożsamościowy liniowy je- 
dnorodny. Otóż można oczywiście założyć zawsze, że stałe, 
wchodzące do równań pięciu płaszczyzn X, są obrane w ten spo- 
sób, że związek liniowy jednorodny, zachodzący pomiędzy stro- 
nami pierwszemi równań tych płaszczyzn, sprowadza się wprost 


5 
do postaci © X,=0. Można tedy powyższe twierdzenie wyra- 
1 
zić mówiąc, że równanie powierzchni rzędu 3-go 
daje się zawsze przedstawić w postaci równa- 
nia (pięciościanowego, pentaedralnego) 


Zaz = 0; 


Pięciościan Sylvestera it d. 326 


w którem pomiędzy wielkościami X zachodzi 
związek: 


SZ. 
1 


To ważne twierdzenie podał pierwszy Sylvester bez do 
wodu (Cambr. Math. Journ. VI, 1851, str. 198); później dowiódł go 
śeiśle Clebsch (Crelle LIX), a po nim Gordan (Math. Ann. V} 
i Re ye (Crelle LXXYHI). 


Powierzchnia Hessego dla powierzchni 
sześciennej, której równanie ma postać po- 
wyższą, przedstawić się daje przy pomocy ró- 
wnania 

1 1 1 I 1 
zet += 

a, X T dą Xa T a. X; = a, X, a, X5 


Powierzchnia Hessego i powierzchnia Steinera dla powierz- 
chni rzędu 3-go są powierzchniami identycznemi (patrz Rozdz. 
IX. § 5) rzędu 4-go. 

Punkty powierzchni Hessego odpowiadają sobie po dwa 
w ten sposób, że kwadryka biegunowa jednego z dwu punktów 
względem powierzchni sześciennej jest stożkiem mającyin wierz- 
chołek w drugim z tych punktów powierzchni Hessego. Ta odpo- 
wiedniość jest wzajemną. 

Prosta, łącząca dwa odpowiadające sobie punkty powierz- 
chni Hessego, ma tę własność, iż płaszczyzny biegunowe dwóch 
punktów przechodzą przez prostą stałą, która jest styczną po- 
dwójną (t. j. dotyka w dwóch punktach) powierzchni Hessego. 

Powierzchnia Hessego ma 10 punktów podwójnych i 10 
prostych; punkty podwójne leżą trójkami na 10 prostych, a pro- 
ste przechodzą trójkami przez 10 punktów. Te 10 punktów i 10 
prostych są: pierwsze wierzchołkami, drugie krawędziami pięcio- 
scianu Sylvestera, należącego do danej powierzchni sześciennej. 

Kwadryka biegunowa względem powierzchni sześciennej 
dla jednego z 10 punktów powierzchni Hessego rozpada się na 
dwie płaszczyzny, których oś leży na powierzchni Hessego i jest 
jedną z 10 wskazanych prostych; te dwie płaszczyzny są uae 

Pascal. Rep. II. 
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żonemi harmonicznie względem dwu ścian pięciościanu, przecho- 
dzących przez tę prostą. 

Twierdzenie to ustanawia odpowiedniość pomiędzy 10 pnn- 
ktami i 10 prostemi. 

Przecięcie (rzędu 12-go) powierzchni sześciennej z należącą 
do niej powierzchnią Hessego jest krzywą paraboliczną dla obu 
powierzchni (Stu r m). 

Powierzchnia rozwijalna. opisana na powierzchni sześcien- 
nej wzdłuż krzywej parabolicznej, jest także opisaną na pow ierz- 
<hni Hessego. 

Każda prosta powierzchni sześciennej jest styczną podwój- 
ną powierzchni Hessego. 

Wyznaczenie 10 punktów podwójnych powierzchni Hes- 
sego zależy od rozwiązania równania stopnia 10-go, które zależy 
znów od rozwiązania równania stopnia 5-go (Clebsch, Crelle 
IL, Salmon-Fiedler l. c. $ 298--299) 

O konfiguracyi par płaszczyzn, przedstawiających kwa- 
dryki biegunowe 10 punktów podwójnych powierzchni Hesse- 
go, konfiguracyi prostych, w których się one przecinają i t.d., mówi 
twierdzenie C le bs e h a, powtórzone i uzupełnione przez Stur- 
ma i Salmona-Fiedlera 

Jeżeli przyjmiemy, że w równaniu pięciościanowem po- 
wierzchni sześciennej wszystkie spółczynniki a, są równe 1, 
otrzymamy równanie ZX,” =0, gdzie pomiędzy wielkościami 
X zachodzi związek 2 A,=0. Powierzchnia, przedstawiona 
przez to równanie, nazywa się powierzchnią przekąt- 
ną Clebscha (Math. Ann. IV). 

Na każdej z pięciu ścian pięciościanu rozważmy czworo- 
bok, wyznaczony przez cztery pozostałe ściany, i jego trzy prze- 
kątne; 15 przekątnych tych czworoboków leżą na powierzchni 
Clebscha i stąd jej nazwa „powierzchni przekątnej“. Powierz- 
chnia ta ma tedy 15 prostych, które trójkami przechodzą 10 razy 
przez jeden punkt i 5 razy leżą na jednej płaszczyźnie. 

Wszystkie punkty powierzchni przekątnej są hyperbolicz- 
nemi (patrz Rozdz. IX, $ 1), prócz 10 wierzchołków pięciościanu, 
należących do powierzchni i będących dla niej punktami para- 
bolicznemi (K lein, Math. Ann. VI). Część rzeczywista krzy- 


Pięciościan Syłvestera it.d. 334) 
wej parabolicznej redukuje się do takich 10 punktów odosobnmo- 
nych. Pozostałe 12 prostych na powierzchni Clebscha (poza 
15 przekątnemi) tworzą dwuszóstkę (patrz $ 3). 

Powierzchnia, zajmująca miejsce pośrednie pomiędzy po- 
wierzchnią ogólną rzędu 3-go a powierzchnią przekątną, jest 
powierzchnią Cay ley'a (Phil. Mag. I, 1864): 


a, X? | a Xa? H HRH = 0. 


Ma ona trzy płaszczyzny trójstyczne, przechodzące przez 
jednę prostę, i trzy proste, przechodzące przez jeden punkt. 


O pięciościanie ogłosili nadto badania: Rode nberg (Math. 
Ann. XIV. Rozpr. Getynga 1875). Co do innych poszukiwań patrz 
Cremona it.d.w$20. 


Clebsch podał (Crelle LXIII) następujące twierdzenie, 
będące rozwinięciem twierdzeń, odnoszących się do krzywych 
sześciennych płaskich: 

Płaszczyzna biegunowa punktu P powierzchni sześciennej 
względem należącej do niej powierzchni Hessego przecina płasz- 
czyznę styczną do powierzchni w punkcie P według prostej, 
która jest prostą przegięciową przecięcia tejże płaszczyzny bie- 
gunowej z powierzchnią sześcienną. 

Obwiednia płaszczyzn, przecinających powierzchnię sześ- 
cienną według krzywych sześciennych harmonicznych (t. j. ta- 
kich, dla których stosunek anharmoniczny, o którym mówimy 
w $ 1 Rozdz. VII, jest równy —1), jest powierzchnią klasy 6-ej; 
obwiednia płaszczyzn, przecinających powierzchnię według 
krzywych sześciennych równoanharmonicznych (t. j. takich, dla 
których stosunek, o którym mowa w $ 1 Rozdz, VII jest równy 
—e, t. j. pierwiastkowi sześciennemu z —L), jest powierzchnią 
klasy 4-ej. Te dwie powierzchnie są wpisane w powierzchnię 
rezwijalną płaszczyzn statecznych, t. j. w rozwijalną, opisaną 
około powierzchni sześciennej wzdłuż krzywej parabolicznej. 

Pomiędzy płaszczyznami, przecinającemi powierzchnię 
sześcienną według krzywych sześciennych równoanha: monicz- 
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nych jest dziesięć płaszczyzn, przechodzących przez punkt po- 
dwójny powierzchni Hessego i przez odpowiadającą im prostą. 
Co do innych własności powierzchni Hessego dla krzywej sześ- 
eiennej patrz Cremona (l. e.) i Sturm (l. e.) i wyżej Rozdz.VH, 33). 


$ 3. 


Proste powierzchni rzędu 3-go. Płaszczyzny trójstyczne 
Sześciosciany biegunowe Cremony. 


Wiemy już, że powierzchnia ogólna rzędu 3-go 
zawiera 27 prostych. 

Każda płaszczyzna, przechodząca przez jednę z tych pro- 
stych, jest płaszczyzną dwustyczną dla powierzchni; punktami 
jej styczności są dwa punkty, w których prosta przecina stoż- 
kową, będącą przecięciem resztowem płaszczyzny z powierzchnią. 

W każdym z tych pęków płaszczyzn istnieje pięć płasz- 
czyzn, dla których ta stożkowa rozpada się na dwie proste; te 
płaszczyzny są płaszczyznami trójstycznemi dla powierzchni. 

Przez każdą prostą przechodzi 5 z pomiędzy 45 płaszczyzn 
trójstycznych, i oczywiście, każda płaszczyzna trójstyczna prze- 
chodzi przez trzy proste. 

Każda prosta powierzchni dotyka krzywej parabolicznej 
tej powierzchni w dwóch punktach. 

Punkty styczności z powierzchnią płaszczyzn dwnstycz- 
nych, przechodzących przez prostą stałą powierzchni, tworzą na 
tej prostej inwolucyę, której punktami podwójnemi są punkty 
styczności prostej z krzywą paraboliczną. 

Z jednego z twierdzeń poprzedzających wynika: 

Każda prostaspotyka 10innych, a nie spo- 
tyka 16 pozostałych; punktów spotkania pro- 
stych ua powierzchni jest 135. 
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Dwie niespotykające się proste u, b przecinają się każde 
z pięcioma temi samemi prostemi; pomiędzy pozostałemi 20 ma 
jest pięć spotykających tylko; prostą a, pięć spotykających tylko 
prostą b, wreszcie dziesięć. nie spotykających ani prostej o, ani 
prostej b 

Jest 216 par prostych skośnych (niespotyka- 
jacych się). 

Trzy nieprzecinające się proste przecinają się z trzema in- 
nemi prostemi, także nieprzecinającemi się ze sobą; jest szesć 
innych prostych, nie spotykających żadnej z trzech danych. 

Trzy proste skośne i trzy inne proste, które je przecinają, 
stanowią tak zwaną dwutrójkę (biterna  Doppeldrei, 
Sturm). Jest 360 dwutrójek. 

Cztery nieprzecinające się proste przecinają się każda 
z dwiema prostemi, a nie przecinają się z trzema innemi. 

Piątek prostych skośnych są dwa gatunki; piątki ga- 
tunku 1-go są takie, że istnieje szósta prosta, która nie spotyka 
żadnej z prostych piątki; piątki gatunku 2-go—takie, że takiej 
szóstej prostej nie ma. Piątek gatunku l-go jest 432, dru- 
giego 216. 

Szóstek, t. j. układów po sześć prostych, z których ża- 
dne dwie nie spotykają się, jest 72. Wyższe układy prostych 
skośnych nie istnieją. 

Szóstki skośne w liczbie 72 dają się łączyć w pary: 


a,, A, Qz, dy, A5, dg; by, ba, by, bs, by, bs, 


mające tę własność, że każda prosta a, nie spotyka prostej b, , 
spotyka zaś każdą inną prostą b, i odwrotnie. Taka para szóstek 
nazywa się dwuszóstką (Schlafli). Dwnszóstek takich 
jest 36. 

Dwie dwuszóstki mają 4 lub 6 prostych wspólnych. 

Dwie płaszczyzny trójstyczne, nie mające wspólnych pro- 
stych, należących do powierzchni, wyznaczają trzecią płaszczy- 
znę, będącą zniemi w jednakowym związku tak, żedziewięć pro- 
stych, znajdujących się na trzech płaszczyznach, można jeszcze 
jednym tylko sposobem połączyć trzema innemi płaszczyznami. 
Takie dwie trójki płaszczyzn stanowią t.zw. parę trójścianów 
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sprzężonych (Steinera). Istnieje 120 par trójśzianów 
sprzężonych. 

Piętnaście prostych, które pozostają z liczby 20 prostych 
dwnszóstki, leżą trójkami na piętnastn płaszczyznach, które 
szóstkami tworzą dziesięć par trójścianów sprzężonych. 

Jest widocznem, że skoro dwa trójściany sprzężone przeci- 
nają się według dziewięciu prostych powierzchni, a każdy z nich 
przedstawia powierzchnię zniekształconą rzędu 3-go, to można 
powiedzieć, że określają one pęk powierzchni sześciennych, do 
który ch należy dana. 

Jeżeli A=0, B=(0, C= A=0, B =0, (=U są rów- 
namami płaszczyzn dwu trójscianów sprzężonych, to równanie 
powierzchnijest typu 


ABC+kABC =0. 


Każdej parze trójścianów sprzężonych odpowiadają dwie 
inne pary w ten sposób, że układ trzech par zawiera wszystkie 27 
prostych powierzchni. Takich układów po trzy pary trójścia- 
nów sprzężonych jest 40. 

Konstrukcya geometryczna 27 prostych powierzchni jest 
następująca (Salmon, Sturm): 

Niechaj będą cztery proste b, Ù. bs, b,, nie spotykające 
się i nie należące do jednej hyperboloidy, i niechaj proste nie- 
spotykające się a,, a, przecinają cztery poprzedzające. Dajmy, 
że prosta b, spotyka prostą a,, nie spotyka prostej a, i nie znaj- 
duje się na tej samej hyperboloidzie z żadną grupą trzech pro- 
sty: h, wybranych pomiędzy czterema prostemi b; niechaj b, bę- 
dzie inna podobna prosta, spotykająca tylko prostą a, a nie spo- 
tykająca prostej a,. Na prostej a, wybierzmy dowolnie cztery 
punkty, a na każdej z pięciu prostych b,. b,, Di, bs, b, trzy pun- 
kty. Powierzchnia sześcienna, przechodząca przez 19 tych pun- 
któw, zawiera wszystkie proste u, b; zawiera nadto prostą a,, 
która wraz z prostą a, tworzy parę prostych, spotykających 
czwórkę 24, b,, bs, b,, i która razem z prostą (ta tworzy parę pro- 
stych, spotykających czwórkę b,, D}, bs, bs. Biorąc podobnież 
proste a,, y, a,, które przecinają odpowiednio proste czwórek 
hb, b, ba; Da, by, b, bo; s. b, Dy, bs, będziemy mieli razem 12 
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prostych, leżących na powierzchni sześciennej i tworzących dwu- 
szóstkę. Pozostałe 15 prostych znajdziemy, tworzące 15 przecięć 
płaszczyzn (a, 2) i (ajb) (1=J). 

Grupa podstawień pomiędzy 27 prostemi 
powierzchni rzędu 3-go jest rzędu 6!72. 

Wyznaczenie 27 prostych zależy od rozwiązania równania, 
nie mającego rozwiązujących stopnia niższego; lecz skoro znamy 
jeden z pierwiastków tego równania, t. j. jednę z 27 prostych, to 
pozostałe pierwiastki rozdzielają się na 10-16, a rozwiązującą 
równania, od którego zależy 16 pierwiastków, jest równanie, od 
którego zależą pierwsze 10; to zaś ostatnie równanie, przez rozwią- 
zanie równania ogólnego stopnia 5-go, rozkłada się na pięć czyn- 
ników stopnia drugiego. Jeżeli znamy jeszcze jeden pierwiastek 
z pomiędzy 16, t. j. jeżeli znamy razem dwie proste nieprzecina- 
jące się, to wyznaczenie pozostałych zależy od równania ogól- 
nego stopnia 5-go (Jordan). 

Równanie 27 prostych badali: Clebseh (Gött. Abh. XIV, 
1868—9%) Jordan („Substitutions” str. 310—368), Sylvester 
(Proc. London math. Soc. H, 155), Klein (J. de Liouville IV, str. 
169, 1387) Burkhardt (Gött. Nachr. 1892). 


Zajmiemy się teraz pewnym związkiem, znalezionym przez 
Cremonę (Math. Ann. XLII) pomiędzy dwuszóstkami skoś- 
nemi a pięciościanem Sylvestera. Niechaj równanie po- 
wierzchni sześciennej dane będzie w postaci: 

HF; -|- Bą* + F pl: 1, = 0. 
gdzie 1 ,=0 są równaniami sześciu płaszczyzn i © Y;s=0 Mo- 
żna okazać, że równanie powierzchni da się przedstawić w po- 
staci: 


(+Y) (13 X) (Yi Y) + (75-15) (Yt) (7,4 Y) = 0, 


i pod innemi postaciami analogicznemi, które otrzymujemy z na- 
pisanej przez przemiany skażników; tych równań będzie oczy- 
wiście tyle, iloma sposobami można podzielić sześć elementów 
na dwie grupy po trzy elementy, t j. będzie ich 10. 
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Płaszczyzny 1,--1,=0 w liczbie 15 są płaszczyznami 
trójstycznemi powierzchni; one to po szesć wzięte są płaszczy- 
znami dwóch trójścianów sprzężonych, odnoszących się (lo danej 
powierzchni. 

Sześć płaszczyzn Y,=0 tworzy t. zw. sześciościan 
biegnnowy (Cremona). 

Dziesięć par wierzchołków przeciwległych sześciościann bie- 
gunowego, (to jest np. punkty Y,=0, Y,=0, Y;=0, oraz 1,=0, 

J,==0, Y,=0) są parami pnnktów, odpowiadających sobie na 
powierzchni Hessego (patrz $ 2); stąd nazwa sześciościanu 
biegunowego, gdyż punkty, odpowiadające sobie na tej 
powierzchni, są takiemi, że stożek biegunowy jednego z tych 
punktów względem powierzchni sześciennej ma wierz: hołek 
swój w drugim punkcie. 

Wierzchołki przeciwległe sześciościanu biegunowego są też 
wierzchołkami dwóch trójscianów sprzężonych, utworzonych 
przez płaszczyzny trójstyczne powierzchni szesciennej. 

Jest widocznem, że trzy płaszczyzny trójstyczne: 

Y, + I; =0, Y,+1,=0, 1, + Ilu = 0. 
gdzie h, k, i, j, /, m stanowi przemianę liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, prze- 
cinają się wzdłuż tej samej prostej, należącej do powierzchoj; 
stąd: 

Piętnaście płaszczyzn trójstycznych V,-- Y;=0 przecho- 
dzi przez piętnaście prostych na powierzchni, a przeto: 

Pozostałe dwanaście prostych na powierzchni tworzy dwu- 
szóstkę, a każdemu sześciościanowi biegunowemu odpowiada 
dwuszóstka, i odwrotnie. 

Istnieje 36 sześciościanów bieganowych. 

Godnem uwagi jest twierdzenie: 

Dwa sześciościany biegunowe określają dwie powierzchnie 
rozwijalne klasy 5-ej, w nie wpisane; te dwie rozwijalne mają pięć 
płaszczyzn stycznych wspólnych, które tworzą pięciościan S y l- 
vestera. 

Co do badań dalszych nad związkami pomiędzy pięciościanem 
a sześciościanami patrz Beltrami (Ist. Lomb. 1879) i Meyer 
Apolaritit ete., Tybinga 1883). 
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Powierzchnia sześcienna z punktem podwójnym zawiera 6 
prostych, przechodzących przez punkt podwójny, i nadto 15 pro- 
stych; każdą z pierwszych sześciu prostych należy uważać za 
zjednoczenie dwu prostych; stąd mamy 15 płaszczyzn trójstycz- 
nych, przechodzących przez punkt podwójny, i 15 innych płasz- 
czyzn, przechodzących przez 15 wyżej wskazanych prostych. 
Konfiguracya tych 15 płaszczyzn i 15 prostych jest podobna do 
konfiguracyj 15 prostych (i 15 płaszczyzn, przez nie utworzo- 
nych), które pozostają z 27 prostych, gdy wyłączymy 12 pro- 
stych dwuszóstki. Tą konfiguracyę, będącą w związku z sze- 
ściokątami Pascala (Rozdz. IV), zajmował się Cremona 
(Mem. Lincei 1876—77). 

Powierzchnia sześcienna z dwoma punktami podwójnemi 
zawiera l prostą, łączącą te punkty podwójne, 8 prostych, prze- 
chodzących przez jeden punkt podwójny, i 7 innych prostych. 

Powierzchnia sześcienna z trzema punktami podwójnemi 
zawiera trzy proste, z których każda łączy dwa z pomiędzy 
trzech punktów podwójnych; 6 prostych, przechodzących przez 
jeden punkt podwójny. i 3 inne proste. 

Powierzchnia sześcienna z czterema punktami podwójnemi 
zawiera 6 prostych, przechodzących przez dwa z tych punktów, 
13 inne proste, nie przechodzące przez żaden z nich. 

Prostemi na powierzchni sześciennej zajmowali się: Cayley 
iSalmon (Camb. mat. J. IV) oraz Steiner (Crelle LHI) 
Sehlafli (Quart. Journ II), Stur m (Flächen 3-er O. Lipsk 1867, 
Math. Ann. XXIII), Affolter (Archiv. Grunerta LVI), którzy ba- 
dali specyalnie mnogości krzywych skośnych, wreszcie Schroter 
(Crelle LXH) i Cremona (Ist. Lomb. 1870—71, Crelle LXVHI). 
Najnowszemi pracami o konfiguracyi prostych i płaszczyzn, o wielo- 
ścianach, które można z nich utworzyć i t, d. są prace Bertinie'go 
(Ann. di mat. XII), E. Pascala (Ann di mat, XX, XXI, Ist. Lomb. 
1892—93). 


Schläfli stosuje następujące znakowanie dla 27 pro- 
stych. Oznaczmy przez 


ti, 0, GETI Q4, as, de; lh, by, by, by, bs, bę 
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— 


proste jednej dwuszóstki; przyczem. jak wiemy, piosta a, nie 
spotyka żadnej innej prostej u, a spotyka wszystkie proste b 
z wyjątkiem b. Oznaczmy przez c, prostą, będącą przecięciem 
płaszczyzn a,b,; tych prostych e, będzie 15. 

Dwie mA c, mające jeden skażnik wspólny, nie spo- 
tykają się; dwie proste c, nie mające żadnego skażnika spól- 
nego, spotykają się; wreszcie prosta a (albo b) spotyka pro- 
stą r, o ile skażnik pierwszy jest jednym z dwn skażników pro- 
stej r. 

Inny sposób przedstawienia 27 prostych i będący w istocie 
rze: zy wynikiem poprzedzającego ją polega na tem, że te pro- 
stych jedna po jednej odpowiada prostym, łączącym po dwa 
z osmiu punktów zasadniczych 1,2,...8, gdy z pomiędzy 
nich wyłączymy jednę prostą, np. (12). Uważamy wtedy dwie 
proste za należące do siebie stosownie do tego, czy razem z pro- 
stą (12) mogą lub nie mogą należeć do dwu figur zasadniczych, 
które nazywamy czwórkami zerowemi, a które 
wstają z czterech prostych takich, jak: (12), (34), (56), (78), albo 
z czterech prostych (12), (23), 34), (41). 

Należy zaznaczyć, że kontiguracyę prostych. zachodzącą 
wtedy, gdy powierzchnia ma punkty podwójne, można badać, 
przy, jmując, że w tej figurze dwa punkty zbliżają się do siebie 
nieograniczenie, gdyż i ta figura nabywa wtedy w pewien spo- 
sób punktów podwójnych. 

Nadto dla badania konfiguracyi prostych rzeczywistych, 
należących do powierzchni rzeczywistej, dosć przyjąć, że w tej 
fignrze dwa, cztery i t d. punkty są urojone sprzężone i wypro- 
wadzić stąd potrzebne wnioski (patrz $ 4). 

Badanie konfiguracyi 27 prostych przy pomocy tej figucy 
jest podobne do badania 28 stycznych podwójnych krzywej rzędu 
+go płaskiej (patrz Geiser, Math. Ann. I). 
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$4. 
Klasyfikacya powierzchni sześciennych rzeczywistych ogólnych. 


Powierzchnie sześcienne rzeczywiste bez punktów podwój- 
nych można klasyfikować na podstawie rzeczywistosci prostych, 
na nich położonych. 

Mamy pięć gatunków takich powierzchni sześciennych: 

a) Wszystkie proste są rzeczywiste, wtedy i płaszczyzny 
trójstyczne są wszystkie rzeczywiste; pięcioscian jest 
rzeczywisty. 

b) Piętnaście prostych i piętnaście płaszczyzn jest rze- 
czywistychi; każde trzy płaszczyzny przechodzą przez 
jednę prostą rzeczywistą. Te to 15 prostych pozostają 
z liczby 27 prostych, skoro wyłączymy 12 prostych 
dwuszóstki. 

c) Siedm prostych i pięć płaszczyzn jest rzeczywistych; 
te pięć płaszczyzn przechodzą wszystkie przez jednę 
prostą. Cztery inne proste są urojonemi i przechodzą 
każda przez punkt rzeczywisty. 

d) Trzy proste rzeczywiste i ( płaszczyzn rzeczywistych; 
trzy proste leżą na jednej płaszczyżnie; przez każdą 
z nich, prócz tej płaszczyzny, przechodzą jeszcze dwie 
płaszczyzny rzeczywiste. Dwanaście prostych jest 
urojonych 1 wszystkie one przechodzą przez punkt 
urojony. 

e) Trzy proste rzeczywiste i 13 płaszczyzn rzeczywistych; 
trzy proste leżą na jednej płaszczyźnie; przez każdą 
z nich, prócz tej płaszczyzny, przechodzą jeszcze czte- 
ry płaszczyzny rzeczywiste. Inne 24 proste mają 
wszystkie punkt rzeczywisty. 

Klasyfikacyę tę podał 5chlafl i (Quart: J. H, 55, 110, Phil. 
Trans. LHI, 193), który zajmował się także powierzchniami o pun- 
ktach osobliwych. Tymże przedmiotem zajmowali się także Cre- 
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mona i Sturm (l. e.), później K lein (Math. Ann. VI), patrz też 
Sehlafli (Ann, di mat, V). 


Pokrewnem do niniejszego badania jest badanie postaci 
i własności sytuacyjnych powierzchni sześciennych różnych ga- 
tunków. Zeuthen (Math. Ann. VIU, a także VII, str. 428 
i nast.) badał położenie różnych powłók powierzchni sześcien- 
nych, posługując się okolicznością, że kontur powierzchni sześ- 
ciennej z punktu na płaszczyznę rzuconej jest krzywą rzędu 4-go, 
i tworząc rodzaj rzutu stereograficznego powierzchni na płasz- 
czyrnę podwójną, t. j. na dwie płaszczyzny nałożone i zjedno- 
czone wzdłuż konturu krzywej rzędu 4-go. 


$5. 
Qdwzorowania płaskie powierzchni sześciennej. 


Można obmyśleć rozmaite odwzorowania płaskie powierz- 
chni sześciennej. 

Wyobrażmy sobie odpowiedniość rzutową (dwujednoznacz- 
ną) pomiędzy trzema układami liniowemi gatunku 3-go płasz- 
czyzn a układem punktów przestrzeni zwykłej, taką, że każdej 
płaszczyźnie jednego układu odpowiada płaszczyzna w każdym 
z dwu pozostałych oraz punkt przestrzeni; i odwrotnie: każdemu 
punktowi P przestrzeni odpowiadają trzy płaszczyzny w każdym 
z trzech układów. Jeżeli punkt /* opisuje płaszczyznę, to płasz- 
czyzny odpowiadające mu opiszą trzy sieci, a punkt ich spot- 
kania opisuje powierzchnię rzędu 3-go (Grassmann, patrz $1), 
której punkty będą tym sposobem odwzorowane na płaszczyźnie. 

Wszystkie powierzchnie sześcienne, od- 
powiadające tym sposobem wszystkim płasz- 
czyznom przestrzeni, przechodzą przez jednę 
itę samą krzywą rzędu 6-go skośną; punktom 
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w płaszczyżnie odwzorowania odpowiadają 
nie punkty, lecz proste. 

Sześć punktów, w których krzywa rzędu 
6-go spotyka płaszczyznę odwzorowania. odpo- 
wiadają sześciu prostyma,,a,,...a, powierzchni 
sześciennej; Cremona nazywa je punktami zasadniczemi 
odwzorowania płaskiego powierzchni Są, i oznacza cyframi 
Benas D 

Sześć stożkowych,które przechodzą przez 
pięć punktów zasadniczych, odpowiadają sze- 
ściuinnym prostym 0,,0,...b, powierzchni sześ- 
eiennej, a piętnaście prostych,łączących każ- 
dedwa z sześciu punktów zasadniczych, od- 
powiadają pozostałym 15 prostym (*,,) powierz- 
chni &. 

Proste %,,....,b, odpowiadające sześciu 
stożkowym, i proste a,,....,a,, odpowiadające 
sześciu punktom, tworzą dwuszóstkę Schlaf- 
lego. 

Krzywej sześciennej płaskiej, położonej na powierzchni S,, 
odpowiada na płaszczyźnie krzywa sześcienna, przechodząca 
przez sześć punktów zasadniczych. 

Stożkowej, znajdującej się na płaszczyźnie, przechodzącej 
przez prostą a, odpowiada krzywa sześcienna, przechodząca 
przez sześć punktów zasadniczych, i mająca jeden z tych punktów 
jako podwójny. 

Stożkowej, znajdującej się na płaszczyżnie, przechodzącej 
przez prostą b, odpowiada prosta, przechodząca przez punkt za- 
sadniczy. 

Stożkowej, znajdującej się na płaszczyźnie, przechodzącej 
przez prostą c- s, odpowiada stożkowa, przechodząca przez ezte- 
ry punkty zasadnicze (z wyłączeniem punktów r i s). 

Krzywej skośnej rzędu 3n, będącej przecięciem powierzchni 
8, z powierzchnią rzędu n, odpowiada krzywa płaska, przecho- 
dząca n razy przez każdy punkt zasadniczy. 

Prostej na płaszczyźnie odpowiada na powierzchni X; stoż- 
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kowa albo krzywa sześcienna skosna, stosownie do tego, czy pro- 
sta przechodzi albo nie przechodzi przez punkt zasadniczy. 

Stożkowej na płaszczyżnie odpowiada na powierzchni 5, 
krzywa skosna rodzaju zero i rzędów 4, 5 i 6 odpowiednio do 
tego, czy stożkowa przechodzi przez 2, 1, O punktów zasadni- 
czych. 


To odwzorowanie podali Clebsch (Crelle LXV) i Cre- 
m ona (l.e.). Inne odwzorowanie płaskie powierzchni sześciennej, 
o którem wspomnieliśmy w $ 7 Rozdz. IX, podał Clebsch (Math. 
Ann. I). Patrz Cayley, Lond math, Soc. III. 


$ 6. 
Forma sześcienna czwórkowa. 


Forma sześcienna czwórkowa, wyrażona symbolicznie 
przez f=a,*= b, =..., ma tylko pięć niezmienników 
zasadniczych, będących odpowiednio stopnia 8, 16, 24, 32, 
40. Dwa pierwsze są: 

A = (abcd): (ab' c d') (a'b'c' d') (a'bed') (a'b'c' d). 

B = (abcd)? (a'b'c' d')* (a"b" c d")? (a" b" c” a™)2 

X (aa a” a”) (bbb b") (ce c" c") (dd'd'd"'). 

Jeżeli formę sześcienną napiszemy w po- 

staci Sylvesterowskiej 
a, My” | a XH a, X? -|- a, X, -a, X, 


to niezmienniki A, B przybiorą postać: 


A = Zaj a,’ a, a,” — 2 a, a, a; a, Q, Z 0, ya 
B = a’ a a0 a,* Z a, ; 
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pozostałemi zaś niezmiennikami są: 


C = ny* a,* dyt a, 50t © dą dz Aya, , 
D = a" ata’ *a,* Z a, da 


E = Qy3 Qa? Qg? Q,$ t 


Wyrażenia symboliczne tych trzech niezmienników w przy- 
padku ogólnym podał Clebsch (Crelle LVIII, 120). 

Wyróżnik formy f wyraża się przy pomo- 
eyniezmienników w ten sposób: 


(A? — 64 B)? — 16384 (D +2 40). 


Istnieją czteryspółzmienniki liniowe dla 
formy sześciennej w postaci Sylvesterowskie:; 
są one: 


5 5 
L=a,*a474,3a,3a,? ZS a,X,: LU zaa ay" a, *a;* Z 004041, Xi, 
1 1 


5 5 
=ru a a an Sa a D z=zas aa at Za X 
1 1 


Cztery płaszczyzny, które przedstawiają te spółzmienniki 
przyrównane do zera, spotykają się w jednym punkcie, gdy wy- 
różnik ilości a jest zerem. 

Spółzmiennik rzędu czwartego przedstawia powierzchnię 
Hessego powierzchni sześciennej i, jak wiemy, dla postaci Sylve- 
sterowskiej ma wyrażenie: 


H = Z íh t; 4, 0; X, X; X, X; . 


Badanie form niezmienniczych formy czwórkowej sześciennej 
rozpoczęli prawie jednocześnie Clebsch (Crelle LVII) i Sal- 
m on (Phil. Trans. 1860). Szczegóły znaleść można u Salmo na- 
Fiedlera (l.e. $317 i nast.) Clebsch wyraził także pięć 
niezmienników przez spółczynniki formy Hessego, Salmon zaś 
znalazł równanie powierzchni spółzmiennej, przecinającej powierz- 
<hnię sześcienną według 27 prostych. 


ROZDZIAŁ XII. 


POWIERZCHNIE RZĘDU CZWARTEGO. 


$1. 


Wiadomości ogólns. Powierzchnie o punktach podwójnych 
1 o lmiach podwójnych. 


Powierzchnia ogólna rzędu 4-go jest klasy 36-ej; rząd stoż- 
ka, opisanego na niej i mającego wierzchołek w dowolnym pun- 
cie przestrzeni, jest 12, tworzących zwrotn takiego stożka jest 
26, tworzących podwójnych jest 12. 

Rząd krzywej parabolicznej wynosi 12 Równanie ogólne 
powierzchni rzędu 4-go ogólnej zależy od 34 spółczynników nie- 
jednorodnych. 

Powierzchnia rzędu 4-go może mieć najwyżej 16 pun- 
któw podwójnych. 

Powierzchnia rzędu 4-go, która nie jest prostoliniową, może 
posiadać prostą podwójną, stożkową podwójną, stożkową ostrzo- 
wą (patrz Rozdz. IX, $ 4) i trzy proste podwójne, które spoty- 
kają się w jednym punkcie i nie są położone na jednej płasz- 
czyżnie. 

Powierzchnia rzędu 4-go, mająca za linię podwójną linię 
skośną (nie będącą zbiorem trzech prostych, nie położonych na 
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jednej płaszczyźnie i zbiegających się w jednym punkcie). jest 
zawsze powierzchnią prostoliniową. 

Najwyższą osobliwością, jaką mieć może powierzchnia rzę- 
du 4-go, jest prosta potrójna; powierzchnia jest wtedy koniecznie 
prostoliniową. 

Jeżeli powierzchnia ma 16 punktów podwójnych, wtedy 
stożek, na niej opisany i mający wierzchołek w jednym z tych 
punktów, jest rzędu (-go i rozpada się na 6 płaszczyzn. 

Teorya powierzchni rzędu 4-go ogólnych nie jest dotąd tak 
zgłębiona, jak teorya powierzchni sześciennych. Badano naj- 
więcej powierzchnie szczególne rzędu 4-go, mające punkty 
i linie podwójne i badano także powierzchnie prosto- liniowe 
rzędu 4-g0. 

Najbardziej godnemi uwagi ze zbadanych dotąd powierz- 
chni rzędu 4-go są następujące: powierzchnia Kum- 
mera, zawierająca 16 punktów podwójnych, tworzących cie- 
kawą konfiguracyę; inne powierzchnie (zwane także powierz- 
chniami Kummera , które mają nieskończenie wiele stożkowych; 
pomiędzy niemi wyróżnia ją się: powierzchnia rzędu 4-go o stożko- 
wej podwójnej i powierzchnia rzymska Steinera 
wreszcie powierzchnie prostoliniowe, których klasyfikacyę zu- 
pełną podali Cremonai Cayley. O tych powierzchniach 
mówić będziemy osobno w następnych paragrafach. 


Tu podajemy tablicę liczb charakterystycznych, odnoszą- 
cych się do powierzchni ogólnej rzędu 4-go, do powierzchni ze 
stożkowemi podwójnemi i ostrzowemi, oraz do powierzchni z 12 
punktami podwójnemi lub węzłami (patrz Salmon-Fie- 
dler l. c. § 512—516). 


Pascal. Rep. II. 23 
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Powierzehnie 


is RAA AECĄ 


Powierzchaie! Powierzehnie 


Powierzchnie 
ogólne + -| ze stożkową | ze stożkow. 
rzędu 4-go |3 12 węzłami| podwójną ostrzową 3 
esra 12 12 i h t 
3 12 24 | 4 0 
| 
z 4 | A | r 8 
adena | — 
36 | 12 | 12 6 
24 24 12 | 8 
450 24 26 U | 
102400 196 320 0 
3200 0 | 40 0 
320 32 36 0 
96 24 24 8 
h’ 40L6 200 180 24 
r" 128 56 36 8 
g’ 32 32 16 8 
g 320 32 52 0 
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$2. 
Powierzchnie rzędu czwartego o punktach podwójnych. 


Istnienie punktu podwójnego na powierzchni rzędu 4-go 
równoważy się z czterema pojedyńczemi warunkami, skąd zda- 
wać by się mogło, że ponieważ taka powierzchnia zależy od 34 
spółczynników. to może najwyżej mieć ośm punktów podwój- 
nych dowolnie wybranych.Lecz przekonanosię, że to niejest 
możliwem, i że jeżeli powierzchnia rzędu 4-go nie zniekształcona 
ma ośm punktów podwójnych, to muszą one tworzyć konfiguracyę 
specyalną a tylko siedm znich jest dowolnych (Cay- 
ley, Lond. math. Soc. III). 

Pomiędzy powierzchniami rzędu 4-go o punktach podwój- 
nych szczególnie ważną jest, jak już powiedziano wyżej, po- 
wierzchnia o 16 punktach podwójnych; Cayley (l. c.) badał 
tę powierzchnię i zarazem inne, mające mniejszą liczbę punktów 
podwójnych; Kummer zaś rozważał powierzchnie, mające 
11, 12, 18, 14, 15 punktów podwójnych (Berl. Abh. 1866) z oko- 
liczności badania układów promieni lub końgruencyi rzędu 2-go 
(patrz rozdz XIV). 

Dla otrzymania równania powierzchni rzędu 4-go, mającej 
cztery punkty podwójne, przesuńmy przez te punkty sześć kwa- 
dryk X, =0,... X,=0: funkcya jednorodna sto- 
pnia 2-go ilości X, przyrównana do zera, przed- 
stawiać będzie powierzchnię żądanego ga- 
tunku. Równanie to zawierać będzie 18 sta- 
łych niezależnych. 

Jeżeli danych punktów jest pięć, wtedy przesuwamy przez 
nie pięć kwadryk x,=0 i forma stopnia 2-go ilości 
X, przyrównana do zera, przedstawiać będzie 
powierzchnię rzędu 4-go z pięcioma punktami 
podwójnemi; zawiera ona stałych 14. 

Jeżeli mamy sześć punktów danych, to powierzch- 
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nię rzędu ł4-go ogólną mającą te punkty, jako 
podwójne, przedstawia równanie: 


(Xn X, XK, | * e ig AJ(X,, My, Xy, Xp me 0, 


w którem X, =0 są rówuania czterech kwadryk, 
przechodzących przez sześć punktów danych; 
(AX, X,,X,, X,) jest formą stopnia 2-go ilości X. zaś 
J przedstawia powierzchnię Jacobiego ukła- 
du czterech kwadryk. 

Pomiędzy powierzchniami z sześcioma punktami podwój- 
nemi zasługuje na nwagę powierzchnia, której równaniem jest 


J(X,, X,, X,, X,) =0. 


t. j. powierzchnia Jacobi'ego układu ezterech kwadryk. Nazywa 
się ona powierzchnią Weddlego, bo ten autor pierwszy ją 
badał (Cambridge J. V, 1850), a jest ona miejscem wierz- 
chołków stożków rzędu 2-go, przechodzących 
przez szesć punktów przestrzeni. 

Powierzchnia Weddlego zawiera 25 pro- 
stych, a mianowicie 15 prostych, łączących 
każde dwa z sześciu punktów, oraz 10 prostych, 
stanowiących przecięcia każdej zpłaszczyzn, 
przechodzących przez trzy punkty z płaszezy- 
zną, przechodzącą przez trzy pozostałe. 

Stożek styczny, mający wierzchołek w pun- 
kcie podwójnym, przecina powierzchnię we- 
dług pięciu prostych, łączących ten puukt 
z pięcioma pozostałemi punktami podwójne- 
mii według krzywej sześciennej skośnej, wy- 
znaczonej przez sześć punktów przestrzeni. 

Powierzchnię Weddlego badali też: Cayley (Comptes 
rendus LH, 1861), Hierholzer (Math. Ann, H, IV), Hunyady 
(Crelle XCH), Uaspary (Compt. rend. 1891) i t. d. 


Powierzchnia Weddlego jest powierzchnią 
taką, że spółrzędne jej punktów dają się wy- 
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razić jako funkcye hypereliptyczne dwu pa- 
rametrów. 

Cayley badał inne powierzchnie analogiczne pod wzglę- 
dem definicyi, ale nie będące już rzędu 4-go. 

Dla otrzymania równania najogólniejszego powierzchni 
rzędu 4-go z siedmioma punktami podwójnemi, przesuwamy 
przez te punkty trzy kwadryki X, =0, X,=0, X, =0, dalej 
powierzchnię rzędu 3-go Y=0, dla której cztery z tych pun- 
któw są podwójnemi, wreszcie płaszczyznę Z=0 przez trzy in- 
ne punkty. 

Równanie 


(X, Xa. X) + U YZ = 0, 


zawierające sześć stałych, jst równaniem szu- 
kanej powierzchni. 

Dla otrzymania równania powierzchni rzędu 4-go, mającej 
ośim punktów podwójnych (nie dowolnych) można postąpić 
w sposób następujący: Weżmy trzy powierzchnie rzędu 2-go: 


X, =0, X% =0, X,=0, 


przecinające się w ośmiu punktach, i utwórzmy funkcyę kwadra- 
tową jednorodną ilości X, którą przyrównajmy do zera. Otrzy- 
mamy tym sposobem równanie powierzchni rzędu 
4go z8-ma punktami podwójnemi, leżącemi na 
trzech kwadrykach. Nie jest to wszakże typ ogólny 
powierzchni rzędu 4-go z 8-ma punktami podwójnemi; według 
Cayleya istnieje jeszcze typ inny. 

Pierwsze badanie nad takiemi powierzchniami podjął Cayley 
(Quart. J. X, 34. XI, 111; Papers VII, 304, VII, 25). 


Można znaleść równania powierzchni czwartego rzędu z 9 
lub 10 punktami podwójnemi, z których 7 jest dowolnych. Waż- 
nem jest twierdzenie następujące: 

Powierzchnia rzędu 4-go nie może mieć 
więcej niż 10 punktów podwójnych, jeżeli 7 
znich obrano dowolnie. 


Powierzchnia rzędu 4-go z dziesięcioma punktami podwój- 
nemi jest tak zwaną symetroidą; równaniem jej jest: 
, fas fa: Ms» fis 
| Fis la fw 46 
| ha fs fsa» T34 
fu he fas fa 


gdzie fas a---fu v=) są dziesięcioma funk- 
cyami liniowemi ilości zmiennych. 


= 0, 


Minory rzędu 3-gotego wyznacznika sy- 
metrycznego, przyrównane do zera, wyrażają 
powierzchnie sześcienne, które mają wspól- 
nych dziesięć punktów, będących punktami 
podwójnemi symetroidy. 

Stożek z wierzchołkiem, znajdującym się 
w punkcie podwójnym, i opisany na symetro- 
idzie, rozpada się na dwa stożki rzędu 3-go, 
przecinające się według dziewięciu prostych, 
które łączą każdy punkt podwójny z pozosta- 
łemi dziewięcioma. 

Jeżeli jeden z 10 punktów podwójnych po- 
wierzchni rzędu 4-go ma własność, wskazaną 
w twierdzeniu poprzedzającem, to i wszyst- 
kieinne punkty podwójne mają tęż samą wła- 
sność. 

Prócz symetroidy istnieje inna powierzchnia rzędu 4-go 
z 10 punktami podwójnemi, mająca tę własność, że stożek rzędu 
6-go z wierzchołkiem w jednym z tych punktów i opisany na 
powierzchni, me rozpada się na dwa stożki rzędu 3-go. 

Powierzchnia Hessego, należąca do po- 
wierzchni sześciennej, jest symetroidąz istotnie 
funkcye f w powyższem równaniu są pochodnemi strony pierw- 
szej równania powierzchni sześciennej. 
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Jeżeli /,,=0. symetroida ma jeszcze ll-y 
punkt podwójny: jeżeli prócz tego fg =0 wte- 
dy ma punkt 12-y; jeżeli nadto /,,=0, wtedy ma 
13-y, jeżeli wreszcie i /,=0, wtedy ma lfry. 

Ustanowiono klusyfikacyę powierzchni rzędu 4-go z 11, 12, 
13, 14i 15 punktami podwójnemi na podstawie rozważania stoż- 
ków, opisanych na nich i mających wierzchołki w jednym z pun- 
któw podwójnych; rozróżniamy mianowicie rozmaite gatunki po- 
wierzchni według tego, czy też stożki rzędu 6-go rozpadają się 
w ten lub inny sposób na stożki rzędu niższego Badanie to pro- 
wadzili Kummer, Cayley (lLe., Rohn (w rozprawie, 
uwieńczonej przez Akademię saską w r. 1886, patrz też Math. 
Ann. XXIX, 1887). Cayley i inni autorowie angielscy wpro- 
wadzili tu, jak to zwykli czynić, liczne i złożone nazwy na nie- 
które z wyżej wymienionych powierzchni, a zwłaszcza na po- 
wierzchnie o 8, 9. 10 punktach podwójnych, lecz mniemamy, że 
nazwy te raczej rzecz komplikują, niż upraszczają. 

Niektóre z powierzchni o 11, 12,..... 15 punktach po- 
dwójnych są zarazem powierzchniami ogniskowemi kongruencyi 
kwadratowej (patrz Rozdz. XIV). 


e 3. 
Powierzchnia Kummera 


Powiedzieliśmy już, że powierzchnia Kummera 
jest powierzchnią rzędu t-go, mającą punkty podwójne, odo- 
sobnione. 

Jest ona klasy 4-ej: jej równanie ogólne za- 
wiera 18 stałych niezależnych. 

Stożek rzędu 6-go, styczny do powierzchni 
imający wierzchołek w punkcie podwójnym 
rozpada się na6 płaszczyzn 
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Każda ztych szesciu płaszczyzn dotyka 
powierzchni wzdłuż stożkowej, na której leżą 
pozostałe punkty podwójne w liczbie 3. 

Takich płaszczyzn osobliwych jest 16; jest 
przeto 16 punktów osobliwych, mających tę 
ważną włssność, że każda płaszczyzna prze- 
chodzi przez sześć punktów, położonych na 
jednej stożkowej, a przez każdy punkt prze- 
chodzi sześć płaszczyzn. 

Powierzchnia Kummera występuje głównie w Geom e- 
tryi linii prostej; można ją określić jako powierz- 
chnię ogniskową kongruencyi 2-go rzędu i 2Ż-ej 
klasy (Kummer, Berl. Abh. 1886) albo jako powierz- 
chnię osobliwości kompleksu kwadratowego 
ogólnego, albo wreszcie jako powierzchnię oso- 
bliwości nieskończenie wieln kompleksów 
kwadratowych spółogniskowych (Klein, Math. 
Ann. II, patrz niżej Rozdz. XIV). 

Ważną własność tej powierzchni stanowi to, że jest ona 
wzajemną do samej siebie w sześciu bieguno- 
wościach. 

Równanie powierzchni tej podali w różnych postaciach 
Kummer, Cayley i inni. 

Niechaj X, =0, X, =0, X,=0, X, =0 będą równaniami 
czterech płaszczyzn osobliwych takich, że ich cztery punkty 
spotkania są razem punktami węzłowemi powierzchni, wtedy 
równanie jej można przedstawić w postaci: 


g? = 16k X, X, X, Xi ; 


gdziek jest stałą, $ zaś jest formą kwadrato- 
wą ilości X, a mianowicie: 
S = X?’ + X” t 23! X? + 20 (XX, X, X) 
+ 2b(X, X, + A X,) + 201X, X + X; X,); 
k= @ 6 e? — 2Zabc— 1. (Kummer) 
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Formą niewymierną równania tejże po- 
wierzchni jest następująca (Caylev, Crelle, 
LXX II, 292; Papers VII, 126): 


ty" z, | rt z T 
J az, (7 x, — $$" r, — = | Pu |a'a Ly — Ty" M — + 
+ YT, (8 B» e a'a" 7, — p ]|=2 
przywarunkach: 


a+B+7=0, a TB ry =V, a" +p +" 0. 


Inne postaci otrzymujemy, przemieniając kołowo układ a, £, y 
z układem a”, ,, y' lub z układem a", 8", y". 


Równanie poprzedzające, po sprowadze- 
niu go do postaci wymiernej przedstawia się tak: 
w? (L2H —22z0, —Za r, —20 a) 
+2, EG (rar 2r) HPP B T TaT) mT Etran) Hne | 
+(aa'a" z r, -+ 88812, 777 T2) = 
gdzie: 
6 =(B-pa'a' + (7—a)8'8' + (a—By'y'. 
Wyrażenie 6 nie zmienia wartości przy powyżej wspomnianych 


przemianach kołowych. 
Równania 16 płaszczyzn osobliwych są: 


r=0 z„z=0, 4 = 0; r,=0, 


KZI . kai a a = U LSP, ja 1 kJ 
+2 B p 1 a' + f' + y 0; a" g + y" =0; 
TY rx—p B" t, —— =0; y"yry—$" pt, — -5 = 0; 


ma — > = 


Rozdział XII. — $ 3. 


+ m w c 
aa'Xy--yy Ty = 3 = 0; a'arz—7y14, -7 = 0: 
; g 
ad d, — PY — p =0; 


, r 24 
PB z, — a'a" z, — — =0; Pf, — aax, — | =0 
7 7 
. J4 
pnmo = "e = 0; 
Inna postać równania powierzchni Kum- 


mera jest następująca (Rohn, l. e. i Math. Am. 
XVIII): 


2-29 zy! H t p APTytJC, — 2 Aase (0, z” ++ 27247) 
— 2 Asers (07037 | 7370,3) — 2 Ay, (21 2 > 2,3043) =0, 
gdzie: 
8 | bak og 
A A ik, ke) —k Ake, —k,) k kalk; +k, le. les J kale (ks +ke-k;—k,) 
+ kę Hhh —kę) |, 


(ki— ka ) (d; —ki) + ( kła) (l; ken) 


Ue, —k,) (ki = ki) 


Ayn = 


Spółezynniki tego równania zależą, jak widzimy, od 6 ilo- 
ścik, które można rozumieć jako pierwiastki formy szóstego rzędu 
dwójkowej,Tu właśnie ujawnia już się możliwość związku pomię- 
dzy powierzchnią Kummera a formami rzędu 6-go dwójkowemi; 
znajdujemy mianowicie, że powierzchnią ta jest w związku spe- 
cyalnym z funkcyami hypereliptycznemi rodzaju 2, należącemi 
do formy rzędu szóstego dwójkowej. 

Klein (Math. Ann. V) spostrzegł pierwszy możliwość 
wyrażenia spółrzędnych punktu powierzchni Kummera przez 
eztery specyalne funkcye hypereliptyczne o dwóch argumentach; 
później ukazały się prace Cayley'a (Crelle LKXXINM), Bor- 
chardta (tamże), Webera (Crelle LXXXIV), Rohna 
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(Math. Ann. XX, XIII), Reichardta (Nova Acta der Leop. 
Carol. Ak. Halle, 1887) it d. 

Oto niektóre wskazówki co do tego. Istnieje jak wiadomo, 
16 funkcyj 8 rodzaju 2 (patrz „Repertoryum* t. I, Rozdz. XVIII, 
$3), każdej z nich odpowiada charakterystyka; zcharakterystyk 10 
jest parzystych i6 nieparzystych. W ugrupowaniu charakterystyk 
wyróżniamy t. zw. czwórki G66pela (Crelle XXXV) i czwórki 
Rosenhaina (Mem. des sav. étr. XI, Paryż 1846). Czwór- 
ka Gópela (jestczwórek takich 60) jest zbiorem czterech cha- 
rakterystyk wszystkich parzystych, albo dwóch 
parzystychi dwóch nieparzystych, których suma 
jest zerem; czwórka Rosenhaina (takich czwórek jest 80) 
jest zbiorem czterech charakterystyk, których suma jest też ze- 
rem, a pomiędzy któremi jest jedna nieparzysta i trzy 
parzyste, albo trzy nieparzyste i jedna parzy- 
sta. Mamy tedy twierdzenie: Pomiędzy kwadratami 
czterech funkcyj 8, odpowiadających charak- 
terystykom czwórki'/Goepela albo Rosenhainą 
zachodzi zawsze związek wymierny jedno- 
rodny stopnia 4-go; jeżeli te funkcye 8* przyj- 
miemy za spółrzędne jednorodne punktu prze- 
strzeni, wtedy związek ten przedstawia po- 
wierzchnię Kummera. W przypadku czwórki Goe- 
pela płaszczyzny czworościanu zasadniczego spółrzędnych są 
ezterema płaszczyznami osobliwemi powierzchni, lecz żaden 
z wierzchołków tego czworościanu nie jest węzłem powierzchni; 
w przypadku zaś czwórki Rosenhaina cztery płaszczy- 
zny czworościanu spółrzędnych są czterema płaszczyznami 0so- 
bliwemi, a cztery wierzchołki są czterema punktami osobliwemi. 
W tem przedstawieniu inne funkcye 9% odpowiadają każda in- 
nym płaszczyznom osobliwym. 

Można jeszcze, wychodząc zinnego punktu widzenia, otrzymać 
równanie powierzchni Kummera. Dowodzi się, że jeżeli za spół- 
rzędne jednorodne punktu przestrzeni przyjmiemy cztery funkcye 
hypereliptyczne, nazwane przez Kleina funkcyami Z, wtedy 
można znaleść równanie powierzchni takie, żespółczynniki są nie- 
zmiennikami wymiernemi funkcyi rzędu szóstego 
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dwójkowej, która w sposób wyżej wskazany odpowiada po- 
wierzchni Kummera: równanie takie nazywamy zwykle rów- 
naniem wymiernem powierzchni. Więcej szcze- 
gółów znaleść można n E. Pascala (Ann. di matem. XXII, 
XIN). 


Istnieje wiele badań nad konfignracyą 16 punktów i płasz- 
czyzn osobliwych powierzchni Kum mera; wymieniamy pracę 
Caporaliego (Lincei 1868): Schrótera (Crelle, C) i De 
Paolisa (Lincei 1890). 

Szesnaście punktów zasadniczych, połączonych po dwa, lub 
16 płaszczyzn, przecinających się po dwie, tworzą 120 prostych, 
które Caporali nazywa prostemi R. 

Szesnaście punktów zasadniczych, branych po trzy, dają 
240 płaszczyzn niezasadniczych (płaszczyzn II) a szesnaście pła- 
szczyzn zasadniczych, branych po trzy, dają 240 punktów nie- 
zasadniczych (punktów P). 

Płaszczyzny M przechodzą po sześć przez proste H. punkty 
P leżą na tych prostych szóstkami. Odwrotnie, proste R prze- 
chodzą po trzy przez punkt P i leżą trójkami na płaszczyznach H. 

Punkty P leżą po 45 na płaszczyznach zasadniczych, 
a płaszczyzny 77 przechodzą po 45 przez punkty zasadnicze. 

Jest 80 czworościanów, których wierzchołkami są punkty 
zasadnicze; odpowiadają one 80 czwórkom charakterystyk R o- 
senhaina). 

Jest 50 czworościanów, których ścianami są płaszczyzny 
zasadnicze, a wierzchołkami punkty P (odpowiadają one 40 
czwórkom Gópela). 

Tej ostatniej własności odpowiada oczywiście własność 
dwoista. 

240 punktów Pi płaszczyzn M składają 15 nowych konfi- 
guracyj Kummera. 

Jeżeli przetniemy płaszczyzną powierzchnię Kummera, 
to w przekroju możemy otrzymać krzywą płaską rzędu 4-go 
ogólną; mianowicie : 

Przez każdą krzywą płaską rzędu 4-go ogólną 
przechodzi co* powierzchni Kummera. 
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Płaszczyzna sieczna przecina szesnascie płaszczyzn osubl- 
wych według 16 prostych dwustycznych do krzywej: te 16 dwu- 
stycznych są „właśnie temi, które pozostają z 28, gdy wyla- 
czymy 12 dwustycznych niewspólnych dwom układom Aron- 
holda, mającym jednę prostą wspólną. Innemi słowy: te 16 
dwustycznych tworzą konfiguracyę, podobną do konfiguracyi 16 
dwistycznych krzywej płaskiej rzędu +-go z punktem podwój- 
nym, jeżeli wyłączymy szesć stycznych, wychodzących z pun- 
ktu podwójnego (patrz Rozdz. VIII, str. 280). 

Cztery dwustyczne, powstające przy przecięciu czworoscianu 
Gópela (patrz wyżej), są czterema dwustycznemi, przez któ- 
rych ośm punktów styczności przechodzi stożkowa. 

Na.tych związkach pomiędzy dwpstycznemi krzywej rzędu 
4go a punktami i płaszczyznami powierzchni Kummera opie- 
rają się niektóre najnowsze prace Cianiego (Ann. di mat, (3), 
I, Rend. Ist. Lomb. 1878). 

Można ustanowić znakowanie dla 16 płaszczyzn i punktów 
osobliwych powierzchni Kummera; jednę z płaszczyzn oznacza- 
my symbolem 0, sześć punktów na niej leżących symbolami 
1, 2, 3, 4, 5, 6; wtedy pozostałe 15 płaszczyzn można przedstawić 
przy pomocy symboli dwójkowych 12, 18, 14,..... 56, a 10 


punktów zasadniczych przy pomocy symboli trójkowych pen | 


124 128 
306 j 456 
12, 23, 31, 45, 56, 64 i t. d.; przez punkt (1) sześć płaszczyzn 0, 
(12), (13), (14), (15), (16). 

Inne znakowanie dla 16 płaszczyzn osobliwych polega na 
omówionej wyżej odpowiedniości pomiędzy niemi a charaktery- 
stykami rozdzaju 2. Oznaczmy w tym celu każdą płaszczyznę 
symbolem (abcd) *. gdzie a, b, c, d nie mogą przyjmować war- 
tości odmiennych od Oi 1. Wtedy 16 płaszczyzn można przed- 
stawić symbolicznie w ten sposób: 


sky Przez pankt | ] przechodzi sześć płaszczyzu 


ab 
c 


*) Piszemy (abcd) dla prostoty zamiast d ). 
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(0000), 11000), (0100). (1100), 
(0010), (1010), (0110), (1110), 
(0001), (1001), (0101), (1101). 
10011), (1011). (0111), (1111). 


Płaszczyznaimi. spotykającemi się w jednym punkcie, są 
trzy płaszczyzny, które w tej tablicy znajduje się na tej samej linii 
poziomej z elementem itrzy płaszczyzny w linii pionowej z tymże 
elementem. tak ze szescioma płaszczyznami, schodzącemi się 
w jednym punkcie, są płaszczyzny, oznaczone symbolami: 


(a, b, r, del), (a,b,cHl, di, (a, b, cl. d+1), 
ta+1, b, c. dy, (a,b--1, c, d), (a--1, b-p1, c. d). 


Podstawień grupy pozostawiających bez 
zmiany konfiguracyę jest 6! 16. 

Równanie stopnia 16-go, od którego zależy wyznaczenie 
16 płaszczyzn albo punktów osobliwych Kummera, staje się rów- 
naniem abelowem po rozwiązaniu równania stopnia 6-go, t. j. 
po rozwiązaniu tego ostatniego równania pierwsze rozwiązuje 
się przy pomocy czterech równań stopnia 2-go (Jordan, Crelle 
LXX, także Traatć des substitutions 1870). 


Linie asymptotyczne (Hauptangentencurven), 
t. j. linie, których płaszczyzna ściśle styczna zlewa się z płasz- 
czyzną styczną do powierzchni (patrz niżej Rozdz. XX), albo 
których styczne są prostemi sciśle stycznemi do powierzchni, — 
są na powierzchni Kummera wogóle krzywe- 
mi 16-go rzędu i 16-ej klasy; mają 16 ostrzy w 16 
punktach osobliwych powierzchni, 16 płasz- 
czyzn statecznych, które są płaszczyznami 
osobliwemi powierzchni i 9% stycznych sta 
tecznych (patrz Rozdz. IX, $4). Ich porządek (rang) 
wynosi 48, liczba punktów podwójnych pozor- 
nych 72, rząd krzywej podwójnej powierzchni 
rozwijalnej %2, rodzaj wynosi 17. 
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Jest sześć specyalnych linij asymptotycz- 
nych, których rząd i klasa redukuje się do po- 
łowy, t. j. każdą znich należy liczyć dwa razy. Nie mają 
one ani ostrzy i płaszczyzn statecznych, mają zas 40 stycznych 
statecznych. Ich porządek (rang) jest 24, liczba punktów po- 
dwójnych pozornych 12, rząd krzywej podwójnej powierzchni 
rozwijalnej 200, rodzaj 5. 

Przez linie asymptotyczne powierzchni 
Kummera przechodzi pęk powierzchni rzędu 
4-go (Reye). 

Krzywa paraboliczna powierzchni Kum- 
mera jest krzywą rzędu 32-go, rozpadającą się 
na 16stożkowych, które są stożkowemi, poło- 
żonemi na 16 płaszczyznach osobliwych. 


Liniami asymptotycznemi powierzchni Kummera zajmowali się 
speeyalnie: Klein i Lie (Math Ann. XXII) Reye (Crelle IIC), 
Segre (tamże, IIC). 


Klasyfikacyą powierzchni Kummera z punktu widzenia 
rzeczywistości, punktów i płaszezyzn osobliwych zajmuje się 
Rohn (Math. Ann. XVI, Weiler (Math. Ann. VI) roz- 
patruje klasytikacyę. opartą na specyalizacyi powierzchni 
przy przyjęciu że niektóre z 16 punktów osobliwych zle- 
wają się. Obie klasyfikacye wychodzą z rozważania wartości 
ki, ką... . kg sześciu pierwiastków formy rzędu 6-go, która, jak 
to wyżej powiedziano, pozostaje w związku z równaniem po- 
wierzchni Kummera „Jeżeli przyjmiemy, że te 6 wartości spe- 
cyalizujemy co do ich rzeczywistości i co do ich wielkości, otrzy- 
mamy wszystkie przypadki możliwe. 

Niektóre z wyników Ro h na są następujące: 

L Wszystkie ilości k są rzeczywistemi. 

Ila) Powierzchnia Kummera ma 16 punktów osobliwych 
rzeczywistych . 

Ib) Powierzchnia jest rzeczywista, lecz ma wszystkie 
punkty i płaszczyzny osobliwe urojone. Jeżeli weźmiemy na 
płaszczyźnie stycznej do powierzchni krzywą rzędu 4go prze- 
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cięcia, to sześć stycznych. poprowadzonych do tej krzywej 
z punktu podwójnego, są wszystkie rzeczywistemi. 

Ie) Powierzchnia jest urojona i ma wszystkie punkty 
i płaszczyzny osobliwe urojone. 
IL Dwie z pomiędzy ilosci y są urojonemi sprzężonemi, po- 
zostałe są rzeczywistemi. 

IIa) Powierzchnia ma 5 punktów osobliwych rzeczywi- 
stych i tyleż płaszczyzn osobliwych rzeczywistych. 

I |» Powierzchnia jest rzeczywista, lecz wszystkie punkty 
i płaszczyzny osobliwe są urojone. Nie jest wszakże tą samą, co 
w przypadku Ib), gdyż są jej szesem stycznych, określonych, 
jak w przypadku Ib). są cztery rzeczywiste i dwie urojone. 
III. Dwie pary ilosci k są urojone sprzężone, a dwie inne pary 
są rzeczywiste 

Powierzchnia ma cztery punkty osobliwe rzeczywiste i ezte- 
ry płaszczyzny osobliwe rzeczywiste; każda płaszczyzna prze- 
chodzi przez dwa punkty rzeczywiste, mianowicie dwie płasz- 
czyzny przechodzą przez te same dwa punkty, a dwie pozostałe 
przez inne dwa punkty. 
IV. Trzy pary ilości k są urojonemi sprzężonemi. 

IVa) Powierzchnia jest rzeczywista, ma cztery punkty 
i cztery płaszczyzny osobliwe rzeczywiste. Różni się wszakże 
od powierzchni w przypadku III, gdyż żadna z płaszczyzn rze- 
czywistych nie przechodzi przez punkt rzeczywisty. 

IV b) powierzchnia jest urojona, lecz posiada cztery puu- 
kty i cztery płaszczyzny osobliwe rzeczywiste. 

Modele gipsowe powierzehni Kumnmera znajdują się w kolekeyi 
L. Brilla w Darmstadzie. obecnie Schillinga w Hali. 
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Tetraedroida Cayley a i powierzchnia falowa. 


Przypadkiem szczególnym powierzchni Kumnmera jest po- 
wierzchnia, zwana tetraedroidą albo powierzchnią 
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Cayley'a. której przypadkiem specyalnym jest znów 
powierzchnia falowa Fresnela. 

Tetraedroida jest powierzchnią Kummera, której szesnaście 
płaszczyzn osobliwych mają tę własność, iż dzielą się na grapy 
po cztery płaszczyzny w ten sposób. że płaszczyzny jednej 
grupy przechodzą przez ten sam punkt; tetraedroida ma tedy 
cztery wierzchołki i stąd jej nazwa. 

Powierzchnia ta jest przekształceniem homograficznem po- 
wierzchni falowej, o której mówimy niżej; ta ostatnia jest te- 
traedroidą, metrycznie wyspecyalizowaną. 

Równaniem powierzchni tetraedroidy,od- 
niesionej do czworościanu zasadniczego,jest: 


10, 9%, 24%, 24%, a; | 
| 2r O, Gg”, 4%, g 
La, ha’, 0, Qąz3, ay? =0. 
dą”, dys”, las’, 0, ay? 


a”. au’, üzs’, üs’, 0 | 


i 


Równania 16 płaszczyzn osobliwych są: 


Gy; Tą — igts Fasst, 20; Agly — yy T4— yt; = 0; 
Ma, —dystą lgt 0; | Gzyly 0q4T3|-l0y3 7, = 0; 
— ay Htt thst =E; Gy, 204427, = 0: 
— apt pirs. i=; — ary Tq—Qyy 3-040, = 0; 

aati — htt ht "0 — yt; —0y4Tz-|-0, 1, = 0; 

ay typ azl az, = 0; —Azgt; — ysty taI, = 0; 
— got —lyg zzz =Ù; | Qz4Ty—lyyTy—GygT, = O; 
ay; yt są "|; Oyly — byly — byy, = 0. 


Równanie uważanej powierzchni otrzy- 
; 5 i ó i chni 
mujemy z równania ogólnego powierzchn 


Paseal. Rep. II 4 
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Kummera, podanego przez (ayleya (patrz $ 3%), 
jeżeli położymy: 


lm 2 u E a ha 
B ay y h a” dą, 
_w las tig M Giz 
aaa" = — ; =- ©, yy” == — : 
ig BBR" „= FTP M 
skąd a py = a"ßy'. 


Każda zczterech ścian czworoscianu za- 
sadniczego przecinatetraedroidę według pa 
ry stożkowych; względem każdej z nich trój- 
kąt, znajdujący się na odpowiedniej scianie 
czworoscianu, jest trójkątem samosprzężo- 
nym (patrz Rozdz. IV, $ 2). 

Mamy tym sposobem cztery pary stożkowych na czterech 
ścianach czworościanu; 16 punktów spotkania tych czterech par 
stożkowych są 16 punktami osobliwemi powierzchni: punkty 
osobliwe leżą zatem czwórkami na czterech ścianach czworościa- 
nu zasadniczego. Ta własność wypływa z własności powierzchni 
Kumnmera, na mocy której jest ona wzajemna sama ze sobą ($ 3). 

Cztery punkty osobliwe na każdej ścianie czworościanu 
leżą dwójkami na sześciu prostych, które przechodzą po dwie 
przez trzy wierzchołki trójkąta. stanowiącego ścianę czworo- 
ścianu. 

W przypadku tetraedroidy, równanie stopnia 
6-go, od którego, jak wiemy, ($3) zależy, według 
Jordana, wyznaczenie 16 punktów osobliwych 
równania ogólaej powierzchni Kummera, daje 
się rozwiązać algebraicznie. 


Powierzchnia falowa jest tetraedroidą szczególną; można 
ją określić następującemi sposobami: 

Powierzchnia falowa jest miejscem skrajnych punktów pro- 
mieni, wychodzących ze środka elipsoidy, a których długości są 
równe dwom półśrednicom głównym przecięcia elipsoidy płasz- 
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ezyzną prostopadłą do promienia; na każdym promieniu istnieją 
przeto cztery punkty powierzchni, dwa po jednej i dwa po dru- 
giej stronie (Fresnel) 

Powierzchnia składa się z dwu powłók, jednej wewnątrz dru- 
giej, stycznych do siebie w punktach podwójnych. 


2 2 z 
Jeżeli = + 37 — GF = 1, (a>b>c) jest równaniem 


elipsy, to równanie powierzchni falowej będzie 
postaci: 
ży? — $* + athe ==0Q, 
gdzie: 
3 = upy k22; gt = arty? 4 cz?, 


G? = a Hete + b*(c*-a?)y? + c*(a*--b?)z? (Fresnel). 


Równanie to otrzymujemy z równania tetraedroidy, jeżeli 
założymy powne związki specyalne pomiędzy spółczynnikami 
ta, A3? ... (patrz Salmon-Fiedler 1 c. II, str. 473—474). 

Równanie Fresnela można przedstawić w dwóch po- 
staciach : 


= ZEREM 
ET b? + gcr? =l, 


a? y? J? a 
UB -b * nba? P gar? T 

Czworościan zasadniczy powierzchni falowej, uważanej za 
tetraedroidę, jest to czworościan, utworzony z trzech płaszczyzn 
głownych elipsoidy i z płaszczyzny w nieskończoności. 

Przecięcie powierzchni falowej jedną z trzech płaszczyzn 
głównych elipsoidy składa się z elipsy i koła. 

Szesnaście punktów osobliwych powierzchni stanowią: 
cztery punkty w nieskończoności, cztery punkty rzeczywiste na 
jednej z płaszczyzn głównych, zaś 4 i 4 są urojonemi i znajdują 
się na dwóch drugich płaszczyznach głównych. 

Oczywiście, z płaszczyzn osobliwych tylko 8 jest rzeczy- 
wistych. 


372 Rozdział XII. — $ 5. 


Tetraedroidę badał pierwszy Cayley (Journ. de Liouv. XL 
1346, Papers I, 302, Crelle LXV, LXXXVII). Powierzchnię falową badał 
pierwszy Fresnel (Mém. de Paris, 1827) w rozprawie o podwój- 
nem załamaniu, z okoliczności zagadnienia fizykalnego o przecho- 
dzeniu swiatła przez ciała załamujące; zaraz potem przedmiot ten 
podjęli: Ampère (Ann. de Chimie et phys. XXXIX, 1828), Cau- 
ehy (Exerc, de math. V. Paryż 1830, Comptes rendus XI, XII, XVHI), 
Pliteker (relle XIX, 1839) i inni. Listę prac o powierzchni falowej 
znajdujemy w cytowanem już dziele: Loria, Teraźniejszość i prze- 
szłość teoryj geometrycznych, przekład polski, Warszawa 1889. Wyd 
2-gie włoskie 1396. Inne sposoby tworzenia powierzchni podali. 
Bóklen' (Ztschr. Schlómileha. XXIV, XXV, XXVH, 1879—1882) i 
Cayley (przy pomocy dwóch powierzchni rozwijalnych, Quart. J. III; 
1860. Papers IV. 420—432, Annali di math. XX, 1892). 

Można wyobrazić sobie przypadek jeszcze bardziej szczególny 
powierzchni Kummera, t. j., gdy można ją rozważać jako tetraedroidę 
nie jednym tylko, lecz wieloma sposobami; takie powierzchnie spe- 
cyalnie badali Ro hn (Leipz. Ber. 1884), Segre (tamże), a nieda- 
wno Bertini (Ist, Lomb. 1898). 

Niektóre modele gipsowe powierzchni falowych znajdują się 
w kolekeyi L. Brilla. 


$ 5. 
Powierzchnie rzędu 4-go, zawierające nieskończenie wiele steżkowych. 


Kummer badał (Berl. Monatsber. 1863, Crelle LXIV} 
powierzchnie rzędu 4-go, zawierające nieskończenie wiele stoż- 
kowych. Podamy w tym paragrafie główne wyniki jego pracy. 

Nie istnieją powierzchnie rzędu 4-go ta- 
kie, że przekroje, otrzymane z przecięcia ich 
wszystkiemi płaszczyznami przestrzeni albo 
też wszystkiemi płaszczyznami wiązki, skła- 
dają się z dwóch stożkowych. 
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Istnieją powierzchnie rzędu 4-go takie, że 
przekrojeich, otrzymane z przecięcia pewnemi 
nieskończenie wielu płaszczyznami, które 
nie są płaszczyznami stycznemi,składająsię 
zdwóch stożkowych. Są niemi: 

1. Powierzchnierzędn 4-go zjedną stoż- 
kowąpodwójnąidwoma punktami podwójne- 
mi takiemi, że łącząca je prosta nie spotyka 
powierzchni; każda płaszczyzna pękn, której osią jest ta 
prosta, przecina powierzchnię według dwóch stożkowych, któ- 
cych punkty spotkania są oczywiście punktami podwójnemi dla 
powierzchni, a stąd znajdują się na stożkowej podwójnej, R ó w- 
nanie powierzchni tego gatunku jest postaci: 

p” = 4p*qr, 
gdzie p jest formą stopnia drugiego, 9,4,7 są 
formami stopnia pierwszego. 

2. Powierzchnia rzędu 4-go z jedną prostą 
podwójną; każda płaszczyzna, przesunięta przez tę prostą, 
przocina powierzchnię także według stożkowej. Równanie 
tej powierzchni jest postaci: 


p*S-pr2pQą8, 4 S =V, 


gdziep,ąsą formami stopnia pierwszego, S, Sp 
5, stopnia drugiego. 

3. Powierzchnia rzędu 4-go zdwoma wę- 
złamistycznościowemi, t. j. punktami, w któ- 
rych dotykają się wzajemnie dwie powłoki 
powierzchni; każda płaszczyzna, przesunięta przez prostą 
łączącą dwa te punkty, przecina powierzchnię według dwóch 
stożkowych, które w tych punktach są stycznemi do siebie. 
Równanie powierzchni jest: 


g? = (p,4)*, 


gdzie p jest formą kwadratową, pią są dwiema 
formami liniowemi, (p,q) jest formą stopnia 4-go 
ilości piq. 
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We wszystkich tych przypadkach płaszczyzny, przecina- 
jące powierzchnię w sposób wymagany, tworzą pęk. 

Są powierzchnie rzędu 4-go takie, że prze- 
kroje, otrzymane z przecięcia ich płaszczy- 
znami stycznemi (wszystkiemi lub niektóre- 
mi)składają się z dwóch stożkowych. Są niemi: 

1. Powierzchnia o trzech prostych podwój- 
nych, spotykających się w jednym punkcie (po- 
wierzchnia rzymska Steinera); przekroje, powstałe 
z przecięcia jej jakąkolwiek płaszczyzną styczną, składają się 
z dwóch stożkowych. 

2. Powierzchnia z jedną stożkową po- 
dwójną i jednym punktem podwójnym; każda 
płaszczyzna styczna w punkcie podwójnym przecina powierz- 
chnię według dwóch stożkowych. Rów nanie tej powierz- 
chni jest postaci: 


p? = Apy, 


gdzie p iy są formami kwadratowemi, p jest 
formą liniową, mianowicie y=0 jest równaniem stożka 
rzędu 2-go, którego wierzchołek znajduje się na kwadryce p=0 
Są powierzchnie rzędu 4-go takie, że każda 
ich płaszczyzna dwustyczna przecina powierz- 
chnię według dwóch stożkowych. Są niemi: 
1. Powierzchnie zjednąstożkową podwójną. 
2. Powierzchnie prostoliniowe. 


W następnych paragrafach mówimy osobno o głównych 
gatunkach wymienionych wyżej powierzchni, mianowicie o po- 
wierzchniach: a) ze stożkową podwójną, b) z prostą podwójną, 
e) o powierzchni Steinera, d) o powierzchniach prostoliniowych. 
Co się tyczy powierzchni o dwóch węzłach stycznościowych, to 
były one dotąd mało badane. 
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$ 6. 
Powierzchnie rzędu 4-go ze stożkową podwójną albo ostrzową. 


Liczby charakterystyczne, odnoszące się do tej powierz- 
chni, podaliśmy w $ 1 Rozdz. XII-go. 

Każda płaszczyzna przestrzeni przecina 
taką powierzchnię według krzywej rzędu 4-go 
zdwoma punktami podwójnemi; każda płasz- 
czyzna styczna—według krzywej rzędu 4-go 
ztrzema punktami podwójnemi, wreszcie każ- 
da płaszczyzna trójstyczna—według stożko- 
wejidwóch prostych. 

Przez każdy punkt można poprowadzić 
dziesięć płaszczyzn, przecinających powierz- 
chnie według parstożkowych. 

Na stożkowej podwójnej są cztery punkty jednopłaszczy- 
znowe lub ostrzowe; płaszczyzny styczne w tych punktach prze- 
chodzą przez jeden i ten sam punkt. 

Równanieogólne tej powierzchni jest po- 
staci: 

p — śpży = 0, 


gdzie p=0, y=0 są równaniami dwóch kwa- 
dryk, p=0 równaniem płaszczyzny, której prze- 
cięcie zkwadryką p=0 jest stożkową podwój- 
ną powierzchni. 

Krzywa paraboliczna powierzchni (rzędu 32) składa się ze 
stożkowej podwójnej liczonej 8 razy, z przecięcia powierzchni 
p=0, y=0, liczonego dwa razy, i z jednej jeszcze krzywej 
rzędu 8-go. 

Powierzchnia zawiera 16 prostych (opiera- 
jących się naturalnie na stożkowej podwójnej), z których 
każda przecina pięć innych. Konfiguracya tych 16 
prostych jest ta sama, co 16 prostych, które pozostają z 27 
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prostych na powierzchni rzędu 3-go, gdy wyłączymy jednę pro- 
stą i wszystkie 10, które ją spotykają. 

Każda płaszczyzna, poprowadzona przez 
jednę z 16 prostych. przecina powierzchnię 
według krzywej sześciennej z punktem po- 
dwójnym. 

Płaszczyzn trójstycznych do powierzchni jest 40; każda 
z nich zawiera dwie proste. 

Płaszczyzny dwustyczne powierzchni obwodzą pięć stoż- 
ków rzędu 2-go, które nazywamy pięcioma stożkami 
Kummera; stożki te tworzą tedy powierzchnię rozwijalną 
(rzędu 10-go), dwustyczną do powierzchni. 

Czterdzieści płaszczyzn trójstycznych powierzchni tworzą 
tę samą konfiguracyę co 40 płaszczyzn, pozostających z 45 
płaszczyzn powierzchni sześciennej, gdy wyłączymy pięć płasz- 
czyzn, przechodzących przez prostą stałą. 

Każdy ze stożków Kummera dotyka 16 prostych powierz- 
chni; rozdzielają się te proste po dwie na ośm płaszczyzn stycz- 
nych stożka. Stąd dla każdego z pięciu stożków te 16 prostych 
rozdzielają się różnie na 8 par; rozdział jest taki sam dla tychże 
16 prostych, uważanych za należące do powierzchni sześciennej 
względem każdej z pięciu płaszczyzn wyłączonych. Mianowicie, 
jeżeli, dla ustalenia myśli, oznaczymy przez a, b dwie proste 
płaszczyzny wyłączonej, to 16 prostych rozdzielają się na 8 ta- 
kich par, że dwie proste każdej pary przecinają się ze sobą 
i przecinają albo prostą a, albo prostą b. Ustanawiamy tym 
sposobem odpowiedniość pomiędzy pięcioma stożkami, odnoszą- 
cemi się do 5, i pięcioma płaszczyznami, odnoszącemi się do Ś;. 

Styczna w punkcie F stożkowej podwójnej powierzchni 5, 
iproste, łączące punkt P z wierzchołkami pięciu stożków, są 
tworzącemi stożka kwadrykowego. 

Stożki Kummera przechodzą przez punkty ostrzowe, poło- 
żone na linii podwójnej; płaszczyzny, styczne do stożków w tych 
punktach, przecinają powierzchnię według dwóch stożkowych 
stycznych. 

Z, 16 prostych, znajdujących się na powierzchni uważanej, 
można utworzyć dwa różne ugrupowania; zawierające po 4 
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proste, z których to czterech prostych żadne dwie nie przecinają 
się; ugrupowanie gatunku l-go jest takie, że każda z pozosta- 
łych 12 prostych przecina zawsze przynajmniej jednę z czterech 
prostych ugrupowania; ugrupowanie drugiego gatunku jest takie, 
że pomiędzy 12 pozostałemi prostemi jest jedna i tylko jedna, 
która nie przecina żadnej z czterech prostych. Te ugrupowania 
nazywają się czwórkami odpowiednio 1-go i 2-go gatunku 
(quadrupla). Ugrupowań gatunku l-go jest 40, drugiego 80. 

-Każdej czwórce odpowiada inna tego samego gatunku, ma- 
jąca tę własność, że każda z jej czterech prostych przecina jednę 
i tylko jednę prostą pierwszej czwórki. Takie dwie czwórki na- 
zywają się sprzężonemi i tworzą dwuczwórkę (biquadru- 
pla, Doppelvier Clebscha). 

Każdej dwuczwórce gatunku drugiego odpowiadają czte- 
ry inne w ten sposób, że proste, zawarte w pierwszej i w je- 
dnej z pozostałych, są wszystkiemi 16 prostemi powierz- 
chni. 

Z 16 prostych można utworzyć 16 piątek skośnych, t. j. 
ugrupowań po 5 prostych, z których żadne dwie nie spotykają 
się; nie można zaś utworzyć ugrupowań, złożonych z większej 
liczby prostych skośnych. 

Grupa podstawień pomiędzy 16 prostemi 
jest rzędu 5! 16. 

Pierwiastki równania stopnia 16-go, od którego zależy wy- 
znaczenie szesnastu prostych powierzchni 4-go rzędu o stcżko- 
wej podwójnej, są funkcyami wymiernemi pierwiastków pewne- 
go równania stopnia 10-go, które znów, po rozwiązaniu pewnego 
równania stopnia 5-go. rozpada się na pięć czynników kwadra- 
towych. 

Dość szczegółowo badano wielościany, utworzone 
z 40 płaszczyzn trójstycznych (patrz niżej). 

Z powyższego wynika, że płaszczyzny stożkowych danej 
powierzchni są styczne do stożków Kummera, i oczywiście, na 
każdej płaszczyżuie są dwie stożkowe. Mamy zatem 10 
układów stożkowych, należących do powierz- 
chni; każdemu układowi odpowiada inny, który można nazwać 
znim sprzężonym, gdyż stożkowa pierwszego znajduje się 


378 Rozdział XII — $ 6. 
zawsze na jednej płaszczyżnie z pewną stożkową drugiego 
układu. 

Przez każdy punkt powierzchni (nie poło- 
żony na krzywej podwójnej) przechodzi stoż- 
kowa każdego z 10 układów. 

Jeżeli odwrócimy uwagę od przecięć, które mogą mieć 
miejsce w punktach krzywej podwójnej, możemy powiedzieć: 
Stożkowe, należące do tego samego układu, nie przecinają się; 
dwie stożkowe jakiekolwiek, należące do dwóch nkładów sprzę- 
żonych, spotykają się w dwóch punktach; dwie stożkowe, nale- 
żące do dwóch układów różnych (nie sprzężonych), spotykają się 
w jednym punkcie. 

Jeżeli przetniemy jakąkolwiek płaszczyzną stożek, mający 
wierzchołek w punkcie P krzywej podwójnej i styczny do po- 
wierzchni, wtedy, prócz sladów dwóch płaszczyzn stycznych, 
będziemy mieli krzywą płaską ogólną rzędu +-go (Zeu- 
then 1879, patrz Aun. di mat. XIV str. 34). Stycznemi podwój- 
nemi tej krzywej są slady dwu płaszczyzn stycznych, ślady dzie- 
sięciu płaszczyzn, które można poprowadzić z punktu P do prze- 
cięcia z powierzchnią według pary stożkowych (patrz wyżej) 
iślady szesnastu płaszczyzn, przechodzących przez punkt P 
i przez 16 prostych na powierzchni. 

Rzutami stożkowej uważanej powierzchni są stożkowe 
czworostyczne do krzywej rzędu 4-go. 

Jeżeli P jest jednym z punktów ostrzowych, położonych na 
krzywej podwójnej (patrz wyżej), to rzut konturu powierzchni 
będzie miał punkt podwójny na sladzie płaszczyzny stycznej 
w punkcie P. 

Jezeli rzucimy zas powierzchnię z wierzchołka jednego 
ze stożków Kummera. to rzut jej konturu stanowić będzie ślad 
stożka, liczony dwa razy, oraz krzywa rzędu 4-go z dwoma pun- 
ktami podwójnemi, której w czterech punktach dotyka już to 
ślad rzeczony, już to rzut stożkowej podwójnej (Zeuthen |. c.). 

Zeuthen posługuje się powyższemi twierdzeniami dla 
klasyfikacyi powierzchni rzędu 4-go ze stożkową podwójną 
z punktu widzenia rzeczywistosci jej prostych i stożków Kum- 
mera. (Qłówne jego rezultaty są następujące: 
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Istnieją następujące typy powierzchni rzeczywistych o stoż- 
kowej podwójnej rzeczywistej. 


a) 


b) 


e) 


d) 


e) 


f) 


Wszystkie 16 prostych i 5 stożków są rzeczywistemi. 
Dziesięć układów stożkowych są też rzeczywistemi 
i każdy z czterema parami prostych rzeczywistych. 
Ośm prostych i trzy stożki są rzeczywiste, pozostałe 
8 prostych są urojone bez punktów rzeczywistych; 
sześć układów stożkowych jest rzeczywistych i niema 
pary prostych sprzężonych. 

Cztery proste i jeden stożek—rzeczywisty. Dwa ukła- 
dy stożkowych rzeczywiste—każdy z dwiema parami 
prostych rzeczywistych i dwiema parami prostych sprzę- 
żonych. Z dwunastu par prostych urojonych cztery 
mają punkt rzeczywisty, pozostałe go nie mają. 
Żadna z prostych nie jest rzeczywistą; wszystkie zaś 
5 stożków są rzeczywistemi. Sześć układów stożko- 
wych rzeczywistych, nie zawierających żadnej pary 
prostych rzeczywistych lub sprzężonych. Wszystkie 
16 prostych są urojonemi bez punktów rzeczywistych. 
Żadna z prostych nie jest rzeczywistą, a wszystkie 5 
stożków są rzeczywistemi. Dwa układy stożkowych 
są rzeczywiste i do każdego należą cztery pary pro- 
stycli urojonych sprzężonych. 

Żadna prosta nie jest rzeczywista i tylko trzy stożki 
są rzeczywiste; z 16 prostych ośm ma jeden punkt 
rzeczywisty, pozostałe go nie mają. Dwa układy 
stożkowych są rzeczywiste i każdy ma dwie pary 
prostych sprzężonych, 


Powierzchnię S, o której mówimy, badał pierwszy Clebsch 
przy pomocy swojego odwzorowania płaskiego (patrz Rozdział 


TZ. 67) 


W tem odwzorowaniu prostej na powierzchni S$, odpowia- 
da na płaszczyźnie stożkowa, przechodząca przez pięć punktów 
zasadniczych; pięciu prostym, przecinającym tamtą prostą, od- 
powiada pięć punktów zasadniczych, a pozostałym dziesięciu 
prostym odpowiadają proste, łączące każde dwa z pięciu pun- 
któw zasadniczych. Każdej parze sprzężonych układów stoż- 
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kowych na powierzchni S$, odpowiadają stożkowe, przechodzące 
przez cztery z pomiędzy pięciu punktów zasadniczych, oraz proste, 
przechodzące przez punkt piąty. OUbrazami przecięć płaskich 
powierzchni S, są krzywe sześcienne w liczbie oo* układu linio- 
wego sześciennych, przechodzących przez pięć punktów zasa- 
dniczych. Obrazem stożkowej podwójnej powierzchni 5, jest 
krzywa sześcienna tegoż układu. 

Ważną własnością, dającą nadto środek badania p owierz- 
chni, jest własność, która przy pomocy przekształcenia dwuwy- 
miernego przestrzeni wprowadza powierzchnię uważaną w zwią- 
zek z powierzchnią ogólną rzędu 3-go. Badania te podjęli 
Geiser (Crelle LXX) i Cremona (Rend. Ist. Lomb, 1871). 

Przez przekształcenie: 

Nd JziJy = A” YY Uys YY — Y”, 
albo 
Yr | Ya: Ya: Ya = Byg 1 Xy? i ByN | MU, H Tg” 


wprowadza sięodpowiedniość pomiędzy powierzchnią ogólną rzędu 
3-go S}, przechodzącą przez stożkową 1+==0(, 2,44 -t= 
przestrzeni (x), nie styczną do płaszczyzny +, ==0 w punkcie 
X, = X JF; = 0, a powierzchnią rzędu t-go Ś, o stożkowej 
podwójnej w przestrzeni (y) (Cremona). 

Stożkową podwójną jest stożkowa: 


n=0, WY — Y = O. 


Dwudziestu siedmiu prostym powierzchni 5, odpowiadają: 
1) 16 prostych powierzchni S,, 2) 1Ostożkowych powierzchni 
S, przechodzących przez punkt 9 = Y3 = y =O i stycznych 
w tym punkcie do płaszczyzny y, =0, 3) punkt y;,=y+=y, =0. 

Przy pomocy tychże zasad można otrzymać i odwzorowanie 
płaskie powierzchni X, z odwzorowania płaskiego powierzchni Ś;. 

Przypadkiem szczególnym rozważanej powierzchni jest po- 
wierzchnia, której stożkowa podwójna rozpada się na dwie 
przecinające się proste. 

Równanie powierzchni daje się wtedy spro- 
wadzić do postaci: 


g?r -- mae Za Cz at 1? p =0, 
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gdzie p jest formą kwadratową. Dwie proste po- 
dwójne znajdują się na płaszczyżnie s, =O0 i są przecięciami 
tej płaszczyzny z płaszczyznami z, =0, s, =0. I w tym przy- 
padku powierzchnia ma 16 prostych, z których ośm opiera się 
na jednej prostej podwójnej, ośm—na drugiej; każdą z pierw- 
szych ośmiu przecinają cztery z pomiędzy ośmiu drugich. Na 
każdej z dwu prostych podwójnych są punkty jednopłaszczy- 
znowe lub ostrzowe. Stożków Kum mera jest właściwie cztery: 
piąty składa się z ogółu prostych podwójnych, uważanych za 
obwiednią płaszczyzn 

Innym godnym uwagi przypadkiem jest ten, w którym 
stożkowa nie jest podwójną lecz ostrzową, t. j. każdy jej 
punkt jest jednopłaszczyznow ym. Liczby charakte- 
rystyczne dla tego przypadku podaliśmy w tablicy w $ 1. 

Płaszczyzny styczne do powierzchni w punktach stożkowej 
ostrzowej przechodzą wszystkie przez jeden i ten sam punkt. 
Istnieje płaszczyzna styczna do powierzchni, dotykająca jej we- 
dług stożkowej, przecinającej w dwóch punktach stożkową 
ostrzową. Jakakolwiek płaszczyzna, przechodząca przez jeden 
z tych punktów, przecina powierzchnię według krzywej, mającej 
w tym punkcie węzeł stycznościowy (close-point). Powierzchnia 
ma dwie czwórki prostych; cztery proste jednej czwórki prze- 
chodzą wszystkie przez jeden z węzłów stycznościowych i znaj- 
dują się na płaszczyźnie stycznej w tym punkcie do dwu stożko- 
wych: ostrzowej i innej. Jeżeli nazwieray płaszczyzny tych 
czwórek przez x i z, będziemy mogli wypowiedzieć twierdzenie: 

Powierzchnia matylkotrzystożki Kum- 
mera, których wierzchołki znajdują się na pro- 
stej przecięcia płaszczyzn aix’; tetrzy stoż- 
kiprzechodzą przez stożkową ostrzową. 


Rozważano jeszcze przypadki, w których powierzchnia, 
prócz stożkowej podwójnej albo ostrzowej, posiada jeszcze pun- 
kty podwójne odosobnione. 

Powierzchnia rzędu 4-goostożkowej po- 
dwójnej nie może mieć więcej niżeztery pun- 
kty podwójne odosobnione. 
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Powierzchnie takie badali specyalnie: Korndórfer (Math, 
Ann |, H), a później Segre (tamże XIV), rozważając i liczne przy- 
padki specyalne. 


Jeżeli pankt podwójny odosobniony przypada na stożkowej 
podwójnej, mamy wtedy powierzchnię, która, jak dowiódł Cre- 
mona, może być otrzymana z kwadryki przy pomocy prze- 
kształcenia dwuwymiernego, o którem mówiliśmy wyżej. 

Inne przypadki analogiczne badał Segre (l. e.). 

Przy założeniu żestożkowa podwójna nie 
jest zniekształconą, mamy, ze względu na mo- 
żliwe punkty odosobnione, 18 różnych gatun- 
ków powierzchni. 


Powierzchnię rzędu 4-go o stożkowej podwójnej badał pierwszy 
Kummer wr. 1863 (Crelle LXIV). Potem, z innych punktów wi- 
dzenia, Moutard, Darboux i Cayley zajmowali się wielo- 
krotnie przypadkiem szczególnym bardzo ważnym tych powierzchni, 
a mianowicie cyklidami (mówimy o nich w $ następnym), dla 
których stożkową podwójną jest koło urojone w nieskończoności, 
Przypadek szczególny cyklid, a mianowicie powierzchnia pierścienio- 
wa jest już znana od dawnego czasu. W r. 1867 Clebsch (Crelle 
LXIX), z okoliczności badań nad odwzorowaniem powierzchni, podjął 
poszukiwania nad powierzchnią ogólną rzędu 4-go ze stożkową po- 
dwójną: po nim przedmiottenopracowywali: Cremona. Korndór- 
fer (l.c.), Cayley (Quart. J. X, XI, 1870—1871). Pomijając 
prace o cyklidach, o których mowa niżej, wymieniamy tu ważną pracę 
Zeutliena (napisaną po duńsku i przełożoną przez Lorię w Ann- 
di mat. XIV), w której autor podejmuje klasyfikacyę powierzchni sto- 
pnia 4-go, wyżej przez nas podaną W r. 1884 Segre w obszernej 
rozprawie (Math. Ann. XXIV) podaje teoryę tych powierzchni z nowego 
punktu widzenia, a mianowicie rozważając w przestrzeni trójwymia- 
rowej rzuty przecięcia dwóch rozmaitości kwadratowych trójwymiaro- 
wych, położonych w przestrzeni czterowymiarowej. Praca Segrego, 
bogata w wyniki, w części znane i w części nowe, zawiera też szcze- 
gółową klasyfikacyę wszystkich powierzchni o stożkowej podwójnej 
i osrrzowej, zniekształconej lub niezniekształconej, z punktami po- 
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dwójnemi odosobnionemi łub bez takich punktów, Powierzchnie 
o stożkowej ostrzowej badali też Cremona (Ace. Bologna 1892) 
i Tótossy (Math. Ann. XIX). Co się tyczy badania konfiguracyi 
16 prostych lub 40 płaszczyzn trójstycznych powierzchni, to wymie- 
niamy prace Berzolariego (Ann. di Math. XHI) i Pereno 
(tamże XXI), a po szczegóły bibliograficzne odsyłamy do pracy Se 

grego lub do cytowanego dzieła Lorii „O teoryach geometrycznych“ 
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Cyklidy są to powierzchnie rzędu 4-go, mające jako 
stożkową podwójną koło urojone w nieskończoności, Tak nazy- 
wają te powierzchnie Darbouxi Casey; Cayley zaś 
nazywa je powierzchniami bicyklicznemi (dwukoło- 
wemi). 

Cyklida jest obwiednią kuli, przecinającej 
ortogonalnie kulę daną, i której środek opi- 
suje kwadrykę daną (Casey, Phil. Trans. CLXI, 1871). 

Równanie cyklidy można napisać wieloma sposobami. 

Jeżeli X, =0, X4=0), X, =0, X,=0 są równaniami czte- 
rech kul, to równanie cyklidy można przedsta- 
wić w postaci: 


Pa (X, Xa X, X) =m O, 


gdzie p, jest formą ogólną stopnia 2-go. 

Kula stała w tworzeniu cyklidy jest powierzchnią J a co- 
bi'ego tych czterech kul, z których każda odpowiada położeniu 
kuli ruchomej ortogonalnej do kuli stałej. 

Można napisać równaniecyklidy (w spół- 
rzędnych Descartesa) w ten sposób: 


(a? +y* + 2)? ++ 84 = 0; 


tu s=Ojest równaniem kwadryki. 
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Jeżeli X, =0,... X, =0 są równaniami pięciu kul przeci- 
nających się ortogonalnie. to równanie cyklidy może 
mieć jednę z następujących postaci: 


m Xy? t aX | 13 X? | aX? = 0, 


š wj 2 
a, X,” PA, A 0, X? + 0, X;* =0, 


av Xu" X? + az") X -|-a4'! X4* = O, 


gdzie spółczynniki asą stałemi. Te postacie są 
równoważne dlatego, że pomiędzy pięcioma wielkościami X ist- 
nieje związek liniowy tożsamościowy, odpowiadający warunkom 
ortogonalności każdych dwu z pomiędzy pięciu kul. Tym związ- 
kiem jest: 


e, 6, We, W, W. 
r? p ai Tą? PFT rs? =0, 


gdzie fi, fa... r; są promienie kul. 

W każdem z pięciu powyższych równań kula stała w two- 
rzeniu cyklidy jest odpowiednio jedną z kul X, =0, X, ,=0,...X,=0, 
a cztery inne odpowiadają różnym położeniom kuli ruchomej. 
Powierzchnia więc powstaje pięcioma różnemi sposobami. 

Ważną własnością cyklid jest ta, że są one 
powierzchniami analagmatycznemi, to zna- 
czy,żeprzekształcają się same na siebie przez 
inwersyę (przekształcenie przez promienie 
wodzące odwrotne). 

Powierzchnie analagmatyczne rzędu 4-go 
są cyklidami (Moutard). 

Kulą zasadniczą w inwersyi jest kula, do której jest ortogo- 
nalną kula ruchoma, wytwarzająca cyklidę w sposób wyżej wska- 
zany. Środek tej kuli jest wierzchołkiem jednego z pięciu stoż- 
ków Kummera, należących do powierzchni według teoryi 
ogólnej ($ 6). Cyklida jest powierzchnią analagmatyczną wzglę- 
dem pięciu różnych inwersyj i to naturalnie w odpowiedniości 
z pięcioma stożkami Kum mera. Twierdzenie to jest w związku 
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z twierdzeniem powyższem, że cyklida może być utworzona pię- 
cioma różnemi sposobami. 

Charakterystyczną własnością cyklid jest, 
że płaszczyzny dwustyczne (płaszczyzny sty- 
czne dostożków Kummera) zamiast przecinać powierz- 
chnię według pary stożkowych (jak w przypadku $ poprze- 
dzającego). przecinają ją według pary kół. Mo- 
żemy przeto powiedzieć: 

Przez każdy punkt przestrzeni przecho- 
dzi dziesięć płaszczyzn, przecinających po- 
wierzchnię według pary kół. Stąd to pochodzi na- 
zwa powierzchni dwukołowej, nadana przez Cayley'a. 

Niechaj będzie cyklida, utworzona w sposób powyższy 
przez kulę ruchomą, przecinającą ortogonalnie kulę stałą X, =0, 
i której środek opisuje kwadrykę $,=0. Poprowadżmy ze 
środka kuli X stożek, którego płaszczyzny styczne są prostopadłe 
ao tworzących stożka asymptotycznego kwadryki S,; stożek ten 
jest jednym z pięciu stożków Kummera. Każdemu stożkowi 
Kummera odpowiada w ten sposób kwadryka S,. Kwadryki 
S;(i=1,.. ,5) są spółogniskowemi. Przecięcie kwadryki 5,=0 
z odpowiednią kulą X, =0 jest krzywą, która nazywa się krz y- 
wą ogniskową cyklidy; jest zatem pięć krzywych ognis- 
kowych. 

Wspominamy przy sposobności, że określenie krzywych ognis- 
kowych dla jakiejkolwiek powierzelni podał Darboux (Comptes 
rendus 1864], jako nogólnienie określenia, podanego przez Chasles'a 
i innych dla powierzchni rzędu 2-go. 


Rozważmy powierzchnię rozwijalną, opisaną na danej po- 
wierzchni taką, że jej płaszczyzny styczne są też stycznemi do 
koła urojonego w nieskończoności; krzywa podwójna tej po- 
wierzchni rozwijalnej nazywa się krzywą ogniskową po- 
wierzchni. Przez każdą styczną krzywej ogniskowej można 
poprowadzić dwie płaszczyzny styczne wspólne, powierzchni 
i kołu w nieskończoności. Jeżeli dalej koło w nieskończoności 
należy do powierzchni, wtedy prócz krzywych ogniskowych 
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zwyczajnych można rozważać jeszcze krzywe ogniskowe 
osobliwe (Laguerre); są to linie podwójne powierz- 
chni rozwijalnej, opisanej około powierzchni wzdłuż punktów 
koła urojonego w meskończonosci 

Ważnem jest następujące twierdzenie o krzywych ognis- 
kowych osobliwych cyklidy (Laguerre, De la Gourterie): 

Ogniskoweosobliwe cyklidy są ognisko- 
wemi zwyczajnemi każdej z pięciu kwadryk, 
które, w sposób wyżej omówiony, służą do 
utworzeniacyklidy; te kwadryki mają (jak to 
już powiedziano) też same linie ogniskowe. 

W pęku kul jest 12 kul, dotykających da- 
nej cyklidy; w pęku płaszczyzn jest 12 płasz- 
czyzn, dotykających cyklidy; w wiązce pro- 
stych jest 12 prostych, normalnych do danej 
cyklidy. 

Cyklidy, przedstawione przez równanie 


X? X,” X; X,” rias 
î— a; Ju; Erre gaj, 


Z? 
LF" 


gdzieł4 jest parametrem zmiennym, są wszyst- 
kie spółogniskowe: przecinają się one wza- 
jemnieortogonalnie: przez punkt przestrzeni 
przechodzątrzycyklidy tego układu, tworzą 
one zatem układ, zwany potrójnym ortogo- 
nalnym (Patrz Rozdz. XVI). 

Trzyodpowiednie wartości 4 można przy- 
jąć zaspółrzędne punktu przestrzeni. 

Dwiecyklidy układu przecinają się we- 
dług ich linij krzywizny, które są przeto 
krzywemi algebraicznemi. Linie krzywizny 
cyklid tworzą układortogonalnyizotermicz- 
ny (Rozdz. XVI). 


Jeżeli poczynimy pewne szczególne założenia metryczne 
o kwadryce, służącej do utworzenia cyklidy, otrzymamy cyklidy 
o formach specyalnych. 
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Jeżeli ta kwadryka jest kulą, wtedy cyklids jest powierz- 
chnią obrotową, utworzoną obrotem owalów Descartesa 
(patrz niżej), obracających się około ich osi ogniskowej. W tym 
przypadku koło urojone w nieskończoności jest ostrzowem dla 
powierzchni. 

Jeżeli kwadryka jest obrotową, wtedy krzywa ognisko- 
wa zwyczajna cyklidy jest styczną podwójnie do koła w nie- 
skończoności. Darboux nazwał takie cyklidy cyklidami 
Descartes'a. 

Jeżeli wreszcie kwadryka jest bez środka (paraboloida), 
wtedy jedna z krzywych ogniskowych przechodzi do nieskoń- 
czoności, a cyklida rozpada się na powierzchnię rzędu 3-go, 
przechodzącą przez koło urojone w nieskończoności, i na 
płaszczyznę w nieskończoności. Mamy wtedy t. zw. cyklidę 
rzędu 3-go lub paraboliczną. 

Cyklida ta zawiera oczywiście na płaszczyżnie w nieskoń- 
czoności prostą, przez którą przechodzi pięć płaszczyzn trój- 
styeznych do powierzchni. ich punkty styczności są pięcioma 
wierzchołkami pięciu stożków Kummera; każdy z nich redukuje 
się do pary prostych, położonych na powierzchni, a każda płasz- 
czyzna, przechodząca przez jednę z 10 prostych tak utworzo- 
nych, przecina naturalnie powierzchnię według kół. 

Z cyklidy ogólnej otrzymujemy cyklidę rzędu 3-go przy 
pomocy przekształcenia przez promienie odwrotne i biorąc śro- 
dek przekształcenia na samej powierzchni. 

Załóżmy teraz, że kwadryki S i kula kierownicza X mają 
położenie specralne względem siebie, np. są stycznemi. wtedy 
otrzymujemy cyklidy o punktach podwójnych. 

Podobnie jak powierzchnie rozważane w paragrafie poprze- 
dzającym. i cyklidy mogą mieć od 1 do 4 punktów podwójnych 
odosobnionych. 

Cyklidy o punktach podwójnych można uważać zawsze 
jako powierzchnie odwrotne (otrzymane przez inwersyę) wzglę- 
dem powierzchni tzędu 2-go0. 

Odwrotną kwadryki ogólnej jest cyklida z jednym punktem 
podwójnym; odwrotną stożka kwadrykowege ogólnego—cyklida 
z dwoma punktami podwójnemi; odwrotną kwadryki obroto- 
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wej—cyklida z trzema punktami podwójnemi: wreszcie odwrotną 
stożka obrotowego jest cyklida o czterech punktach podwójnych 
odosobnionych (cyklida Dupina). 

Cyklidę z jednym punktem podwójnym otrzymujemy, je- 
żeli we wskazanem wyżej tworzeniu cyklidy kwadryka ©, jest 
styczną w jednym punkcie do kuli X, (kuli kierowniczej), albo 
gdy ta rednkuje się do punktu. 

Taką cyklidę można jeszcze określić jako t. zw. powierz- 
chnię spodkową kwadryki względem punktu O tejże, 
t. j. jako miejsce spodków prostopadłych, spuszczonych z pun- 
ktu O do płaszczyzn stycznych kwadryki. 

Jeżeli kwadryka Ś jest dwustyczną do kuli, mamy wtedy 
cyklidę odwóch punktach podwójnych, która, 
jak powiedziano, jest powierzchnią odwrotną dla stożka kwadry- 
kowego ogólnego. 

Przypadek, w którym te dwa punkty podwójnie przypa- 
dają na kole urojonem w nieskończoności, badali: De La Gour- 
nerie (J. Ecol. Pol. XXIII, 1863, J. de Liouville (2), X, 1865) 
i Cayley (Quart. J. X, XI, 1870). 

Powierzchnia, utworzona obrotem stożkowej około prostej, 
nie położonej na jej płaszczyźnie, jest w ogólności cyklidą 
z dwoma tylko punktami podwójnemi, położonemi na kole uro- 
jonem w nieskończoności; są to dwa punkty cykliczne na płasz- 
czyźnie prostopadłej do osi obrotu. 

W cyklidzie Dupina (t.j. o czterech punktach podwój- 
nych) przynajmniej dwa z punktów podwójnych są zawsze uro- 
jonemi, a z 16 prostych, łączących punkty podwójne, cztery naj- 
mniej są zawsze urojonemi. 

Z pięciu stożków Kummera cyklidy Dupina jeden tylko 
nie jest zniekształcony, t. j. jego płaszczyzny styczne przecinają 
powierzchnię według kół; cztery pozostałe zniekształcają się na 
cztery płaszczyzny styczne osobliwe (styczne do powierzchni 
wzdłuż całej krzywej), z których najmniej dwie są zawsze uro- 
jonemi. 

Linie krzywiznowe cyklidy Dupina są kołami. 

Cyklidę Dupina można określić jako obwiednią kuli, której 
promień porusza się po płaszczyźnie, a która dotyka dwu kul 
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danych; albo jako obwiednią kuli, której środek porusza się po 
stożkowej a która dotyka innej kuli danej; albo wreszcie jako 
obwiednią kuli, której środek porusza się po stożkowej a która 
przecina ortogonalnie inną kulę. 

Określenie. podane przez Dupina, mianowicie, że ta po- 
wierzchnia jest obwiednią kuli, dotykającej trzech kul danych, 
nie indywidualizuje jednej tylko cyklidy, ale określa ich 
cztery. 

Jest oczywistem, że powierzchnia pierścienio- 
w a (utworzona obrotem koła około prostej, znajdującej się na jego 
płaszczyźnie) jest cyklidą specyalną D u pina. 

Jeżeli wszystkie cztery punkty podwójne są urojone, wtedy 
cyklida nazywa się pierścieniową (Ringcyklides); 
szczególnym jej przypadkiem jest powierzchnia poprzednia. 

Jeżeli tylko dwa z punktów są rzeczywistemi (inne przy- 
padki nie są możliwemi), wtedy dwie formy cyklidy są: jedna 
cyklida rożkowata (Horncyklide), która składa się z dwu 
powłok na zewnątrz jedna drugiej położonych, zakończonych 
ostrzami i złączonych dwoma punktami podwójnemi; druga na- 
zywa się cyklidą wrzecionowatą (Spindelcyklide) i ta 
jest utworzona z dwu powłók, jednej wewnątrz drugiej, złą- 
czonych w dwu punktach. 

Dla cyklid Dupina, podobnie jak dla cyklid ogólnych, mo- 
żna wyobrazić sobie, że stożkowa, na której znajdować się mają 
kule ruchome, których obwiednią jest cyklida, staje się parabolą: 
jest to założenie analogiczne do tego, które z cyklidy ogólnej 
prowadzi do cyklidy stopnia 3-go albo parabolicznej. Mamy 
wtedy cyklidy Dupina paraboliczne, które są po 
wierzchniami rzędu 3-go, gdyż tu odchodzi płaszczyzna w nie- 
skończoności. 

Można zbudować następujące typy takich cyklid: cykli- 
da paraboliczna rożkowata {parabolische Horncyclide), 
której dwa punkty podwójne są rzeczywistemi; cyklida pa- 
raboliczna pierścieniowa, (parabolische Ringeyclide) 
której cztery punkty podwójne są wszystkie urojonemi. 'Te po- 
wierzchnie mają powłoki, rozciągające się do nieskończoności; 
należą do nich proste w nieskończoności i inne proste rzeczywiste. 
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Klasyfikacyc zupełną cyklid podał po raz pierwszy Loria 
(Aec. Torino 1884), który rozróżnia 18 różnych gatunków eyklid 
ze wzgłędu na inne osobliwości, które może posiadać powierzchnia, 
Te 18 gatunków odpowiadają naturalnie 18 gatunkom powierzchni 
rzędu 4-go o stożkowej podwójnej ogólnej, badanych razem z innemi 
niedawno przedtem przez Segrego (patrz § poprzedzający). Ten 
ostatni autor dowiócł nadto, że z 18 gatunków cyklid tylko |) ga- 
tunków należy do cyklid rzeczywistych. t. j. mających równa- 
nia o spółezynnikach rzeczywistych (Math, Ann. XXVIV, str. 439). 
Najdawniej zbadana jest cyklida o 5 punktach podwójnych (Dupin. 
Applicat. de Géom. 1822), której przypadkiem szczególnym jest po- 
wierzchnia pierścieniowa. W r. 1860 Mannheim (Nouv. Ann. 
1860) wykazał, że każda cyklida Dupina przy pomocy inwersyi daje 
się przekształcić na powierzchuię pierścieniową. Niezadługo potem 
zaczęli badać cyklidy jako powierzchnie analagmatyczne: Moutard 
(Ann. de math, (2), III, 1864), Darboux (Ann. de I Be, norm. 1865. 
1572), Maxwell, (Quart. J. IX, 18367), który próbował je kla- 
syfikować; później zaś Casey w obszernejaozprawie (Phil. Trans, 
CLXI, 1871). Teoryę tych powierzelni ogłosił Darboux w oso- 
bnej rozprawie (Sur une classe remarquable de courbes et surfaces 
algćbriques, Paryż 1873, wyd. 2-gie 1896). do której odsyłamy czy- 
telnika po szczegóły. Wreszcie Loria w r. 1884 (Ace. di Torino, 
Memorie, XXXVI) podjął badanie cyklid z innego punktu widzenia: 
korzysta mianowicie z pomysłów Liego, Kleina, Reyego, po- 
sługuje się t. zw. geometryą kul, w której kulę uważa się za element 
przestrzeni, rozpatruje kompleksy i kongruencye kuli i przepro 
wadza wyżej wzmiankowaną klasyfikacyę na 15 gatunków (patrz 
Rozdz, NIV). 


5 8. 
Powierzchnie rzędu 4-go z prostą podwójną. 


Równanie powierzchni rzędu i-go z prostą 
podwójną można napisać w postaci: 


S+ 2p S, +- 4* S$, 20, (Kummer) 
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gdzie y,ąsą funkcyami liniowemi—S,4,. S, funk- 
cyami kwadratowemi spółrzędnych. Przecię- 
cie płaszczyzn p=0,4=0 jest prostą podwójną 
powierzchni. 

Toż samo równanie można tak napisać (Cay- 
ley): 
Pa (Lir La) + Pa (Ly, Lo) Z = Yy (Li, Tą) Ey gą (Ly Ly) Ly? 


T Wa (24, Tą) I3 L F Z (Tis Ba) 54? =0, 


gdzie Pa Pz Yn... są funkcyami zmienych %,4% 
stopni 4,38..... . Przecięcie płaszczyzn z=0, 
Xą==Q jest prostą podwójną powierzchni. 

Powierzchnia jest w ogólności klasy 20-ej. Zawiera 16 
prostych, prócz prostej podwójnej; ma 64 płaszczyzny trójstycz- 
ne, przecinające powierzchnię według dwu stożkowych Jeden 
z czterech punktów spotkania tych stożkowych znajduje się na 
prostej podwójnej, trzy pozostałe zaś są trzema punktami stycz- 
ności płaszczyzny trójstycznej. 

Szesnaście prostych znajdują się parami na jednej płasz- 
czyźżnie z prostą podwójną, a więc grupują się w ośm par, a każda 
z tych par spotyka zawsze prostą podwójną. 

Mamy tym sposobem 64 pary stożkowych i 8 par prostych; 
każda para stożkowych względem każdej pary prostych jest 
taka, że stożkowa pary pierwszej przecina jednę tylko prostą 
pary drugiej, a druga— drugą. 

Główne przypadki szczególne tej powierzchni są nastę- 
pujące: 

Jedna z płaszczyzn stycznych w punktach linii podwójnej 
może być zawsze ta sama; na to miejsce, gdy trzy funkcye pa, Ws, 
43 w równaniu poprzedzającem mają czynnik wspólny. W tym 
przypadku jedna z 16 prostych powierzchni 
zlewa się z prostą podwójną. 

Obiedwie płaszczyzny styczne w każdym puakcie prostej 
podwójnej mogą być zawsze jedne i te same; wtedy trzy powyż- 
sze funkcye różnią się od siebie tylko czynnikiem stałym. 
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Punkty prostej podwójnej mogą być wszystkie jednopłasz- 
czyznowe, wtedy prosta jest prostą ostrzową po- 
wierzchni; ma to miejsce wtedy, gdy trzy ostatnie wyrazy 
dadzą się sprowadzić do postaci 

(X1 Są + 23 24) (X Pı H 2441) : 
gdzie p,, y, są funkcyami liniowemi względem z, i 2,. 

Wreszcie może się zdarzyć, że płaszczyzny styczne w pun- 
ktach prostej ostrzowej są zawsze jedne i te same; ma to miejsce 
wtedy, gdy trzy ostatnie wyrazy redukują się do jednego z dwu 
typów: m,?24%,, 2,7447. 

W przypadku, gdy prosta jest ostrzową, 
powierzchnia jest klasy 12-ej. 

Powierzchnia rzędu 4-go o prostej podwój- 
nej może mieć aż do 8 punktów podwójnych 
oedosobnionycł. 

Równanie powierzchni rzędu 4-go z prostą podwójną i czte- 
rema punktami podwójnemi można otrzymać w ten sposób: 
Niechaj będą trzy powierzchnie rzędu 2-go S=0, S$ =0, S"=0 
z prostą wspólną; będą one miały jeszcze cztery punkty wspólne, 
a forma kwadratowa wyrażeń S, >», $', przyró- 
wnana do zera, będzie równaniem takiej po- 
wierzchni. 

W tym przypadku cztery płaszczyzny przechodzą przez 
prostą podwójną i przez każdy z punktów podwójnych, na każ- 
dej zaś z płaszczyzn leżą dwie proste powierzchni. przecinające 
się w punkcie podwójnym. 

Równanie powierzchni rzędu d-go z prostą 
podwójną i 8 punktami podwójnemi jest po- 
staci: 

Ó; i ©, A 


„aa Gia iy, hz 
ho, Qia. May, Cag 
1, ig, Qa, Uas | 


tu Mn, Gn, 0, Są formami kwadratowemi spół- 
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rzędnych uzy, J4; dą, a,—formamiliniowemi: ay, 
jest stałą. 

Istnieją cztery płaszczyzny, przechodzące przez prostą po- 
dwójną i styczne do powierzchni wzdłuż innej prostej, na której 
znajdują się dwa punkty podwójne. 

Ośm punktów podwójnych rozkładają się po cztery na ośm 
płaszczyzn; przez każdy z nich przechodzą cztery takie płasz- 
czyzny. 

Powierzchnię tę badał Pliie ker (Neue Geom. I, N° 213) 
w teoryi kompleksów prostych (patrz Rozdz. XIV). 

Teoryę powierzchni, o których mowa w tym paragrafie, znaleść 
można n Salmona-Fiedlera (l. e. $ 335 i nast), z którego spe- 
cyalnie czerpaliśmy, dalej u Kummera (l c. § 5), Ułebseha 
(Math. Ann. I. s. 250). Model gipsowy powierzchni rzędu 4-go z prostą 
podwójną znajdujemy w cytowanej kolekcyi L. Brilla. 


8-9, 
Powierzchnia rzymska Steinera 


Zasadniczą własność powierzchni Stei- 
nera stanowi to, że każda płaszozyzna stycz- 
na przecina ją według pary stożkowych. 

Powierzchnia ta posiada trzy proste po- 
dwójne, przecinające się w jednym punkcie 
który jest naturalnie punktem potrójnym po- 
wierzchni. 

Z czterech punktów spotkania dwóch stożkowych, według 
których płaszczyzna styczna przecina powierzchnię, jeden jest 
punktem styczności, trzy zaś pozostałe leżą każdy na jednej 
z trzech prostych podwójnych. 

Powierzchnia Steinera jest klasy 3-ej, 
astożek styczny, poprowadzony do niej z ja- 
kiegokolwiek punktu, jest rzędu 6-go. 
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Powierzchnia ta należy do powierz:hui, badanych przez 
Knmmera (Berl. Monatsber. 1862. 1866, 1872), mających 
cztery płaszczyzny styczne osobliwe. dotykające powierzchni 
wedłng stożkowej; równariem tych powierzchni jest 


SET IE NE 0 


gdzie S=0 jest kwadryką. zaś X,==0. X,=0, X, =0, X, =0 
są równaniami czterech płaszczyzn stycznych osobliwych. 

Jeżeli wyspecyalizujemy odpowiednio formę S względem 
form X, otrzymamy rozmaite powierzchnie o rozmaitych wła- 
snościach; i tak z tego równania ogólnego możemy otrzymać 
równanie powierzchni Kummera o 16 punktach węzłowych (patrz 
$ 3) specyalizując je w inny sposób, otrzymnjemy powierzchnię 
Steinera. 

Równanie powierzchni Steinera można 

napisać w postaci: 


[XP X? + X,” + XF — ŻA, X, — AM, — 2XA, —2X,X, 
--2X,X, —24%, X, — 04% X, X, X, =0, 
albo też inaczej (Cayley): 
IX + V% + PX, + 1X, =0. 


Powierzchnia ta jest biegnnową wzajem- 
ną powierzchni rzędn 3go z czterema punkta- 
mi podwójnemi klasy 4-ej, (patrz Rozlz. XI, $ 1) t. j- 
tak zw. powierzchni Cayleyń. 

Jeżeli za płaszczyzny spółrzędne obierzemy trzy płaszczy- 
zny, na których znajdują się po dwie proste podwójne, i jeszcze 
jednę płaszczyznę, wtedy równanie powierzchni Stei- 
nera będzie można przedstawić w postaci: 


AW pl „SB ka 3 5 
La dz” > by” 4? > r, 2? — De, Zyty ry = O, 


gdzietrzy proste podwójne są krawędziami 
trójścianu z,=0, /4=0,».=0 (Kummer) 
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Bardzo interesnjącą własnością powierzchni Steinera jest 
własność, odkryta przez Weierstrassa i stosowana przy od- 
wzorowaniu płaskiem powierzchni; wyrażamy ją tak: spółrzę- 
dnejednorodne punktów powierzchni można 
wyrazić za pomocą formtrójkowych kwadra- 
towych. 

Cayley i Clebsch dowiedli następnie, że jest to 
najogólniejsza powierzchnia rodzaju zero, 
której spółrzędne dają się w ten sposób przed- 
stawić. 

Jeżeli wyjdziemy z pierwszej z powyżej podanych postaci 
równania powierzchni, to będzie można wzory, służące (lo takie- 
go przedsiawienia, wyrazić w ten sposób: 


T, = (Vn F Y-Y)’, Tą = (h = Ya — Y, 
dą =- h FY Vs), L =h — YH Y’. 
Wychodząc z postaci drugiej równania powierzchni. znajdziemy: 
Li ZŻY Yas Ls ZŻYY,, =Y =y Hy. 


Przy pomocy tych wzorów można badać odwzorowanie płaskie 
powierzchni, co uczynili Clebsch i inni: powierzchnia 
daje się wtedy odwzorować jednoznacznie bez 
punktów wyjątkowych (Clebsch. Math. Ann. V). 

Przez każdy punkt powierzchni Steinera 
przechodzi co stożkowych. Poza powierz- 
chniami rzędu 2-go i powierzchniami prosto- 
liniowemi rzędu 3-go, powierzchnia Steinera 
jest jedyną powierzchnią, mającą taką wła- 
sność (Darboux, Bull. des scien. math. II, 1880). 

Dwie stożkowe powierzchni Steinera przecinają się tylko 
w jednym punkcie, a przez dwa punkty przechodzi w ogólności 
jedna tylko stożkowa. 

Na każdej płaszczyżnie przestrzeni jest sześć prostych ści- 
śle stycznych do powierzchni i są cztery proste dwnstyczne. 
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Przez punkt przestrzeni przechodzi dziewięć prostych ściśle 
stycznych. 

Każda krzywa algebraiczna. znajdująca 
się na powierzchni. jest rzędu parzystego. 

Wszystkie przekroje płaskie powierzchni 
są krzywemi wymiernemi; i jest to jedyna po- 
wierzchnia nieprostoliniowa mająca tę włas- 
ność (Picard, Crelle C, patrz też Guccia Rend. Pal. 1). 

Inną ważną własność tej powierzchni wyraża następujące 
twierdzenie Kroneckera, udowodnione przez Castel- 
nuovo (Rend. Lincei 1894): 


Poza powierzchniami prostoliniowemi 
powierzchnia Steinera jest jedyną powierz- 
chnią nieprzywiedlną, którą każda płaszczy- 
zna pewnego układu podwójnie nieskończo- 
nego przecina według krzywych przywiedl- 
nych. 

Pary płaszczyzn stycznych do powierzchni w punktach 
prostej podwójnej tworzą inwolucyę, do której należą płaszczy- 
zny, przechodzące przez inne dwie proste podwójne. 

Na każdej prostej podwójnej są dwa punkty ostrzowe. 

Cztery stożkowe styczności płaszczyzn osobliwych przeci- 
nają się po dwie w punktach ostrzowych; też same cztery stoż- 
kowe znajdują się na jednej kwadryce. przecinającej proste po- 
dwójne w punktach ostrzowych. 

Krzyweasymptotyczne powierzchni Stei- 
nera są krzywemi skośnemi rzędu -go gatun- 
ku 2-go (Clebsch, Cremona). 

Cztery płaszczyzny osobliwe powierzchni są czterema pła- 
szezyznami statecznemi dla wszystkich krzywych asymptotycz- 
nych. 

Wszystkie krzywe rzędu 4-go asymptotyczne posiadają 
trzy cięciwy wspólne, schodzące się w punkcie potrójnym po- 
wierzchni, a przez każdą z cięciw można poprowadzić do każ- 
dej z krzywych dwie płaszczyzny ściśle styczne. 

Krzywe asymptotyczne są przecięte na powierzchni nie- 
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skończenie wielu powierzchniami stopnia drngiego, mającemi 
ośm punktów wspólnych. 

Każda z czterech stożkowych, wzdłuż których płaszczyzna 
osobliwa dotyka powierzchni, jest styczną do trzech krawędzi 
czworościanu płaszczyzn osobliwych; dwie z nich przecinają się 
na jednej z krawędzi (Beltrami). 

Istnieja co* kwadryk. przecinających powierzchnię według 
czterech stożkowych. 

Powierzchnię, o której mówimy. badał Steiner 1838 w eza- 
sie pobytu swego w Rzymie, ale nic o niej nie napisał; dopiero K u m- 
mer wr. 1863 bada ją w rozprawie o powierzchniach rzędu 4-go, 
zawierających nieskończenie wiele stożkowych, i odkrycie jej przypisuje 
Steinerowi. Później zajmowali się nią: Schröter (Berl. Mo- 
natsber. 1563, Crelle LXIV), Cremona (Crelle LXIII, Rend. Ist, Lomb. 
1867), Lampe (Rozprawa, Berlin 1864), Cayley (Crelle LXIV, 
Proc. London Math. Soe 1H, V, 1873), Clebsch (CreleLXVH),Reye 
(Geom. der Lage H, 246) i inni. Sturm (Mat. Ann. II) badał tę 
powierzchnię, uważając ją jako przypadek szczególny powierzehni klasy 
8-ej i tworząc ją przy pomocy pęku kwadryk i prostej punktowej 
rzutowej względem pęku. Ze względu na własność powierzchni, pole- 
gającą na tem, Że jest wzajemną z powierzchnią rzędu :3-go o £ pun- 
ktach stożkowych, badano ją wielokrotnie wraz z tą drugą powierz- 
chnią, wyprowadzając własności jednej z nich z własności drugiej. 
Niektóre własności tejże powierzchni i jej wzajemnej znalazł już 
Beltrami w r. 1863 (Giorn. di Batt. I, Acc. Bologna, X, 1879). 
Nowszą pracą o powierzchni Steinera jest praca Gerbaldi'ego 
(osobne wydanie, Turyn 1881), w której wyprowadza on wszystkie wła- 
sności powierzchni z jej najogólniejszego odwzorowania płaskiego 
przy pomocy form trójkowych kwadratowych. 

Do odwzorowania płaskiego specyalnego daje się sprowadzić, 
jak już zauważyliśmy, i przypadek ogólniejszy (patrz Gerbałdi 
l. c. rozdz. IV, str. 41). Dodajemy jeszcze najnowszą rozprawę 
Wahlena (Acia math. XIX). 

Cayley rozważał przypadki, w których dwie lub trzy linie 
podwójne zlewają się (Proc. London math. Soc. III) i znalazł, że po- 
wierzchnia jest wtedy wzajemną z powierzchnią specyalną rzędu 3-go: 

By Lz Ly - (4 F La) 13% = 0, 
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nemo = w = a eac mPLLLL—LsLLLe coca 


albo też z powierzchnią 
Dy z JĄ +? ry > 7,3 = 0. 


We wspomnianej kolekeyi L. Brilla znajdują się modele powierz- 
chni Steinera. 


S 10. 
Powierzchnie prostoliniowe rzędu 4-go. 


Krawędzią zwrotu powierzchni rozwijalnej rzędu 4-go jest 
krzywa sześcienna skośna; z powoda ścisłego związku, jaki za- 
chodzi pomiędzy krzywemi skośnemi a ich powierzchniami roz- 
wijalnemi ściśle stycznemi (patrz Rozdz. IX), teorya rozwijal- 
nej rzędu 4-go sprowadza się tedy do teoryi krzywych skośnych, 
o której mówiliśmy w š 2 Rozdz. X-go. 

Dodajemy tu następujące spostrzeżenia: 

Powierzchnia rozwijalna rzędu4-gojest 
zawsze rodzaju zero, t j. rodzaj każdego jej 
przecięcia płaskiego jest zerem. 

Jeżeli X, =0, X, =0. X, =0, X, =0 są równaniami czte- 
rech płaszczyzn, to równanie płaszczyzny obwo- 
dzącej rozwijalną można napisać w postaci: 


X, 6-83 X,13—3N,1-+-X, = 0, 
arównaniemogólnem powierzchni rozwijal- 
nej będzie: 

(X, 6, — ZA)” — X — X, X,)(X,? — 4, X,) "0. 
Płaszczyzny, dotykające dwu stożkowych, położonych na 


różnych płaszczyznach i mających styczną wspólną, obwodzą 
rozwijalną rzędu 4-go. 


Jeżeli dwie kwadryki mają prostą wspólną, wtedy powierz- 
chnia rozwijalna opisana na nich jest rzędu 4-go. 
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Spółrzędne punktn krawędzi zwrotn wyrażają się przy 
pomocy wzorów : 
M, As at, 1 X = 1—ł: F3—0% 


Przechodzimy do powierzchni prostoliniowych 
skosnych rzędu +go. 

Powierzchnia prostoliniowa skośna rzędu 
4-go jest zarazem i klasy d-ej; jest rodzaju zero 
albo rodzaju jeden. W pierwszym przypadku 
ma krzywą podwójną skośną rzędu3-go znie- 
kształconą lub nie (w szczególności prostą 
potrójną, a jej rozwijalna dwustyczna jest 
klasy Ż-ej: w przypadku drugim na krzywą 
podwójną rzędu 2-go zniekształconą. a jej roz- 
wijalna dwustyczna jest klasy 2-ej. 

Cremona i Cayley rozklasyfikowali te powierzchnie 
na 10 gatunków. z których dziesięć gatunków należy do rodzaju 
1, dwa zas do rodzaju O 

a) Powierzchnie z prostą potrójną. Na prostej potrójnej są 
cztery punkty, w których dwie z płaszczyzn stycznych zle- 
wają się. 

Równanie powierzchni daje się sprowa- 
dzić (z wyjątkiem przypadku IV, patrz niżej) do postaci: 


kawy? = wry (422, > bz) F Są”, (02 dag) , 


gdzie x, =0, r, =0 jest prostą podwójną: punkt 
z  =r,==qr,=( i punkt y =v,=2a,=0 są dwoma pun- 
ktami, w których zlewają się dwie płaszczy- 
zny styczne v =0. sm =0 są płaszczyznami sty- 
eznemi podwójnemi w tych punktach. 

Przez każdy z czterech punktów, mających wyżej wska- 
zaną własnosć, przechodzi prosta (tworząca osobliwa), 
w której punktach płaszczyzna styczna do powierzchni jest zaw- 
sze jedna i ta sama. 

Powierzchnia jest zawsze rodzaju zero. 

Odróżniamy tu cztery podprzypadki. 
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I (8-y gatunek Cremony, 9-ygatnnek Cay- 
ley'a). Wszystkie proste powierzchni spotykają prostą potrój- 
ną k. Trzy tworzące, przechodzące przez punkt prostej R, nie 
znajdują się na jednej płaszczyżnie a określają trzy płaszczyzny, 
których obwiednia jest rozwijalną klasy 3-ej i rzędu 4go, bę- 
dącą rozwijalną dwustyczną do powierzchni. 

Powierzchnia ta jest miejscem prostej, po- 
ruszającej się tak, że spotyka prostą stałą 
idotyka w dwóch punktach danej rozwija]- 
nej rzędu ego Równanie powierzchni jest ta- 
kie, jak wyżej napisane, przyczem k jest różne 
od zera. 

IL. (Sy gatunek Cremony, 8-i Cayley'a). Jest 
tu prosta R' powierzchni, nie spotykająca prostej potrójnej R. 
Każda płaszczyzna, przechodząca przez R', zawiera trzy two- 
rzące, schodzące się w punkcie prostej KH, i w każdym punkcie 
prostej R krzyżują się tworzące, położone na jednej płaszczy- 
źnie z prostą R'; z każdego punktu tej prostej wychodzi jedna 
tylko tworząca. 

Powierzchnia ta jest miejscem prostych, 
łączących odpowiednie punkty odpowiednio- 
ści rzutowej (1.1) pomiędzy punktami prostej 
R a punktami krzywej sześciennej płaskiej 
z punktem podwójnym 0;odpowiednieści. usta- 
nowionej w ten sposób, że punktowi spotka- 
nia A prostej R z płaszczyzną krzywej sześ- 
eiennej odpowiada punkt spotkania prostej 
AO z krzywą sześcienną. Równanie powierz- 
chni otrzymujemy z powyższego, kładąc k=0. 

Prosta K' jest obwiednią płaszczyzn trójstycznych 
powierzchni, liczona trzy razy zastępuje powierzchnię rozwijalną 
dwustyczną. 

II (3-igatunek Cremony, 12-y Cayley'a). 
Jeżeli przez każdy punkt prostej K przechodzą trzy tworzące, 
z których jedna zlewa się z R, wtedy rozwijalna dwustyczna 
tworzy się z prostej R i ze stożka kwadrykowego. 
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Powierzchnia ta jest miejscem prostych, 
łączących punktyodpowiednie prostej Ristoż- 
kowej C. będących w odpowiedniości (1, 2, 
takiej, że każdemu punktowi prostej R od- 
powiadają dwa punkty stożkowej Č i każde- 
mu punktowi tej ostatniej odpowiada jeden 
punkt prostej R; przy warunku wszakże, aby 
prosta i stożkowa miały punkt wspólny, który 
nie jest punktem zjednoczonym %w tej odpo- 
wiednieści. Równanie powierzchni otrzymnu- 
jemy z równania ogólnego, kładąc ad=bc, tak, 
że dwa wyrazy strony drugiej otrzymujączyn- 
nik wspólny ar, + br. 

IV. (10-y gatunek Cremony, 6-y Cayley'a). 
Jeżeli przez każdy punkt prostej K przechodzą trzy tworzące, 
z których dwie zlewają się z prostą K, wtedy rozwijalna dwu- 
styczna tworzy się z tej prostej R, liczonej trzy razy. Na pro- 
stej R są dwa punkty takie, że wszystkie trzy tworzące, 
przez nie przechodzące, zlewają się z prostą H. 

Powierzchnia tatworzy się podobnie, jak 
w przypadku II. tylko że dwa punkty AiO win- 
ny się zlewać. Równanie powierzchni daje 
sięsprowadzić do postaci: 


147 ny? == (AL? + DE, 1, CZ?) (My Tą |-247,). 


b. Powierzchnie, których linią podwójną jest krzywa 
skośna rzędu 3-go nie zniekształcona. Jeżeli powierzchnia rzę- 
du 4-go ma, jako krzywą podwójną, krzywą skośną, wtedy jest 
ona w ogóle prostoliniową; wyjątek jedyny stanowi przypadek, 
w którym linia podwójna jest zbiorem trzech prostych, przez je- 
den punkt przechodzących (Powierzchnia Steinera, X 9). 

Jeżeli krzywa podwójna jest krzywą sześcienną nie znie- 
kształconą, wtedy należy odróżnić tylko dwa przypadki. 

V. (l-y gatunek Cremony, 10-y Cayle y'a). 
Powierzchnia jest miejscem prostych, łą- 
czących punkty odpowiednie dwóch stożko- 
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wych, położonych jakkolwiek w przestrzeni 
na różnych płaszczyznach itak, że pomiędzy 
punktami jednej i drugiej zachodzi odpowie- 
dniość dwujednoznaczna (1. l) 

Obwiednią płaszczyzn dwustycznych jest rozwijalna ogólna 
klasy 3-ej i rzędu 4-go. Istnieją cztery tworzące osobliwe; 
w ich punktach płaszczyzna styczna jest stała. Krzywa 
sześcienna skośna ma cztery punkty ostrzowe; przez każdy z nich 
przechodzi jedna z tworzących osobliwych. 

Powierzchnia jest rodzaju zero: równanie 
jej dajesię sprowadzić do postaci: 


yy X? + za X? F Gzy X? | 209, XX; + 203, XGX-20,, X, X, =V, 
gdzie: 


pz 2 zez ==: ie  „_»sr2 
X, S r, Xy = Dydy, Xy ZEW — 0. 


Powierzchnię można też określić jako miejsce prostych, 
przecinających w dwóch punktach krzywą sześcienną skośną 
inależących do kompleksu liniowego ogólnego (patrz Rozdz. XIV); 
albo jako miejsce prostych, przecinających w dwóch punktach 
krzywą sześcienną skośną, a w jednym punkcie stożkową, mającą 
dwa punkty wspólne z krzywą sześcienną; albo wieszcie jako 
miejsce prostych kompleksu liniowego, będących przecięciami 
dwóch płaszczyzn ściśle stycznych krzywej sześciennej skośnej. 

VI. (7-y gatunek Cremony, S-y Cayley'a). Je- 
żeli przyjmiemy, że kompleks liniowy, o którym mowa wyżej, 
jest zbiorem prostych, przecinających prostą stałą, otrzymamy 
gatunek VI-y. 

Powierzchnia ta jest utworzona przez pro- 
ste, przecinające w dwóch punktach krzywą 
sześcienną skośną i opierające się na pro- 
stej danej R. 

Prosta, liczona trzy razy, przedstawia rozwijalną dwu- 
styczną. 

Powierzchnia jest rodzaju zero. 


Powierzchnie prostoliniowe rzędu 4-go. 403 


Powierzchnia może być uważana jako miejsce prostych, 
lączących odpowiednie punkty prostej K i krzywej sześciennej 
płaskiej z punktem podwójnym, jeżeli pomiędzy punktami pro- 
stej i punktami sześciennej zachodzi odpowiedniość dwujedno- 
znaczna (1, 1). 

Równanie powierzchni jest takie jak w przy- 
padku poprzedzającym, przy założeniu wszakże, 
że pomiędzy spółczynnikami zachodzi związek: 


a*,, F 20a, yy, — Eazy by, + Giray 2 0 


c. Powierzchnie, których linią podwójną jest stożkowa 
oraz prosta ją przecinająca. Powierzchnie te są ro- 
dzaju zero. Odróżniamy tu dwa przypadki. 

VI. (2-gigatunek Cremony, 7-y Cayleya). 
Powierzchnia ta jest miejscem prostych łą- 
czących punkty odpowiednie stożkowej © 
iprostej R, będących wodpowiedniości (2, 1) 
inie mających żadnego punktu wspólnego. 

Prosta R jest prostą podwójną. Rozwijalna dwustyczna 
jest utworzona ze stożka kwadrykowego i z prostej Æ. Rów- 
nanie powierzchni dajesię zawsze sprowadzić 
do postaci: 


(Hy — La)” > MA 4 (ETa — Ba”) PIĄ” (AE F boty”) = O, 


gdziebjest różneod zera; stożkową podwój- 
ną jeststożkowa na płaszczyznie x,=0, a pro- 
stą podwójną jest z, =% =. 

Powierzchnię można uważać też jako miejsce prostych, łą- 
czących punkty odpowiednie stożkowej H i prostej Æ, będących 
w odpowiedniości (2, 2) i przecinających się wzajemnie, byleby 
punkt ich przecięcia odpowiadał samemu sobie. Wtedy stożko- 
wa H i prosta R są krzywemi podwójnemi. 

VIU. (4-y gatunek Cremony, ll-y Cayley'a). 

Jeżeli przyjmiemy, że w poprzednio podanym sposobie two- 
rzenia stożkowa Ciprosta Rspotykają się iże 
punktichspotkania, jako punkt stożkowej C, zle- 
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wa się zjednym z punktów. odpowiadających 
mu na prostej E, wtedy mieć będziemy powierz- 
chnię gatunku VIIL 

Rozwijaluą dwustyczną jest prosta R, liczona trzy razy. 
Stożkowa C jest stożkową podwójną powierzchni (co niema 
miejsca w przypadku VID). 

Równanie powierzchni otrzymujemy zró- 
wnania w przypadku poprzedzającym, kła- 
dąc dŁ=0V. 

Na stożkowej jest jeden punkt ostrzowy, dwa zaś inne są 
na prostej. 

d. Powierzchnie. których linię podwójną stanowią trzy 
proste. Powierzchnie są rodzaju zero.  Odróżniamy 
tu dwa przypadki, 

IX. (5-ygatunek Cremony, 2-gi Cayleyńa). 
Jedna z trzech prostych przecina dwie inne, które ze sobą nie 
przecinają się. Przypadek ten można uważać jako pochodny 
przypadku c, gdy stożkowa podwójna rozpada się na dwie pro- 
ste różne. 

Powierzchnia jest miejscem prostych, łączą- 
cych punkty odpowiednie prostych skośnych KR, 
będących wodpowiedniości(2, 2, przy warunku, że 
każdy zdwu punktów, w których Ri K'są przecięte 
inną prostą R", odpowiada dwom punktom zjedno- 
czonym na drugiej prostej. 

Na każdej z prostych R, R' są dwa punkty ostrzowe. Roz- 
wijalna scisle styczna składa się z trzech prostych H, R, R". 
Przez każdy punkt prostej Æ przechodzą dwie tworzące, których 
płaszczyzna przechodzi przez K'; i podobnie, przez każdy punkt 
prostej Æ’ przechodzą dwie tworzące, których płaszczyzna prze- 
chodzi przez prostą h. 

Jedynie płaszczyzny, przechodzące przez R", przecinają 
powierzchnię według właściwych stożkowych, i jedynie punkty 
prostej Æ” są wierzchołkami stożków kwadrykowych opisanych. 

Powierzchnię daną można też otrzymać jako miejsce pro- 
stych, opierających się na dwóch prostych skośnych R, K' i na 
stożkowej C, nie mającej punktów wspólnych z prostemi; 
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albo jako miejsce prostych, opierających się na dwóch pro- 
stych R, R'i na krzywej sześciennej, przecinającej w jednym pun- 
kcie każdą z prostych; 

albo jako miejsce prostych, łączących punkty odpowiednie 
dwóch stożkowych, będacych w odpowiedniości (1, 1), byleby 
tylko punktom, w których jedna z nich przecina prostą przecię- 
cia płaszczyzn dwóch stożkowych, odpowiadały punkty, w któ- 
rych druga stożkowa przecina tęż samą prostą, będącą tym spo- 
sobem prostą podwójną; 

albo wreszcie jako miejsce prostych, łączących odpowie- 
dnie punkty prostej Æ i stożkowej C, nie mających punktów 
wspólnych i będących w odpowiedniości (1, 2), byleby tylko 
punktowi r prostej Æ, w którym ta prosta spotyka płaszczy- 
znę stożkowej C, odpowiadały na stożkowej dwa punkty 7, 
r", leżące na jednej linii prostej z punktem r. Ta prosta jest wtedy 
prostą podwójną R" poprzedzających konstrukcyj; prosta R" spo- 
tyka płaszczyznę stożkowej w punkcie 0, przez który przechodzą 
wszystkie cięciwy stożkowej, łączące pary punktów, odpowiada- 
jących jednemu i temu samemu punktowi prostej KX. 

Równanie powierzchni daje się sprowa- 
dzić do postaci: 


By? dą? NZ yC 4 ++ 04? (Ar Ea -|- Dg”) 2 0; 
trzema jej prostemi podwójnemi są: 
Di, g= 1wW=0, z, = JI, =0, J4=0. 


X. (6-y gatunek Cremony, 5y gatunek Cay- 
ley'a). Załóżmy w szczególności, że prosta #" zlewa śię z pro- 
stą /t; wtedy otrzymujemy inny gatunek powierzchni prostoli- 
niowych. Można go określić jak gatunek, otrzyma- 
ny przy pomocy ostatniej konstrukcyi w przy- 
padku poprzedzającym, przy założeniu, że 
punktr zlewa się z punktem 0, t.j.z punktem 
wspólnym wszystkim cięciwom, łączącym pary 
punktów, odpowiadających temu samemu pun- 
ktowi R. 
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Można jeszcze określić powierzchnię sposobem następują- 
cym: ustanówmy odpowiedniość (1, 1) pomiędzy punktami 
prostej /ł a płaszczyznami, przechodzącemi przez R; te płasz- 
ezyzny przecinają stożkową C w dwóch punktach, ktore, połą- 
czone z odpowiednim punktem prostej R, dają tworzące po- 
wierzchni. 

Rozwijalną dwustyczną przedstawia prosta H, liczona dwa 
razy, i inna prosta A’, spotykająca prostą /ł w punkcie, w któ- 
rym £ spotyka płaszczyznę stożkowej C. 

Też same proste przedstawiają i krzywą podwójną. 

Równanie powierzchni daje się sprowa- 
dzić do postaci: 


(Ta — ad)? Uy (042, — LX) (2o — aX) U, + (X40,— L 0,)* 0, 


gdzie tg, t, są formami stopni 2, 1 względem 
z,,r; prostą podwójną R' jest: 


ta — ad, = 0, atı — s, = 0, 


a prostą podwójną A, mającą być liczoną dwa 
razy, jest z, =0, z, =0. 

Przecięcie powierzchni jest w ogólności krzywą rzędu 4-go 
z węzłem stycznościowym w punkcie, w którym prosta k prze- 
cina płaszczyznę sieczną. 


e. Powierzchnie prostoliniowe, których liniami podwój- 
nemi są dwie proste. Powierzchnie te są rodzaju 1. 
Rozróżniamy tu dwa przypadki: 

XI. (1ll-y gatunek Cremony, l-y Cayley».. 
Dwie proste nie spotykają się. Powierzchnia jest miej- 
seem prostych, opierających się na krzywej 
płaskiej rzędu 4-go z dwoma punktami podwój- 
nemi i na dwóch prostych, z których każda 
przechodzi przez jeden punkt podwójny. 

Powierzchnia jest też miejscem prostych, łączących odpo- 
wiadające sobie punkty prostych R, #', będących w odpowied- 
niości (2, 2). 
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Z każdego punktu prostej /£ wychodzą dwie tworzące, po- 
łożone na płaszczyźnie, przechodzącej przez prostą R”, i od- 
wrotnie. 

Rozwujalna dwustyczna składa się z prostych KH, R'. 

Powierzchnia uważana daje też utworzyć się jako miejsce 
prostych, opierających się na dwóch prostych R, K' i na krzywej 
sześciennej płaskiej ogólnej, którą każda z prostych R, R spo- 
tyka w jednym punkcie. 

Równanie ogólnetej powierzchni daje się 
sprowadzić do postaci: 


z,” (ac* 4 Wez, + er?) F Ża,t, (ej? + Wrz, 004?) 
+ a: (warg o?) = 0; 


prostemi podwójnemi są: „+ =0Q, 1,=0; r,=0, 1,=0. 

Na każdej z prostych podwójnych są cztery punkty 
ostrzowe. 

VII. (12-y gatunek Cremony, 4-y Cayley'). 
Przyjmijmy, że dwie proste podwójne zlewają się. Powierzchnię 
można tedy otrzymać z poprzedzającej, wyobrażając sobie, że 
krzywa płaska rzędu 4 go ma węzeł stycznościowy, powstały ze 
zjednoczenia w jeden dwu punktów podwójnych. 

Powierzchnia jest miejscem prostych, łą- 
czących odpowiadające sobie punkty prostej 
ikrzywej sześciennej płaskiej, mającej punkt 
O wspólny z prostą i będącej w odpowiednio- 
ści (2,1) z prostą; mianowicie odpowiedniość 
taustanowia się w sposób następujący: niechaj 
prosta punktowa na prostej będzie rzutową względem pęku 
promieni z wierzchołkiem w punkcie 0, i niechaj punktowi O 
prostej odpowiada styczna w punkcie © do krzywej; dwa pun- 
kty krzywej, które odpowiadają wtedy jednemu punktowi pro- 
stej, będą temi dwoma punktami, w których odpowiedni promień 
przecina krzywą sześcienną. 

Krzywą podwójną powierzchni jest prosta, liczona dwa 
razy; taż sama prosta, dwa razy liczona, jest jej rozwijalną dwu- 
styczną. 
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Równanie powierzchni daje się tak napisać: 
W; > (TC, — L4Ty) tą F (LE, — 2,0, )* = O, 


gdzie u,,u, są formami stopni 4 2 względem z, 
i gą, a prostą podwójną, liczoną dwa razy, jest 
2, =0, 14=0O. 

Powierzchniami prostoliniowemi rzędu 4-go zajmowali się Chasles 
(Compt. rend. 1861)i Cayley, który w rozprawie pierwszej o nich 
(Phil. Tran», 1864) odróżnia tylko 8 gatunków: Cremona (Mem. 
di Bologna VTI. 1868), przy pomocy metod geometryi czystej, uzu- 
pełnił klasyfikacyę do 12 gatunków; a w roku następnym Cayley 
(Phil. Trans. 1869), podjąwszy na nowo to badanie, znalazł 12 gatun- 
ków Cremony. Badanie powierzchni prostoliniowych ze stanowi- 
ska rzeczywistości pewnych elementów podjął Ro hu (Math, Ann. 
XXIV, XXVIII), który traktował i inne analogiczne problematy, np. 
zagadnienie, odnoszące się do powierzchni Kummera(patrz Rozdz. XH 
$3). O powierzchniach prostoliniowych rzędu 4-go z trzema proste- 
mi podwójnemi pisał niedawno Segen (Crelle XII). Główne wy- 
niki badań Cayley'a znajdują się u Salmona-Fiedlera (1.c.). 


Kolekcya L. Brilla zawiera całą seryę mode] powierzchni prosto- 
liniowych rzędu 4-go. 


Oprócz wymienionych przez nas, badano jeszcze następujące 
powierzchnie rzędu 4-go : 

Powierzchnie rzędu 4-go z punktami potrójnemi (L a m pe, Ber- 
lin 1864, Rohn, Math. Ann. XXIV); powierzchnie rzędu 4-go ze 
skończoną liczbą prostych (Sturm, Math. Ann. IV, Schur, Math. 
Ann. XX); cztery powierzchnie rzędu 4-go wymierne (Cremona, 
Collect. math. 1881; Nóther (Math. Ann. XXXII) i t. d. Co się 
tyczy tych ostatnich, to Noether dowiódł, że są to jedyne po- 
wierzchnie rzędu 4-go wymierne, pozbawione krzywych wielokrotnych. 


ROZDZIAŁ XHI. 


POWIERZCHNIE RZĘDU WYŻSZEGO NIŻ CZWARTY. POWIERZCHNIE 
PROSTOLINIOWE. 


$1. 
Powierzchnie rzędu 5-go nieprostoliniowe, 


Pomiędzy badanemi dotąd powierzchniami rzędu 5-go je- 
dna z najbardziej godnych uwagi jest powierzchnia, za wiera- 
jącakrzywą podwójną rzędu 5-go; Oto jej własno- 
ści główne. 

Krzywa rzędu 5-go, podwójna dla powierz- 
chni, posiada punkt potrójny, który jest ta- 
kimże punktem dla powierzchni. 

Powierzchnia posiada 10 prostych, które 
są cięciwami krzywej podwójnej. 

Konfiguracya tych 10 prostych jest ta sama, co konfigura- 
cya 10 prostych, które pozostają z 16 prostych powierzchni rzę- 
du 4-go ze stożkową podwójną, jeżeli wyłączymy jednę prostą 
i pięć spotykających ją prostych, albo— co wychodzi na jedno— 
konfiguracya ta jest ta sama, co konfiguracya 10 prostych, które 
pozostają z 27 prostych na powierzchni rzędu 3-go, jeżeli wyłą- 
czymy z nich dwie proste skośne 1 piętnaście innych, spotykają- 
eych jednę lub drugą z tych dwóch prostych. Stąd: 

Każda z dziesięciu prostych spotyka trzy 
inne; te dziesięć rozmieszczają się po dwie na 
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15 płaszczyznach i spotykają się w 15 punk- 
ktach; przez każdą prostą przechodzą trzy 
płaszczyzny; na każdej ztych płaszczyzn jest 
pięć punktów spotkania prostych i przez każ- 
dy z tych punktów przechodzi pięć płasz- 
czyzn. 

Istnieje 5 czwórek skosnych prostych, t. j. zbiorów po + 
proste, z których żądne dwie nie spotykają się. 

Powierzchnia daje sięodwzorować na płasz- 
czyżnie. 

Na krzywej podwójnej jest 8 punktów ostrzowych. 

Jest oczywistem, iż na powierzchni istnieje 10 układów 
krzywych rzędu t-go skośnych, które są przecięciami powierz- 
chni z płaszczyznami, przechodzącemi przez każdą z 10 prostych. 

Każda krzywa układu spotyka w dwóch punktach sta- 
łych krzywą podwójną: są to te same dwa punkty, w których 
prosta, odpowiadająca układowi krzywych, spotyka krzywą po- 
dwójną: krzywa rzędu +-go spotyka nadto krzywą podwójną 
w trzech punktach, które są natnralnie punktami podwójnemi 
dla krzywej rzędu 4-go. 

W każdym nkładzie są dwie krzywe, dotykające prostej, 
której ten układ odpowiada: płaszczyzny tych dwóch krzywych 
są płaszczyznami stycznemi statecznemi; punkty styczności są 
punktami parabolicznemi. 

Dwie krzywe rzędu +4-go, należące do dwóch układów 
różnych, mają 4 lub 3 punkty wspólne, stosownie do tego, czy 
proste. którym odpowiadają te dwa układy, przecinają się 
albo nie. 

Istnieje pięć nkładów stożkowych na po- 
wierzchni, odpowiadających pięciu czwórkom skośnym pro- 
stych ; mianowicie stożkowa jednego układu spotyka cztery 
proste jednej czwórki i nie spotyka sześciu prostych pozostałych. 

Każda stożkowa spotyka krzywą podwójną w czterech 
punktach; dwie stożkowe tego samego układu nie spotykają 
się; dwie stożkowe różnych układów spotykają się w ogóle w je- 
dnym punkcie. 
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Powierzchnia posiada wogóle 35 płasz- 
czyzn trójstycznych; z nich 20 płaszczyzn prze- 
cina powierzchnię według dwóch stożkowych 
i prostej, i 15 płaszczyzn według dwu prostych 
i krzywej szesciennej. Przez każdą prostą 
powierzchni przechodzą dwie płaszczyzny 
gatunku pierwszegoitrzy gatunki drugiego. 

Główne liczby charakterystyczne dla po- 
wierzchni są następujące (por. Rozdz. IX, $ 1): 

a (rząd stożka opisanego, i t.d.) = 10, 6 (liczba tworzących 
podwójnych tego stożka) = 12, x (liczba tworzących zwrotu 
stożka) = 18, w tklasa powierzchni) = 12, W (klasa rozwijalnej 
dwustycznej) = 25, ¢' (klasa rozwijalnej płaszczyzn dwustycz- 
nych) = 24. o' (rząd krzywej parabolicznej) == 20. 

Przez punkt powierzchni przechodzą + styczne podwójne 
i 12 prostych ściśle stycznych. 

W każdej płaszczyźnie jest 15 prostych ścisle stycznych 
i 20 prostych dwustycznych Pomiędzy stycznemi w puakcie 
powierzchni są cztery, które dotykają jej i gdzieindziej. 

Konstrukcya rzutowa powierzchni jest nastę- 
pująca : 

Jeżeli połączymy odpowiadające sobie punkty w dwóch 
układach płaszczyzn homograficznych i znajdziemy punkty spot- 
kania prostych łączących z płaszczyznami wiązki wzajemnej 
względem tych płaszczyza to otrzymamy powierzchnię: jej pun- 
ktem potrójnym jest srodek wiązki (Del R e). 


O powierzchniach, ktorych własności wyżej podano. mówię 
Clebseh (Math. Ann, HI) i Cremona (tamże IV); szczegóło- 
wiej badał je Sturm (tamże IV),i jej to poświęcił pracę premiowa- 
ną Caporali (Annali di mat. VII). Pewien gatunek powierzchni, 
będący miejscem punktów styczności płaszczyzn, poprowadzonych 
zpunktu stałego do kwadryk spółogniskowych, badał Darboux (Bull. 
des sciences math, 1871 ); powierzchnia ta ma własność, że 6 jej prostych 
przechodzi przez punkt potrójny. Inne prace o tych powierzchniach 
ogłosił Del Re, któremu zawdzięczamy powyższą konstrukcyę rzu- 
tową (Ace. Napoli 1886, Rend. Lincei 1890, Ace. Torino 1898). 
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Inną powierzchnią rzędu 5-go, badaną jak poprzednia, spe- 
cyalnie przy pomocy odwzorowania płaskiego, jest powierz- 
chnia z krzywą podwójną rzędu 3-go. 

Powierzchnia ta ma 11 prostych. z których 
żadne dwie nie przecinają się, a któresącię- 
ciwami krzywej sześciennej podwójnej; za- 
wiera nadto 55 stożkowych, z których każda 
przecina w jednym punkcie dwie z powyższych 
prostych. Dwie stożkowe przecinają się lub nie przecinają 
stosownie do tego, czy pary prostych, do których należą, nie 
mają prostej wspólnej lnb mają taką prostą. 

Powierzchnia ma 220 płaszczyzn tiójsty- 
cznych, które po 20przechodzą przez każdą 
prostą powierzchni; mu dalej 55 płaszczyzn 
trójstycznych, które są płaszczyznami, prze- 
chodzącemi przez ó5stożkowych; ma wreszcie 
iinne płaszczyzny trójstyczne. przecinające 
powierzchnię według krzywych rzędu 5-go 
niezniekształconych. 

Przez prostą powierzchni przeprowadźmy pęk płaszczyzn: 
każda z nich przecina powierzchnię jeszcze wedłng krzywej rzę- 
du 4-go płaskiej, przecinającej prostą w dwóch pnnktach sta- 
łych i w dwóch ruchomych; te ostatnie tw rzą inwolucyę. Są 
dwie płaszczyzny szczególne, dla których krzywa rzędu 4-go 
jest styczna do prostej. Dwa punkty stałe spotkania krzywej 
rzędu +-go z prostą są punktami, w których prosta przecina 
krzywą szescienną podwójną. 

Na szesciennej podwójnej znajduje się 10 punktów ostrzo- 
wych powierzchni. 

Clebsch (Math. Ann, I) badał tę powierzchnię. rozpatrując 
jej odwzorowanie płaskie; potem zajmował się nią Sturm (tamże 
IV); ogłosił o niej prace Del Re (Lincei 1892—93, Ace. Modena 
IV, 1893). 

Powierzchnię rzędu 5-go z krzywą rzędu 4-go podwójną gatun- 
ku 1-go badali Clebsch (Gott. Abh, XV, Math. Am HI, Noe- 
ther (Math. Ann, IH), Sturm (tamże IV); o powierzchni rzędu 5-go 
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z prostą podwójną pisał Cremona w rozprawie „Trasformazione 
birazionale dello spazio“ (Ist. Lomb, 1871), a później Del Re (Lincei 
1891). Powierzchnię rzędu 5-go z dwiema prostemi skośnemi badał 
Clebsch (Math. Amn. I) przy pomocy odwzorowania płaskiego, 


YP 
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Powierzchnia rozwijalna rzędu 5-go i klasy 
4ej posiada tworzącą przegięciową i krzywą 
podwójną rzędu 2-go. 

Jedno jej przecięcie płaskie jest zawsze 
rodzaju zeroidlatego powierzchnia jest ro- 
dzaju zero. 

Krawędzią zwrotu powierzchni jest krzy- 
wa skośna rzędu 4-go gatunku 1l-goz punktem 
ostrzowym, potrójnym dla powierzchni. 

Powierzchnia jest rozwijalną opisaną na dwóch kwadry- 
kach, mających styczność stateczną w punkcie. 

Powierzchnia rozwijalna rzędu 5-go jest obwiednią płasz- 
czyzn stycznych, wspólnych dwóm stożkowym, mającym punkt 
wspólny. i takim, że jedna z nich jest styczna w punkcie wspól- 
nym do przecięcia płaszczyzn dwu stożkowych (Cremona). 

Każda tworząca powierzchni spotyka inną, którą Cre- 
mona nazywa sprzężoną z pierwszą; miejscem punktów 
spotkania dwu tworzących sprzężonych jest naturalnie stożkowa 
podwójna K. Nazywamy podobnież sprzężonemi punkty, w któ- 
rych dwie tworzące sprzężone dotykają krzywej ostrzowej C, 
a płaszczyznami sprzężonemi nazywamy płaszczyzny styczne 
do rozwijalnej wzdłuż dwu tworzących sprzężonych. 

Wszystkie proste, łączące dwa punkty sprzężone krzywej 
rzędu 4-go skośnej, przechodzą przez jeden punkt; jest to punkt 
C, w którym tworząca przegięciowa rozwijalnej przecina płasz- 
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czyznę sciśle styczną krzywej rzędu 4-go w punkcie statecznym 
4; wszystkie te proste są tworzącemi stożka kwadrykowego S. 

Płaszczyzna, zawierająca dwie tworzące sprzężone, jest 
styczna do tego samego stożka kwadrykowego S. Prosta prze- 
cięcia dwóch płaszczyzn sprzężonych jest zawsze styczna do 
stożkowej podwójnej K., a wisc znajduje się na płaszczyźnie 
stałej 

Tworzącą przegięciową przecinają pary płaszczyzn spi zężo- 
nych według par punktów, będących w inwolucyi, której punktami 
podwójnemi są: punkt B, t.j. punkt styczności krzywej rzędu 
4-go i tworzącej przegięciowej, oraz punkt C, w którym taż 
prosta przecina płaszczyznę ściśle styczną do krzywej rzędu 4-go 
w punkcie 4. 

Punkty sprzężone na krzywej rzędu 4-go są sprzężonerwi 
harmonieznie względem wierzchołka stożka kwadrykowego 8 
(o którym mowa wyżej) i płaszczyzny krzywej stożkowej podwój- 
nej A. Własność analogiczna zachodzi dla płaszczyzn'sprzężonych. 

Przez stosunek anharmoniczny czterech punktów krzywej 
rzędn 4-go skośnej rozumiemy stosunek anharmoniczny czterech 
płaszczyzn, przechodzących przez te cztery punkty i przez pro- 
stą, łączącą punkt stateczny A krzywej rzędu 4-go z punktem D, 
w którym tworząca rozwijalnej, przechodząca przez punkt 4, 
przecina płaszczyznę styczną do rozwijalnej wzdłuż tworzącej 
przegięciowej. 

Podobnie, stosunkiem anharmonicznym czterech płaszczyzn 
stycznych powierzchni rozwijalnej nazywamy stosunek anbar- 
moniczny czterech punktów, w których te płaszczyzny styczne 
przecinają prostą, łączącą punkt B styczności krzywej rzędu 4 go 
i tworzącej przegięciowej, z punktem (, w którym ta tworząca 
przecina płaszczyznę ściśle styczną w punkcie 4 

Mamy tedy: 

Stożkowa podwójna jest obwiednią płaszczyzny, przeci- 
nającej krzywą skośną w czterech punktach, tworzących grupę 
równoanharmoniczną. 

Stożek kwadrykowy 5 jest miejscem punktu, z którego mo- 
żna do rozwijalnej poprowadzić cztery płaszczyzny styczne, sta- 
nowiące grupę równoanharmoniczną. 
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Miejscem punktu, z którego można poprowadzić cztery 
płaszczyzny styczne harmoniczne de rozwijalnej, jest powierz- 
chnia rzędu 3-go i klaty dej. 

Obwiednią płaszczyzny, przecinającej krzywą rzędu t-go 
skośną w czterech punktach harmonicznych, jest powierzchnia 
rzędu 4-go i klasy 3-ej. 


Niechaj X, =0, X,=0, X, =0, X, =0 będą równaniami 
czterech płaszczyzn; równanie rozwijalnej rzędu 
5-go daje się napisać w postaci: 

X X, — 18 X: X, X, 54 X, X? XX, + 81 X, X, 


— 27 Xy X, — 54 X? X,3 =0; (Schwarz) 


X=0 jest płaszczyzną stateczną; punkt X,=X,=X,=0 
punktem potrójnym powierzchni, t. j. punktem 
ostrzowej krzywej zwrotn: tworzącą przegię- 
cową jest prosta XA, =X,=0, stożkową podwój- 
ną: X,=0, X, X, —9 X; =0. 

Płaszczyzna styczna do powierzchni wy- 
raża się wzorem: 

Z t! 4%t' 6X,6 p X, =0, 


gdzie t jest parametrem dowolnym; płaszczy- 
zna, zawierająca dwie tworzące, jest: 

Xt — 6X, — 34, = 0, 
a stożkiem, obwiedzionym przez tę płaszczy- 


znę 


XX, — 3 X? = . 
Płaszczyzna 
ZEB-+3N,1-+3X, = 0 


przechodzi przeztworzące rozwijalnej i ob- 
wodzistożek kwadrykowy 


3 X,* oei 4X X, = O, 


416 Rozdział XIII. — $ 3. 


na którym znajdujesięikrzywarzęduczwar- 
tego, będąca przecięciem dwóch ostatnich 
stożków, mających wspólną płaszczyznę stycz- 
ną X,=0; wierzchołek drugiego stożka znaj- 
dujesię na pierwszym stożku, v, j. prosta łą- 
cząca wierzchołki, jest tworzącą pierwszego 
stożka. 

Spółrzędne X, %, X,, X, punktu krawędzi 
zwrotu wyrażają się wzorami: 


M:XM:X,:X, =3:—D3t:6:—6. 


Rozwijalnemi rzędu 5-go zajmowali się: Cayley (Camb. J. 
V, 1850, Quart. J. 1863), Chasłes (Comp. rend. 1862, str. 317, 
418, 715), Cremona (tamże, str. 604), Se hw arz (Crelle LXIV). 
Analityczne dowody twierdzeń Cremony dają TOviđio i Dino 
(Giorn. di Batt. III). 
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Powierzchnie prostoliniowe skośne rzędu 
5-go mogą być rodzajów:0, 1i2. 

Powierzchnie rodzaju zero, zawierają 
wszystkie krzywą podwójną rzędu 6-go znie- 
kształconą lub niezniekształconą, przyczem pro- 
stą poczwórną uważamy jako 6 prostych podwójnych, zle- 
wających się, a więc jako specyalne zniekształcenie krzywej po- 
dwójnej rzędu 6-go. Powierzchnie rodzaju 1 zawie- 
rają krzywą podwójną rzędu 5-go zniekształ- 
cona lub niezniekształconą; powierzchnie ro- 
dzaju 2 zawierają krzywą podwójną rzędu 
4+go zniekształconą. 

Schwarz (Crelle LXVII) rozklasyfikował te powierz- 
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chnie na 10 gatunków rodzaju 0, cztery gatunki 
rodzaju lijedengatunekrodzaju2. 

Powierzchnie rodzajów 0 i 1 zawierają układ nieskończony 
krzywych płaskich rzędu 38-go, wyjąwszy te powierzchnie ro- 
dzaju zero, zawierające prostą kierowniczą, przez której pun- 
kty przechodzi jedna tylko inna tworząca. 

Powierzchnie prostoliniowe skośne rodzaju zero powstają j e- 
dnym z następujących dwóch sposobów: 1) Ustanawiamy odpo- 
wedniość dwujednoznaczną pomiędzy punktami prostej a punktami 
krzywej rzędu 4-go płaskiej rodzaju zero; miejscem pro- 
stych,łączących odpowiadające sobie punkty, 
jest w ogóle powierzchnia prostoliniowa sk oš- 
na rodzaju zeroirzędn 5-go: 2) Ustanawiamy od- 
powiedniość dwujednoznaczną pomiędzy punktami dwóch krzy- 
wych sześciennych płaskich rodzaju zero, mających punkt wspól- 
ny, odpowiadający samemu sobie; miejscem prostych, 
łączących odpowiadające sobiepunkty, jest 
powierzchnia prostoliniowa skośna rodzaju 
zero irzędu 5-go. Zamiast tego drugiego sposobu tworze - 
nia można wziąć następujący 2a). Ustanawiamy odpowiedniość 
dwujednoznaczną pomiędzy punktami stożkowej a punktami 
krzywej sześciennej rodzaju zero; miejscem prostych, 
łączących odpowiadające sobie puńkty, jest 
powierzchnia prostoliniowa skośna wymier- 
na rzędu 5-go. W tej konstrukcyi stożkowa może być dana 
jako prosta podwójna, wtedy rozpatrujemy odpowiedniość (2, 1) 
pomiędzy punktami tej prostej a punktami krzywej sześciennej. 

Równanie powierzchni, utworzonej pierw- 
szym sposobem, możemy otrzymać, eliminując 
i pomiędzy dwoma równaniamitypu: 


xG+ KP X + Ki + =O i+ =O, 


gdzierównania X=0 przedstawiają płaszezy- 
zny przestrzeni; równanie powierzchni, utwo- 
rzonej sposobem drugim, możemy otrzymać, 
eliminując t pomiędzy dwoma równaniami: 


Pascal. Rep. II 27 
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ZB + X,E + Xi > X, =0: X, Zt+ X, =0; 


Tu zamiast drugiego równania można oczywiście podstawić 
kombinacyę liniową obu, a więc równanie stopnia 3-go wzglę- 
dem t. 

Pierwsza konstrukcya daje powierzchnię prostoliniową skoś- 
ną wymierną z prostą poczwórną (X,=4,=0), t. j- typl 
Schwarza; konstrukcya druga daje w ogóle powierzchnie 
prostoliniowe, mające jako linię podwójną krzywą rzędu 6-go 
z punktem potrójnym i będące rodzaju 1, t. j. typ II. 

Krzywa rzędu 6-go może się zniekształcać i wtedy otrzy- 
mujemy inne przypadki, w których krzywa podwójna jest utwe- 
rzona: III. z prostej potrójnej i krzywej szesciennej skosnej, ma- 
jącej dwa punkty wspólne z prostą podwójną; wszystkie twe- 
rząee opierają się na prostej potrójnej (prostej kierowniczej); 
IV. z prostej potrójnej kierowniczej, ze stożkowej i z prostej; 
V. z prostej potrójnej i prostej podwójnej, obu kierowniczych, 
i zdwóch prostych podwójnych; VI. z prostej kierowniczej, 
z krzywej skośnej rzędu 5-go z punktem potrójnym i z trzech 
punktów podwójhych pozornych; ta krzywa ma dwa punkty 
wspólne z prostą; VII. z prostej kierowniczej, krzywej rzędu 
4-go skośnej z punktem podwójnym i z innej prostej; krzywa 
rzędu 4-go przecina w jednym punkcie prostą kierowniczą; 
VIL. ze stożkowej i z krzywej rzędu 4-go z punktem podwój- 
nym; stożkowa przechodzi przez ten punkt i przez dwa inne 
punkty krzywej rzędu 4-go; IX. z trzech stożkowych, mających 
jeden punkt wspólny i z których każde dwie przecinają się nad- 
to jeszcze w jednym punkcie; X. z prostej kierowniczej i krzy- 
wej rzędu 5-go skośnej z punktem podwójnym. 

Powierzchnie prostoliniowe rzędu 5-go rodzaju 1 powstają 
w sposób następujący: Wyobrażmy sobie na płaszczyźnie krzy- 
wą rzędu 3-go ogólną i weźmy na niej punkt, z którego rzucajmy 
inne punkty krzywej; te punkty będą połączone w pary. Wy- 
obraźmy sobie, że krzywa rozszczepia się na dwie przez rozdzie- 
lenie płaszczyzn i że punkt jednej krzywej odpowiada temu 
z dwóch punktów drugiej, z którym nie zlewał się przed 
rozdwojeniem; miejscem odpowiadających sobie punktów jest 
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powierzchnia prostoliniowa skośna rodzaju Ł (Schwarz). Roz- 
różniamy tu następujące gatunki: XL Powierzchnia z krzywą 
rzędu 5-go podwójną; przez każdy jej punkt przechodzą 
dwie tworzące, z których każda przecina nadto krzywą podwój- 
ną w dwóch punktach. Przez każdy punkt przestrzeni prze- 
chodzi pięć płaszczyzu, z których każda ma dwie proste wspólne 
z powierzchnią; przez każdy punkt powierzchni przechodzą dwie 
krzywe szescienne płaskie, leżące na powierzchni. XIL Po- 
wierzchnia z jedną prostą kierowniczą potrójną i ze stożkową 
podwójną, XIII. Powierzchnia z prostą kierowniczą pedwójną 
i z prostą podwójną. XIV. Powierzchnia z prostą kierowniczą 
podwójną i z krzywą rzędu 4-go skośną podwójną. 

Powierzchnie prostoliniowe rzędu i rodzaju 2 można utwo- 
rzyć w sposób następujący: Niechaj będzie krzywa rzędu 4-go 
płaska z punktem podwójnym oraz pęk promieni, z tego punktu 
wychodzących; wyobrażmy sobie prostą punktową (a), odnie- 
sioną rzutowo do pęku w ten sposób. aby punkt prostej złewał 
się z jednym z dwóch punktów spotkania odpowiadającego mu 
promienia z krzywą rzędu 4-go; miejscem prostych, łą- 
czących każdy punkt prostej zdwoma pun- 
ktami. w których promień muodpowiadający 
przecina krzywą, jest powierzchnia prosto- 
liniowa rzędu 5-go i rodzaju 2. Prosta («) jest prostą 
potrójną kierowniczą dla powierzchni, na której znajdują się 
nadto inne proste podwójne kierownicze. 

Co do innych szczegółów patrz eytowaną pracę Schwarza, 
z której zaczerpnęliśmy powyższe rezultaty. 


$ 4. 
Powierzchnie rzędu 6-go albo klasy 6-ej. 


Powierzchnia klasy 6-ej (badana przez S. Kantora, 
Wien. Berichte 1879, II, str. 768) powstaje w sposób następujący: 
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Niechaj będą trzy punkty 4,, A.. 4, przestrzeni i kwadryka 
F,. Z punktu zmiennego P tej powierzchni rzucamy na nią 
punkty 4; płaszczyzna trzech rzutów obwodzi 
powierzchnię klasy 6-ej. Powierzchnia ta daje się od- 
wzorować na płaszczyźnie; ma ona płaszczyznę czworostyczną 
(płaszczyznę trzech punktów 4), która jest ściśle styczną w każ- 
dym z punktów styczności. Dwie płaszczyzny styczne do po- 
wierzchni, przecięte według prostej przez płaszczyznę czworo- 
styczną, są rozdzielone harmonicznie przez tę płaszczyznę i przez 
płaszczyznę, przechodzącą przez jej biegun względem kwadryki. 

Na powierzchni opisać się daje podwójnie stożek klasy 3-ej 
z wierzchołkiem w rzeczonym biegunie. 

Na płaszczyznie czworostycznej są trzy proste (boki trój- 
kąta 4, 44 4), przez każdą z których przechodzi nieskończenie 
wiele płaszczyzn dwustycznych do powierzchni. 

Powierzchnią dwoiście wzajemną względem danej jest 
oczywiście powierzchnia rzędu 6-g0; ma ona punkt czworokrot- 
ny, trzy proste podwójne przez ten punkt przechodzące, oraz. 
krzywą podwójną rzędu 3-go. 

S. Kantor badał (l. c.) i następującą powierzchnię: Nie- 
chaj będą cztery punkty A1, 4,, As 1, i kwadryka F,; z jednego 
punktu jej rzućmy na nią cztery punkty danej, znajdziemy 
wtedy cztery inne punkty 44, Ah, d'3, A's i dwa czworo- 
ściany (d), (4) będące homologicznemi: płaszczyznaich 
homologiiobwodzi powierzchnię klasy 6-ej. 

Inna powierzchnia rzędu 6-g0 (rozważana przez Weyra 
Wien. Ber. 1882, II, str. 515), powstaje sposobem następującym. 
Na krzywej sześciennej skośnej rozważajmy inwolucyę czterech 
punktów; pęki czworościanu czterech punktów 
każdej grupytworzą powierzchnię prostoli- 
niową rzędu 6-go, której krzywa potrójną jest 
danakrzywa sześcienna. Ściany czworościanu są płasz- 
czyznami ściśle stycznemi krzywej klasy 3-ej. Stożek, opisany na 
powierzchni z wierzchołkiem w punkcie dowolnym przestrzeni, 
jest klasy 6-ej, i jako płaszczyzny styczne potrójne ma trzy pła- 
szczyzny ściśle styczne krzywej klasy 3-ej, przechodzące przez 
punkt dany. 
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Noether (Math. Ann UI, str. 203 i nast.) badał po- 
wierzchnię rzędu 6-go, której krzywą podwójną jest krzywa 
sześcienna skośna i prosta, nie przecinająca tej krzywej; rów- 
nanietej powierzchni daje się napisać: 


. È Ar Y Yr = 0, (hk = 1,2, 3) 
gdzie: 


h = Lað — LM. Y = L;M;--L4M,, Y = LM, — LL: 


J, M są funkcyami jednorodnemi liniowemi 
spółrzędnych 4,, a, s,, a4, spółczynniki zaš Á 
wyrażają się przy pomocy wzorów: 


- | BĘ > | 
Air = Qu: Tą? F bir 332, + yu Ty. 


Każda płaszczyzna pęku 1,—Ax, =0 przecina powierzchnię 
według krzywej zmiennej rzędu 4-go wymiernej (z trzema pun- 
ktami podwójnemi); prócz tego według prostej, t. j. osi pęku, 
liczonej dwa razy. Równanie powierzchni zawiera 18 stałych. 
gdyż istnienie krzywej sześciennej i prostej podwójnej pochła- 
nia 66 stałych, jak tego dowiódł Nóther. 

Prócz prostej podwójnej. powierzchnia ma 10 prostych; da- 
lej znajduje się na niej 12 stożkowych i 32 krzywe sześcienne 
skośne. Po dwie ztych krzywych wraz z krzywą sześcienną 
skośną leżą na tej samej hyperboloidzie i przechodzą przez te 
same dwa punkty prostej podwójnej. Każda z krzywych ma 
pięć punktów wspólnych z sześcienną podwójną i nie spotyka 
żadnej z 10 prostych. Każda z 32 sześciennych odpowiada 6 
stożkowym, z których każdą przecina w jednym punkcie. Jeżeli 
uporządkujemy 12 stożkowych w sześć par, biorąc w jednej pa- 
rze te, które przechodzą przez te same punkty prostej podwój- 
nej, i weźmiemy pięć stożkowych dowolnie w pięciu parach, to 
zawsze jedna z 32 sześciennych skośnych przetnie w jednym 
punkcie każdą z pięciu stożkowych; szósta stożkowa, prze- 
cięta przez tęż sześcienną, będzie tym sposobem jednoznacz- 
nie określona. 

Powierzchnia ta jestrodzajuzeroidlatego daje 
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sięodwzorować na płaszczyżnie. Toodwzorowaniei inne 
własności powierzchni zbadał Noether (l. c). 


Do powierzchni rzędu 6-go należą t. zw. powierzchnie 
styczności powierzchni Kummera, a badanie ich wiąże się 
z badaniem funkcyj hypereliptycznych rodzaju 2. Dotykają 
one powierzchni Kummera wzdłuż krzywej 
rzędu 12-go. [ch równanie t. zw. wymierne (bo spół- 
czynniki jego są niezmiennikami wymiernemi formy dwójkowej 
rzędu 6-go) podał E. Pascal (Ann. di mat. XIX). 

Inne powierzchnie rzędu 6-go badali: Pie ri (Ace. Torino 1889), 
Humbert (Comptes rend. 1895). DelPezzo (Ace. Napoli 
1897). 


Powiemy teraz słów kilka o powierzchniach roz- 
wijalnych rzędu 6-go. 

Krzywa zwrotu takiej powierzchni nie może być rzędu 
wyższego nad 6-y, ani niższego niż 4-y. Powierzchnia jest 
zawsze rodzaju zero, t j. zerem jest rodzaj jej przecięcia 
płaskiego. 

Istnieją trzy gatunki powierzchni rozwijalnych rzędu 6-go, 
mianowicie : 

1. Powierzchnia, której krawędzią zwrotu jest krzywa 
skośna rzędu 4-go, która może być gatunku l-go albo 2-go. 
W przypadku pierwszym powierzchnia mą punkt podwójny 
istotny i dwa punkty podwójne pozorne, jest tedy przecięciem 
dwóch kwadryk stycznych do siebie w jednym punkcie; w przy- 
padku drugim ma trzy punkty podwójne pozorne. Liczbami 
jej charakterystycznemi są: 


m==6, a=, B= z=6, y=4, g=6, 1=4 
T=(, k=6 R=6ô. 


Przecięcie płaskie jest krzywą rzędu 6-go i klasy 6-ej z + 
ostrzami i 6 punktami podwójnemi, 4 stycznemi przegięciowemi 
i 6 stycznemi podwójnemi. Co do innych własności patrz 


Rozdz. X, $ 4. 
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2. Powierzchnia. której krawędzią zwrotu jest krzywa 
skośna rzędu 5-go z dwoma ostrzami i czterema punktami po- 
zornemi. Liczbami jej charakterystycznemi sa: 


m==b, a=2, 8=2 a=D y=5, g=4, 1=2 


t=0, k=4, R=ô. 


Przecięcie płaskie jest rzędu 6-go i klasy 5-ej z 5 punktami 
podwójnemi, 5 ostrzami, 2 przegięciami i 4stycznemi podwój- 
nemi . 

2. Powierzchnia, której krawędzią zwrotu jest krzywa 
sześcienna skośna z czterema ostrzami i sześcioma punktami po- 
dwójnemi pozornemi. Jej liczby charakterystycz- 
ne są następujące. 


m=4, a=0, B8=4 z=4, y=6, g=3, 1=0, 
t=0, k=8, R=6. 


Cztery płaszczyzny styczne wzdłuż czterech tworzących 
ostrzowych przechodzą przez jeden punkt. Przecięcie płaskie 
jest rzędu 6-go i klasy 4-ej z 6 ostrzami, 4 punktami podwój- 
nemi, 3 stycznemi podwójnemi i bez przegięć. 

Równanieogólnerozwijalnej rzędu 6-go 
możnaotrzymać w ten sposób: 

Niechaj X, =0,... X, =C będą równaniami 
pięciu płaszczyzn; formy X są oczywiście 
związane związkiem liniowym postaci: 


ly X, + £ o X, + Gu, X, + £a, X, + a, X, ==0. 
arównanie powierzchni będzie (Cayley): 
(XX; + 4 XX, -3X,?)3 — 27 (X, XX, — A, X,” — Ma? X, 
+2 X, XA, —2,*) =0. 


Krawędź zwrotu jest przecięciem cząst- 
kowem lub zupełnem dwu powierzchni: 
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Akino di 


XX; — AXN, 3%: = 0, 
KA X -RIdaŻIA ML KŻ R lh 


krzywą podwójnąalbo węzłową wyrażają rów- 
nania: 


NXG — X? _ X _ X Mz 2 AA, — 34? 
e ~ oR 6 X; 


ee X.X; — KA zon XX, —<2/ 
IG. * 7 W, * 


a punkty spotkania krzywej węzłowej z kra- 
wędzią zwrotu znajdziemy z równań 


W. K.K 


Mo X M; 


X, 


Rozmaite gatunki rozwijalnych rzędu 6-go rozróżniamy 
według natury ilości a,....,0,, t. j. według natury pierwiast- 
ków równania stopnia 4-go, którego spółczynnikami są te ilości 
(Cayley); mianowicie: jeżeli pierwiastki tego równania są 
różne, mamy rozwijalną. odpowiadającą krawędzi zwrotu rzędu 
6-go; jeżeli dwa pierwiastki są równe, rozwijalna odpowiada kra- 
wędzi zwrotu rzędu 5-go; jeżeli są dwie pary pierwiastków rów- 
nych, mamy rozwijalną, odpowiadającą krawędzi zwrotu rzędu 
4-go gatunku 1-go; jeżeli wreszcie są trzy lub cztery pierwiastki 
równe, wtedy powierzchnia zniekształca się na powierzchnię rzę- 
du 5-go albo 4-go. 

Powierzchniami rozwijalnemi rzędu 6-go zajmowali się: Cayley 
(Combr. Math. J. V. 1850; Quart. J. VII 1865, IX 1867; Annali di 
mat. H (1868) str. 88, 219 it. d); Salmon (Camb, Math. J. 1850); 
Chasles (Comptes rendus LIV. 1862); Schwarz (Crelle LXIV). 
Powierzchniami prostoliniowemi rzędu 6-go zajmowali się: Berg- 
stedt (Rozprawa, Lund. 1886), Fink (Progr. Real. Wiirtemb. 
1887), Wiman (Lund. 1892; patrz notę w art. Wimana Acta 
math. XIX, p. 63). 
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Afe 
© 


Rozwijalne rzędu 7-go. 


Krawędź zwrotu rozwijalnej rzędu 7-go może być rzędu 
5-go, 6-go albo T-go. 

Następujące twierdzenie stosuje się do wszystkich rozwi- 
jalnych rzędu nieparzystego: 

Dla każdej powierzchni rozwijalnej rzę- 
du nieparzystego liczba płaszczyzn stycz- 
nych przegięciowych jest nieparzysta; nie- 
parzystą jest również liczba ostrzy krawędzi 
zwrotu (Schwarz). 

Wszystkie rozwijalne, aż dorzędu f-go 
włącznie, są rodzaju zero, t. j.ich przecięcia 
płaskie są tego rodzaju; wynika stąd, że dla 
tych powierzchni suma liczb rzędowych kra- 
wędzi zwrotu i krzywej węzłowej jest stała. 

Wszystkie rozwijalne, aż do 7-go rzędu 
włącznie, powstająjako obwiednie płaszczyzn, 
w równaniach których zachodzi wymiernie 
jeden parametr £.t j. płaszczyzn, których rów- 
nania są postaci: 


XUE+METL ... =0, 


gdzie n jest liczbą całkowitą dodatnią. X zaś 
są formy liniowe spółrzędnych. 

Tym rozwijalnym, które Cayley nazywa płaszczy- 
znowemi (planarnemi), poświęcona jest praca Schwarza 
(Crelle LXIV). 

Liczby charakterystyczne dla trzech ga- 
tunków rozwijalnych rzędu 7-gosąnastępu- 


jące: g _ 
1. Krawędź zwrotu rzędu 5-go: m=1T, g= 10, h=5, «=, 
P=l, %==10, y=8, A=T z =2. k=22, R=18. 
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2, Krawędź zwrotu rzędu 6-go: m==6, g==T, h=7, a=3, 
8=3, x =9, y=, 2=6. t=1, k=18. K=12. 

3. Krawędź zwrotu rzędu (-go: m==6, 4 =5, h=10, 
a=1, f=5. y==8, y=10. A=5. t=0, k=15, R=l1l. 


Powierzchnie prosteliniowe jakiegokolwiek rzędu. 


W $ 1 Rozdziału IX podaliśmy już niektóre własności ogól- 
ne powierzchni prostoliniowych algebraicznych. w $ 4 tegoż 
Rozdziału inne ich własności, odnoszące się do rzędu, klasy, ro- 
dzaju, do krzywej węzłowej, do krzywych, nakreślonych na po- 
wierzchni it d. Nie powtarzając tych rzeczy, podamy tu jesz- 
cze niektóre inne własnosci interesujące. Wymieniamy przede- 
wszystkiem następującą własnosć rzutową 

Każda płaszczyzna, zawierająca tworzącą 
powierzchni prostoliniowej skośnej,jest sty- 
czna w jednym i tylko wjednym punkcie do 
powierzchni, pęk zaś płaszczyzn stycznych 
jęstrzutowy względem prostej punktów stycz- 
ności wzdłuż tworzącej (Chasles) 

Wymieniamy dalej następujące własności metryczne, 

Jeżeli przetniemy powierzchnię prosto- 
liniową płaszczyznami równoległemi do pła- 
szczyzny stałej, to styczne do przekrojów 
w punktach tej samej tworzącej tworzą para- 
boloidę. 

Paraboloidę tworzą też normalne do po- 
wierzchni w punktach jednej tworzącej (pa- 
raboloida linij normalnych). 

Nazywamy punktem środkowym (centralnym) na 
tworzącej spodek prostej prostopadłej do dwu nieskończenie 
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blizkich tworzących; miejsce zaś punktów środkowych tworzy 
t.zw. linię zwężenia (Chasles). 

Punktśrodkowy tworzącej jest wierzchoł- 
kiem paraboloidy normalnych. 

Nazywamy płaszczyzną środkową (centralną), 
należącą do danej tworzącej, płaszczyznę, przechodzącą przez 
tworzącą i przez prostopadłą wspólną do tej tworzącej i do dru- 
giej nieskończenie blizkiej; nazywamy zaś pochyłością 
płaszczyzny stycznej kąt pomiędzy tą płaszczyzną a płaszczyzną 
środkową, należącą do tworzącej, przechodzącej przez punkt 
styczności. 

Styczna (trygonometryczna) pochyłości płasz- 
czyzny stycznej jest proporcyonalna do od- 
ległości punktu styczności od punktu środ- 
kowego. 

Płaszczyznaśrodkowa jest styczną w pun- 
kcieśrodkowym; płaszczyznaśrodkowa i pła- 
szczyzna styczna w punkcie nieskończenie 
odległym tworzącej są do siebie prostopadłe 

Nazywamy parametrem tworzącej odległość jej 
punktu środkowego od punktu, w którym pochyłość płaszczyzny 
T 
aii . 

Jeżeli płaszczyzna przechodzi przez tworzącą powierzchni 
skośnej, wtedy iloczyn odległości punktu środkowego od dwóch 
punktów, w których ta płaszczyzna jest styczna i normalna jest 
stały i równy kwadratowi parametru (Chasles). 

Jeżeli dwie powierzchnie prostoliniowe 
skośne przecinają się pod kątem stałym we 
wszystkich punktach jednej tworzącej, wtedy 
prosta ta ma ten sam parametriten sam punkt 
środkowy tak dla jednej jak i dla drugiej po- 
wierzchni; iodwrotnie. 

Na powierzchniach prostoliniowych skośnych rozważamy 
pewne punkty i pewne proste osobliwe. Dajmy, że jakaś two- 
rząca spotyka drugą nieskończenie blizką; ten punkt spotkania 
nazywamy ostrzem (Spitze, sommet); a tworząca, na której 


stycznej jest 
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takie ostrze się znajduje, nazywa się osobliwą (lub kra- 
wędzią, (arête, Kante, Torsalinie); płaszczyzna (styczna) prze- 
chodząca przez taką tworzącą i drugą nieskończenie blizką, nosi 
nazwę płaszczyzny stycznej osobliwej. Jest wi- 
docznem, że ostrze należy do linii podwójnej lub węzłowej. 

Jeżeli n jest rząd powierzchni skośnej, a jej porzą- 
dek (t.j. rząd a stożka na niej opisanego albo klasa a' prze- 
kroju płaskiego, patrz Rozdz. IX, $ 1), wtedy liczba two- 
rzących osobliwych wynosi: 


T = Żn—24. 


(Sturm. Math Ann. VI, Schubert, tamże XVII). 

Ponieważ prosta przestrzeni okresla się czterema warunka- 
mi, będziemy tedy mieli w ogóle powierzchnię prostoliniową, skoro 
poddamy prostą warunkom. aby opierała się na trzech krzywych 
danych, albo opierała się podwójnie na jednej krzywej i poje- 
dyńczo na innej. albo wreszcie potrójnie na jednej krzywej. 
Powstaje wtedy zagadnienie o wyznaczeniu charakterystyk po- 
wierzchni prostoliniowych, których kierownicami są 
krzywe w sposób wyżej wskazany. 


Zagadnieniem tem zajmowali się: Cay le y (Camb. J. VIE 1852, 
Phil. Trans, CLIII 1863). Salmon (Camb. J. VIH 1862, Trans. 
Irisch. Acad. XXHI) i Rupp (Math Amm. XVIII). 


Tworząca powierzchni prostoliniowej może być podwój- 
ną, t.j. taką, że każdym z jej punktów są dwie różne płaszczy- 
zny styczne do powierzchni: jeżeli te dwie płaszczyzny styczne 
zlewają się w każdym punkcie tworzącej, wtedy będzie ona 
tworzącą stateczna. 

Tworząca, przechodząca przez punkty stateczne krzywej 
kierowniczej, jest tworzącą stateczną, i w ogóle tworząca sta- 
teczna nie może powstać innym sposobem. 

Linia podwójna powierzchni prostoliniowej daje się podzie- 
liċ na różne części, z których jedne są liniami kierowniczemi po- 
wierzchni, inne zaś nie. Oznaczmy przez Dy sumę rzędów krzy- 
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wych podwójnych (węzłowych). które są zarazem kierownicami: 
przez Ry sumę rzędów krzywych podwójnych, po wyłączeniu 
tych, które są także kierownicami, oraz tworzących podwójnych; 
przez Gy — liczbę tworzących podwójnych, po wyłączeniu two- 
rzących statecznych; przez Ty — sumę trzech liczb poprzedzają- 
cych, t.j. liczbę punktów podwójnych(z wyjątkiem ostrzy) prze- 
kroju płaskiego powierzchni; przez Gs— liczbę stycznych state- 
cznych: przez 7 — liczbę tworzących osobliwych; przez u — po- 
rządek powierzchni. Zachodzą wtedy związki następujące: 
Przypadek 1. Trzy kierownice pojedyńcze o, 4, 7 rzę- 
dów m4, m,, my, klas 75, ra r., rodzajów py, pa, py, Z ly, Rg, hg pun- 
ktami podwójnemi pozornemi i z $,, 84, 8, ostrzami. Będzie: 


n (rząd powierzchni) = m; m,m, 
1 
Dy =- 9 Vy M My (m, ma -+ ma m, + m, My), 
Gy Í | 3 l l l 
y = -y Mythzm, (m +m, +m -8)+HmM maliy +Hmm I mm ha , 


1 l a 
Ry= g Wy Mamy My m,m, (My M+M my + m,n) -2m +m +m) 


2T = 2m, m,m, (Qm, mam —2) — (1418,73 + Mgr - mmr) 
— 8 (m,m, py + Mau, -H mamba) , 

Gs = $, mą m -+ By mym, + p; Wy mą, 

a = 2 mı M, My + M, Ma ry- Ma My ri F My M, 73, 

T = 2 (m, mary + Ma m, Ty > My My 4) - 


Przypadek 2. Krzywa g jest kierownicą podwójną, 
krzywa w kierownicą pojedyńczą: 


m mn ny 
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I 
G y=hhą +4 m, mym, 1) 1 )+ 8m, (m -2| n = "(my 1) | A 


1 
Ry=m] z. h, (m, — 2) (m, —3) + rg m, (m, —1 (m, —2(m—3)| 
A KPŁ też 1 
+ m, (m, — 1) |3 4 3 M (m,* — m, — 1) 
+4 m, (m, — li (m — 5m, +2 | : 
R 1 d 3 
d7y= ws <4 J” (m, — D] — m hy — -y My My (m, — 1) 


— ry m (10, —8) — lur, — 38, By —- 3 pı mą (m, — 3), 


Gs = ba 7h + pi ma (M, —2), 
a = rym, (m; —3) + mm, (M, —L) + hra- 38m, , 


= 74M (2m, — 5) -+ 2 l r, — 38, my, 


Przypadek 3. Krzywa o jest kierownicą potrójną (po- 
wierzchnia tworzy się z trójsiecznych krzywej, patrz Rozdz. 
IX. $4): 


n = m — s] -— 5 n(n—1| s 
1 
Dy = 5 m (h — w + 2) (h— » +1), 
| — mt 18m*— Tlm*--78m—A8mh-|-132 -- 12)? | , 
h?m (m—1)— -g- h (m — 5m? -+ 5m? — 49 m + 120) 


(m*— 6m3- 31 mt — 270m" 868m? — 840 m) , 
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2 Ty = m*h*—4mh"--6h* — $ (m! — 5m? + 11m? -+ 14m — 78) h 


$ zg (m5— 6m5- 13m*--90m*— 518m* + 636m) , 
Gs = 8(h—2m—+ 6), 
u = — 2h* + h (nó-|-5m -- 24) — = (16 m3 —84m? -+ 104m) 

— 38(h—2m-+6), 

T = — śh*+-2h(m-4m —22) — bu" 27m? - 34» —68 (h—2m—-6). 

Otrzymujemy także powierzchnię prostoliniową, łącząc od- 
powiadające sobie punkty dwóch krzywych (kierownic), będą- 
cych w odpowiedniości (a;, 2); jeżeli rzędy tych krzy- 


wych są w, m, wtedy rząd powierzchni jest 
My Aa Ula Oy . 


Z punktu widzenia Geometryi linii prostej (patrz 
Rozdz. XIV) powierzchnie prostoliniowe określają się jako prze- 
cięcia trzech kompleksów prostoliniowych; mogą one być albo 
przecięciem zupełnem, albo też częścią przecięcia. We wzorach 
poniższych zakładamy przypadek pierwszy. 

Jeżeli m,, m,, m są rzędy trzech komplek- 
sów, wtedy rząd powierzchni prostoliniowej 
jest n=Żm,m,m,, a jej porządek 


a = 2m, Ma Mz (m, m, +m, — 2) — 2 Gy. 


Rząd krzywej podwójnej daje wzór: 
D= m un | Zam, — (mmm) +1] ; 
a rodzaj powierzchni: 


p = m,m; (My + ma -+ Ma — 4) — 1 — Gy. 


Wzory te ulegają zresztą zmianom, stosownie do rozmai- 
tych właściwości uważanych kompleksów. 
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Jeżeli jeden z kompleksów jestliniowym 
(m;=l), wtedy krzyweasyvmptotycznealgebra- 
iczne powierzchni są klasy (porządkn) 


12m,m. (m, | w+—2) i rzędu 2mm, (m, --m9—1). 


Liczby te ulegają zmianom, jeżeli kompleksy dane pozo- 
stają z sobą w związkach specyalnych; jeżeli np. i m =1, wtedy 
liczby powyższe nie stosują się już, gdy dwa kompleksy liniowe 
mają wspolną kongruencyę specyalną (patrz Voss, Math. Ann. 
VIII, p. 82—83). 

Na powierzchni jest oo! punktów, w których styczna do 
powierzchni ma styczność czteropunktową. Krzywa 
tych punktów styczności jest rzędu 


Zmmm| 6 (milą + m) — 19 | 
i zawiera 


SZRLALA |3 (my rm, +m) — 10] 


punktów, w których jest styczna do tworzących danej powierz- 
chni; tworzące te są stycznemi statecznemi krzywej asympto- 
tycznej algebraicznej. Co do stycznych, mających styczność 
rzędu t-go, patrz V o ss (1. e. str. 99). 

Powierzchnia prostoliniowa rzędu n bez tworzących wielo- 
krotnych, będąca rodzaju zero, jest porządku 2(u—l) i zawiera 
= 2) 


Jest 2(n—2)(n —3) doch stycznych do krzywej po- 


krzywą podwójną rzędu - 


dwójnej, J (n—2)(n—3)n—4) punktów potrójnych i tyleż pła- 


szezyzn trójstycznych. 

Jest 2(n—2) tworzących osobliwych w znaczeniu powyżej 
wskazanem. 

Powierzchnia prostoliniowa, utworzona ze stycznych o sty- 
ezności czteropunktowej, jest rzędu 8(n—3) i tyleż jest pun- 
któw, w których krzywa tych punktów styczności jest styczną 
do tworzącej. Rodzaj tej prostoliniowej wynosi 4n—13. 
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Na danej powierzchni prostoliniowej jest 10 (n—4) pun- 

któw, w których styczna ma styczność rzędu 4-go z powierzchnią. 

Linie asymptotyczne powierzchni prostoliniowej rzędu 

n, Na rodzaju zero i mające za kierownice dwie proste odpowie 

dnio n, - krotne i %.,-krotne, są krzywemi algebraicznemi 
rzędu 2(n,--n—l) (Cremona, Ann. di mat. I). 

Jeżeli dwie kierownice zbliżają się do siebie nieograniczenie 
aż do zlania się, wtedy linie asymptotyczne stają się rodzaju 
zero i rzędu Żn,--n, — 2 (gdy n,>>n.,) (Cremona, tamże). 

Pierwsze i zasadnicze własności metryczne powierzchni prosto- 
liniowych znaleźli i zbadali: Monge (Addition a la Gćom. deser ), 
Hachette (Crelle VIII, Chasles (Journ. de Liouv. H) i t.d. 
patrz De La (tournerie Géométrie déscript. Cayley, 
Salmon, Rupp w pracach już cytowanych zajmowali się zagad- 
nieniami, dotyczącemi liczb charakterystycznych dla powierzchni 
prostoliniowych, mających kierownice oznaczone. Linie asympto- 
tyczne powierzchni tych badali Clebsch (Crelle LXVIH), Cre- 
mona (ł.c.), Voss (l. e.) iimni. Powierzchniom prostoliniowym 
szczególnym poświęcona jest książka De La Gournerie „Re- 
cherches sur les surfaces réglées tetraćdrales symétriques“ (Paryż 
1867). Liiroth (Crelle LXVII) i Vos s (Math. Ann, VHI) badali 
powierzehnie prostoliniowe. które można uważać jako przecięcia z u- 
pelne trzech kompleksów linij prostych. Prostoliniowe wymierne 
(rodzaju zero) badali: Cremona (l. c.) Armenante (Annali 
di mat, IV), Clebsch (Math, Am, V), Noether (Math, Ann. HI 
str. 184): ten ostatni badał prostoliniową wywmierną rzędu un, mającą 
prostą n—1 - krotną. 

Najnowsze badania o powierzchniach prostoliniowych z punktu 
widzenia (reometryi na powierzchni i przy rozważaniu przestrzeni 
wielowymiarowych ogłosił Segre (Ace. Torino 1884, 1886; Lincei 
1897; Math. Ann. XXXIV). 


Pascal. Rep. II. 28 
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8 7. 


Powierzchnie wymierne, powierzchnie o przekrojach wymiernych, 
el,ptycznych, hypereliptycznych. 


Nazywamy powierzchnie wymiernemi (jednobież- 
nemi, homaloidalnemi) wtedy, gdy dają się sprowa- 
dzić do odpowiedniości dwujednoznacznej z płaszczyzną. Do 
twierdzeń, podanych o nich w $ 7 Rozdziału IX, dołączamy tu 
następujące: 

Warunki nato, aby powierzchnia rzędum 
zkrzywą podwójnąrzędudirodzaju a, mają- 
cą tpunktów potrójnych, będących zarazem 
równocześnie takiem1iż punktami dla powierz- 
chni, była wymierna, są następujące: 

1) rodzaj liczbowy powierzchni (Rodz. IX, $ +4, ma być 
zerem, t. j. 


— PD n—2)(n—3) 


6 — (u— 4) d + 28 + a —1 = 0; 


2) nie mają istnieć powierzchnie rzędu 
2(n—4), przechodzące podwójnie przez krzywą 
podwójną (prócz powierzchni zawierających 
daną). 

Każda taka powierzchnia, dla której spół- 
rzędnejakiegokolwiek punktu wyrażają się 
w funkcyi wymiernej dwu parametrów, jest 
wymierną. Twierdzenia tego i analogicznego do twierdze- 
nia Liirotha dla krzywych dowiódł Castelnuovo (Math. 
Ann. XLIV, XLVIII, str. 313). 

Każda powierzshnia rzędu3-go jest wy- 
mierna, wyjąwszy stożek ogólny rzędu 3-go. 

Każda powierzchnia rzędu 4-go, mająca 
linie wielokrotne, jest wymierną, prócz po- 
wierzchni prostoliniowych rodzaju wyższego 
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odzera. Pomiędzy powierzchniami rzędu 4-go, 
nie mającemi linij podwójnych, są tylko czte- 
rygatunki wymierne. Jeden z nich zbadał Cr em o- 
na (Collect. math. Medyolan 1881), pozostałe wraz z tym pierw- 
szym Noether (Math. Ann. XXXII). 

Każda powierzchnia, zawierająca układ 
pojedyńczo-nieskończony krzywych wymier- 
nych,itaka, że przez każdy punkt powierz- 
chniprzechodzi jedna tylko krzywa układu, 
daje się przekształcić dwuwymiernie na po- 
wierzchnię prostoliniową(odwzorować na po- 
wierzchni prostoliniowej); jeżeli nkład rze- 
czony jest wymierny, toi sama powierzchnia 
jest wymierną. Własność tę badał Noether (Math. 
Ann. IID), który udowodnił całkowicie ostatnią część twierdzenia; 
co do przypadku ogólnego patrz E n riques (Rend. Lincei 1898 
i Math. Ann. LIT). 

Każda powierzchnia, zawierająca układ 
podwójnie nieskończony krzywych eliptycz- 
nych, jest wymierna albo daje się przekształ- 
cać dwuwymiernie na powierzchnię prosto- 
liniową rodzaju 1 tt. j} odwzorować na takiej 
powierzchni). (Castelnuovo Rend. Lincei 1894). 

Co do przypadku, w którym krzywe układu liniowego są 
hypereliptyczne, patrz Castelnuovo (tamże). 

Powierzchnia, której wszystkie przecię- 
cia płaskie są krzywemi wymiernemi, jest 
prostoliniową albo powierzchnią rzędu 4-go 
Steinera (Picard, Crelle C, patrz Rozdz. XII, $ 9). 

Powierzchnia, której wszystkie przecię- 
cia płaskie są krzywemi eliptycznemi, jest 
wymierną albo prostoliniową; w przypadkn 
pierwszym rodzaj jej nie może być wyższy 
nad 9(Castelnnuovo, Rend. Lincei 1894). 

Powierzchnia, której wszystkie przecięcia 
płaskie są krzywemi hypereliptycznemi, jest 


436 Rozdział XHI. - - $ 7. 

wymierną (i zawiera pęk stożkowych) albo jest pro- 
stoliniową iEnriques, Lincei 1893). 

Podane tu i inne wyniki zebrali Castelnnovo-En- 
riques we wspólnej pracy. ogłoszonej w Math. Ann. XLVIII, 
str. 307 i nast 

Ci sami uczeni dowiedli niedawno (Comptes rendus 5 listo- 
pada 1900, str. 439 i dalsze) następującego twierdzenia ogólnego: 

Jeżeli powierzchnia algebraiczna zawiera 
układ liniowy krzywych Crodzaju xa>0, z któ- 
rych każde dwie przecinają się ww punktach. 
gdzie n>>żxn—2, wtedy jest wymierną, albo też 
przypomocy przekształcenia dwuwymiernego 
daje się sprowadzić do walca (wy)=0 rodzaju 
p>. 

Z tego twierdzenia wynika: 

1. Jeżeli powierzchnia algebraiczna za- 
wiera szereg ciągły krzywych wymiernych 0, 
wtedy albo jest wymierna, albo daje sięsprowa- 
dzić do walca rodzaju wyższego od zera. 2. Po- 
wierzchnie, dopuszczające szereg przekształ- 
ceń dwuwymiernych na siebie same, nie two- 
rzących grupy skończonej, są albo wymier- 
nemi albo dają się sprowadzić do walców. 

Kwestyami temi zajmował się pierwszy Picard (J. de math. 
(4) V), iwyczerpał przypadek grupy przemiennej co*, który pro- 
wadzi do klasy powierzchni hypereliptycznych, badanych szczegółowo 
przez Humberta (J. de math, (4), IX). Patrz też cytowana pra- 
cę Castelnnovo-Enriques (Math. Ann. XLVHI); dzieło 
Painlevć go (Leçons sur la théorie analytique des ćqu. diff, Paryż 
1897), zajmuje się teoryą przekształceń powierzchni na same siebie. 


ROZDZAŁ XIV. 


GEOMETRYA PROSTĘJ W PRZESTRZENI GEOMETRYA KULI. 


YR 
p 


Wiadomości ogólne. Spółrzędne prostej w przestrzeni. 


Prosta w przestrzeni wyznacza się przez cztery warunki 
elementarne, a stąd przestrzeń prostoliniową (której elementem 
jest prosta), można uważać za przestrzeń czterowymiarową (nie 
liniową lecz kwadratową). 

Niechaj ©, Z3, t'y, z, będą spółrzędne jednorodne punktu 
przestrzeni; 44, y2 3, Y4 — spółrzędne innego punktu; utwórzmy 
wyznaczniki rzędu 2-go macierzy 
My Wy Ty, B | 
z Yis Yo Yz, V 
i połóżmy: 

Dy = X, Yj — Üj Yi. (ë =1, 2, 3, 4) 


Stosunki dwu którychkolwiek z tych sze- 
sciu wielkości p, nie zmieniają się, jeżeli za- 
miast jednego lub obu punktów (2), (y) weż- 
miemy inny jakikolwiek punkt prostej je łą- 
czącej; wielkościtedy py można uważać za 
spółrzędne jednorodne prostej w przestrzeni. Po- 
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między temispółrzędnemi ma miejsce jedyny 
związek tożsamościowy: 


Pia Du F Dyr 4a T Puts = O, 


Przez takie okreslenie spółrzędnych prosta jest uważana 
jako miejsce punktów. i spółrzędne te nazywają też promie- 
niowemi (Strahlencoordinaten, Pliicker). 

Jeżeli zas uważać będziemy prostą jako obwiednią płasz- 
czyzn, otrzymamy analogicznie spółrzędne osiowe 
(Axenevordinaten. Niechaj 14), (v) będą spółrzędnemi jedno- 
rodnemi dwu płaszczyzn, przechodzących przez prostą; uwa- 
żajmy dwumiany z,=u,;,—u r,. Stosunki dwu któ- 
rychkolwiek wielkości ag sa niezależne od wy- 
boru dwu płaszvzyzn szczególnych (u), (©), prze- 
chodzących przez prostą; a zatem wielkości 
aj można uważać jako spółrzędne osiowe pro- 
stej w przestrzeni: pomiędzy niemi zachodzi 
jedyny związektożsamosciowy: 


Tą Myy E Ays Ty: F Tj Taz = O. 


Warunki ua to, aby dwie proste o spółrzędnych (p) i (p') 
spotykały się (znajdowały się na jednej płaszczyżnie), wyraża 
się w ten sposób: 


Pia P's F Pis P'a F Dyś P' 23 Pis Pss + Ps Paa F Pu Pas FO. 


Szesć prostych przestrzeni, dla których pięć z pomiędzy 
sześciu spółrzędnych są zerami, są krawędziami czworościanu 
podstawowego 

Spółrzędne p wyrażają się przez spółrzędne prostokątne 
Descartes'a przy pomocy wzorów: 

Pi = 2—2, Pa =Y, Bss, = 2—z2', 
Pes =YŻ—zY, Pa = a, py=ryyi'; 


będziemy tę spółrzędne oznaczali odpowiednio przez l, m, n, 
L, M, N. 
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Podajmy niektóre wzory zasadnicze. odnoszące się do wła- 
sności metrycznych. 

Kąt pomiędzy dwiema prostemi (l, m, n, 
LMN,„w,w, IL, W, N') wyrażają wzo ry: 


U m--nn 
UG Wz OE 
VEF mpn) (U-menn 
Um w * 
i | 
o ln 
sin*(7, 7”) = ma | 


lmn?) (Ue m7) | 


Odległość pomiędzy dwiema prostemi wyra- 
ża wzór: 


UL'--mM'-nN'-- L+ Mm Ny 
p Thm, ? 
U mw 


Momentem dwóch prostych nazywamy, według 
Cayley'a, iloczyn wstawy kąta pomiędzy niemi przez naj- 
mniejszą pomiędzy niemi odległość; z wzorów poprzedzających 
wynika, że moment ten wyraża się w ten sposób: 


odl. (+, = 


, 


IL FnM + nN' > E y Me + Nw 


mom. (7, 7” )== VEE L 


V-ra?) (pm?) 


Sześć spółrzędnych jednorodnych ogól- 
nych prostej są proporcyonalne do sześciu 
momentów prostej względem każdej z sześciu 
krawędzi czworościanu podstawowego spół- 
rzędnych, t. j. względem sześciu prostych prze- 
strzeni, dla których pięć z pomiędzy sześciu 
śpółrzędiywh a ą zerami. 

Wzory poprzedzające i jeszcze inne podał Cayley (Camb, 
Trans. XI, część 2-a); co do wzorów analogicznych współrzędnych p; 
patrz DOvidio (Giorn. di Batt, VIII, XI). 
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Inny układ spółrzędnych wprowadza Zeuthen (Math. 
Ann. I); tu spółrzędnemi jednorodnemi prostej są objętości sze- 
šciu czworościanów; dwiema krawędziami przeciwległemi każ- 
dego z nich jest odcinek (jedność), wzięty na prostej, i jedna 
z sześciu krawędzi czworościanu podstawowego. 

Spółrzędne te czynią zadość związkowi 
jednorodnemu stopnia 2-go o trzech wyrazach, 
podobnemu do tego, jakiemu czynią zadość 
spółrzędne p, (patrz też Drach, Math. Ann. II, D'Ovi- 
dio, Giorn. di Batt. X). 

Od sześciu spółrzędnych p, możemy przy po- 
mocy przekształcenia liniowego przejsć doukładu 
liniowego spółrzędnych z,(4=1,2,...6), w ten sposób, 
aby związek kwadratowy, któremu czynią zadosć 
spółrzędne p, przekształcił się na związek kwadra- 
towy specyalny Su*=() Te spółrzędne », nazywają się 
spółrzędnemi Kleina (patrz Math. Ann. II i rozprawę inaugu- 
racyjną. Bonn 1898, ogłoszoną i w Math. Ann. XXIII) 

Piękna interpretacya geometryczna tego przekształcenia 
jest następująca: Uważajmy wielkości p, za spółrzędne jedno- 
rodna punktu w przestrzeni pięciowymiarowej, wtedy związek 
stopnia drugiego, któremu te spółrzędne czynią zadosć, przed- 
stawia w tej przestrzeni kwadrykę niezniekształconą 
(gdyż wyróżnik jej jest różny od zera). każdy punkt tej kwa- 
dryki odpowiada tym sposobem jednej prostej w przestrzeni, i od- 
wrotnie; geometrya na tej kwadryce odpowiada tedy geometryi 
linii prostej. 

Wykonajmy przekształcenie liniowe spółrzędnych w prze- 
strzeni pięciowymiarowej w ten sposób, aby równanie tej kwa- 
dryki przybrało postać $z;*==0, t. j. postać formy. zawierającej 
tylko kwadraty spółrzędnych (co uskutecznić można nieskoń- 
czenie wieloma sposobami); nowe spółrzędne są rzeczonemi wy- 
żej spółrzędnemi Kleina. Otóż wiadomo, że jeżeli równanie 
kwadryki jest dane w tej formie. wtedy przestrzenie liniowe 
«,==0 są parami sprzężone względem kwadryki, t. j. biegun 
jednej z nich względem kwadryki znajduje się na drugiej (wła- 
sność ta jest uogólnieniem własności stożkowych, podanej w $ 3 
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Rozdz. 1V i własności kwadryk, podanej w § 2 Rozdz. V): a za- 
tem przestrzenie podstawowe nowego układu są 
psrami sprzężone względem kwadryki zasadniczej. 

Jeden związek pomiędzy spółrzędnemi prostych przed- 
stawia co? prostych przestrzeni i dla tego nazywa się kom ple- 
ksem prostych; dwa związki pomiędzy spółrzędnemi pro- 
stych przedstawiają co” prostych, czyli t. zw. kongruencyę 
prostych; wreszcie trzy związki pomiędzy spółrzędnemi pro- 
stych przedstawiają powierzchnię prostoliniową. 

Cztery związki tego gatunku przedstawiają w ogóle licz- 
bę skończoną prostych w przestrzeni 

Określamy tedy kompleks jako rozmaitość (mnogość) 
co* prostych i nazywamy kompleksem algebraicznym 
rozmaitosć o> prostych, których spółrzędne są funkcyami 
trzech parametrów niezależnych. Mamy twierdzenie: 

Każdy kompleks algebraiczny daje się całko- 
wicie przedstawić przez jeden tylko związek alge- 
braiczny pomiędzy sześcioma spółrzędnemi pro- 
stych. Twierdzenie to, przy stosowaniu powyższej kwadryki 
w przestrzeni pięciowymiarowej, daje się wysłowić tak: 

Każda przestrzeń algebraiczna trójwymiarowa. zawarta 
w kwadryce zasadniczej, jest zawsze przecięciem zupełnem 
tejże kwadryki z inną przestrzenią algebraiczną czterowymia- 
rową. 

Jeżeli związek algebraiczny, przedstawiający kompleks 
algebraiczny, jest stopnia %, wtedy i kompleks ten jest stopnia 
n-tego. 

Stopień kompleksn równa się rzędowi stożka, 
utworzonego przez wszystkie proste, należące do 
kompleksuaprzechodząceprzez jakikolwiek punkt 
przestrzeni (stożek kompleksu). 

Na płaszczyżnie mamy co! prostych kompleksu, obwodzą- 
cych krzywą, zwaną krzywą kompleksu (Complexcurve); 
klasa tej krzywej równa się stopniowi kompleksu. 

Pojęcia rzędu i klasy zlewają się dla kompleksu. i mamy tu 
jedyną liczbę charakterystyczną, mianowicie stopień, który 
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jest liczbą prostych, przechodzących przez jeden puukr i położo- 
nych na jednej płaszczyźnie 

Kongrnencya nazywa się algebraiczna, jeżeli jest 
przecięciem cząstkowem albo zupelnem dwóch kompleksów al- 
gebraicznych. Rzędem kongruencyi algebraicznej nazywamy 
liczbę jej prostych. przechodzących przez jeden punkt prze- 
strz ni: klasą zas jej nazywamy liczbę jej prostych, znajdują- 
cych się na jednej płaszczyźnie. 

Dwa kompleksy stopni n i w mają wspólną 
kongruencyę rzędu mw i klasy un': trzy kompleksy 
stopni m, w, u" mają wspólną powierzchnię prosto- 
liniową rzędu Żuwu'; cztery kompleksy stopni 
n, n.n” n” mają wogóle Żunu'u” prostych wspól- 
nych. 

Dwie kongrnencve rzędów n, w i klas m, m 
mają w ogóle uw + mm prostych wspólnych (Hal- 
phen, Comp. rend. 1872). 

Wszystkie proste, przecinające krzywą alge- 
braiczną rzędu n. tworzą kompleks algebraiczny 
stopnia n; wszystkie proste, przecinające prostą 
daną. tworzą kompleks liniowy specyalny (mający 
jedną kierownicę). 

Wszystkie proste, opierające się na dwóch 
krzywych rzędów n, h,, tworzą kongruencyęrzędu 
i klasy u,n; wszystkie proste, przecinające dwie 
proste dane, tworzą kongruencyę rzędu i klasy 1, 
t. j. kongrnuencyę liniową. 

Wszystkie proste, przecinające trzy krzywe 
algebraiczne rzędów n,. m4, M tworzą powierzchnię 
prostoliniową rzędn Żn,n; u, tCayley, patrz też $ 6, 
Rozdz. XII). 

Istuieją dwie proste, przecinające równocze- 
śnie cztery proste dane (Tw. Steinera, Systemat Ent- 
wickel i t. d.. Werke I, str. 284 . 

Istnieje 2n,naly i, prostych, opierających się 
na krzywych algebraicznych rzędów n, ns, y, 4. 
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Wszystkie proste styczne do powierzchni al- 
gebraicznej rzędu n i porządku a (patrz Rozdz. IV § 1 
i Rozdz. XIII $6) tworzą kompleks stopnia u (spe- 
cyalny). 

Jeżeli pominiemy pewne badania dawniejsze, a pomiędzy niemi 
niektóre Cayley'a, to będzie można powiedzieć, że Geometrya 
prostej jest nauka, powstałą wraz z dzielem „Neue Geometrie des 
Raumes* Pluckera (Lipsk 1863—9), który już od roku 1865 
ogłaszał prace o tym samym przedmiocie (Lond. math. Sov. 1865, 
Phil. Trans. 1865), W latach 1866—1868 Battaglini ogłosił(Ace. 
Nap. Rend. 1866: Atti Ace. Nap. 1866, IV 1868; Giorn. di Batt. VI, 
Vil, X) badania własne nad kompleksami, podał ich własności ogólne, 
teoryę pewnego szczególnego kompleksu kwadratowego, który nosi 
jego nazwisko, zaproponował znikowanie symboliczne. które póżniej 
Clebsch udoskonalił (patrz $ 2), wreszcie podał liczne zastos Wi- 
nia Gteometryi linii prostej do mechaniki (Acc. Napoli 1869—1870). 
Pomiędzy pracami, następującemni po tamtych, wymieniamy prace 
Clebscha (Math. Ann. II, X, Kleina (tamże II, V, VII, XXII 
i t.d , rozprawa zr. 1868 przedrukowana w Math, Ann. XXID), Liego 
(M th. Ann. V. patrz „Prace mit. fiz.*, Warszawa, t. XI), Reyego 
patrz $ 4), Vossa (Math. Ann. LX), Segrego (Ace. Torino, 
1888—1884)it d. Sturm ogłosił w trzech tomach traktat syste- 
matyczny o tej teoryi (Die Gebilde I u. H Grades der Liniengeome- 
trie, Lipsk 1892—93—96). Szezagóły bibliograficzne, które podamy 
jeszcze w następnych paragratach, znaleść można w wielokrotnie cy- 
towanej pracy historycznej prof. Lori a. 

Sturm w cytowsriem wyżej dziele wprowadza odmienne nieco 
nazwy dla kompleksów i kongruencyj; kompleks liniowy nosi u niego 
nazwę Strahlengewinde albo wprost Gewinde; kompleks 
liniowy specyalny nazywa Strahlengebiisch albo wprost Ge- 
biisch, kongruencya liniowa -Strahlennetz. Niektórzy au- 
torowie niemieccy przyjęli te nazwy. 
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Kompleks algebraiczny ogólny stopnia n. Znakowanie symboliczne 
Battagliniego i Clebscha. Formy niezmiennicze kompleksu. 


Kompleks algebraiczny stopnia » indy- 
widualizuje się przez 
4 apre 1 
5 5 
prostych, skąd wynika, że do wyznaczenia kom- 
pleksu liniowego potrzeba 5 prostych, kwa- 
dratowego zaś 19 prostych. 

Wszystkie proste kompleksu, opierające się na określonej 
prostej w przestrzeni, tworzą naturalnie kongrnencyę, która jest 
przecięciem zupełnem kompleksu zinnym kompleksem linio- 
wym specyalnym, utworzonym przez proste, opierające się na 
prostej danej; wszystkie proste tej kongruencyi 
sąstycznemi do jednej i tej samej powierz- 
chni, która nazywa się powierzchnią kompleksu 
(Complexfiche. Pliicker) Stosownie do tego, czy prosta 
dana znajduje się w skończoności lub w nieskończoności, po- 
wierzchnia kompleksu nazywa się południkową albo 
równikową (Pliicker). 

Jeżeli przez prostą daną przesuniemy płaszczyznę, to 
wszystkie proste kompleksu, znajdujące się na tej płaszczyżnie, 
obwodzą krzywą: powierzchnia kompleksu jest 
miejscem takich krzywych obwiednich. 

Stożek, którego wierzchołek znajduję się w punkcie prostej 
a tworzące są prostemi kompleksu, jest opisany na powierzchni 
kompleksu, stąd powierzchnię tę można uważać 
jakoobwiednią stożków kompleksu, których 
wierzchołki znajdują się w punktach prostej. 

Powierzchnie kompleksu stopnia m są rzędu i klasy 2u(n— 1), 
a prosta, na której opierają się jej styczne, będące prostemi kom- 
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pleksu, jest prostą wielokrotną rzędu n{n—1); prosta ta jest wie- 
lokrotną dla powierzchni uważanej już to jako miejsce, już to 
jako obwiednia. Dla kompleksu stopnia 2-go, powierzchnie te 
są zatem rzędu 4-go i klasy 4-ej i mają prostą podwójną. 

Proste przestrzeni, do której należą powierzchnie komple- 
ksu, przechodzące przez jeden punkt albo styczne do tej samej 
płaszczyzny, tworzą kompleks stopnia n(n —1). 


Istnieją pewne punkty w przestrzeni, w których proste 
kompleksu, przez nie przechodzące, tworzą stożek z podwójną 
tworzącą; są też pewne płaszczyzny w przestrzeni takie. że 
obwiednie prostych kompleksu, znajdujących się na tych płasz- 
czyznach, mają styczne podwójne. Te punkty i te płaszczyzny 
nazywają się osobliwemi; miejscem pierwszych 
jest powierzchnia, będąca obwiednią drugich 
(Pasch, Rozpr. Giessen 1870, Crelle LXXVI) i nazwana po- 
wierzchnią osobliwości kompleksu. 


Prosta podwójna dla stożka, wychodząca z jednego z jej 
punktów, jest też podwójną dla obwiedniej, położonej na jednej 
z płaszczyzn, przez nią przechodzących. Ta prosta nazywa się 
prostą osobliwą kompleksu. 

Może się zdarzyć, że wszystkie punkty prostej są punktami 
osobliwemi i wszystkie płaszczyzny, przechodzące przez nią. są 
płaszczyznami osobliwemi; wtedy prosta jest prostą podwójną 
kompleksu. Lecz nie może to mieć miejsca w kom- 
pleksie ogólnym. 

Powierzchnia osobliwości kompleksu stopnia 
n jest rzędu i klasy 2:(n—1)* (Clebsch, Math Ann V). 
Proste osobliwe kompleksu są przecięciami zupeł- 
nemikompleksuzinnym kompleksem stopnia 2.u-1), 
tworzą przeto kongruencyę stopniai klasy 2Zn(v--1). 

Podajemy tu następujące twierdzenia Ciebscha (Math. 
Ann, V): 

Wierzchołki stożków, należących do kompleksu stopnia 7% 
i przeciętych przez prostą stałą w n punktach, dla których znika 
pewien niezmiennik dwójkowy stopnia k, tworzą powierzchnię 


446 Rozdział XIV. — $ 2. 


stopnia kn, zawierającą tę prostą stałą, jako wielokrotną o wielo- 
E, 
krotnosci SĘ a 

Proste, przecinające stożek, należący do kompleksu stopnia 
n. w n punktach. mających okresloną własność niezmienniczą, 
(dla których znika pewien niezmiennik dwójkowy stopnia k), 

wa 
tworzą kompleks stopnia T š 

Tym twierdzeniom odpowiadają oczywiście twierdzenia 
dwoiste, które otrzymujemy, zastęj njąc wierzchołki stożków 
płaszczyznami krzywych obwiednich. prostą punktową pękiem 
płaszczyzn i t. d. 

W przypadku n = + otrzymujemy: 

Wierzchołki stożków. należących do kompleksu stopnia 
4-go i przeciętych przez prostą stałą w czterech punktach ró- 
wnoanharmonicznych albo harmonicznych, tworzą powierzchnię 
rzędu 8-go albo 12-go. której ta prosta jest poczwórną lub po- 
szóstną. 

Proste przecinające stożek określony stopnia 4-go w czte- 
rech punktach równoanharmonicznych albo harmonicznych. two- 
rzą kompleks stopnia -go albo 6-go. 


Mając kompleks (=0 stopnia n, możemy okreslić k o m- 
pleksy biegunowe prostej wprzestrzeni w sposób zupełnie 
analogiczny do tego, jaki jest stosowany w zwykłej teoryi bie- 
gunowości; jeżeli p”, są spółrzędnemi prostej danej, wtedy rów- 
nanie ZS eh p'y==0 przedstawia kompleks stopnia n—l, na- 
zwany kompleksem biegunowym danego. W ten 
sposób otrzymujemy inne kompleksy biegunowe. 


Battaglini, apo nim Clebsch, wprowadził w przedsta- 
wieniu analitycznem kompleksów rachunek symboliczny, analo- 
giczny do rachunku, używanego w teoryi niezmienniczej krzy- 
wych i powierzchni. Oto ten rachunek w postaci, udoskonalo- 
ny przez Clebscha (Math. Ann. II). 
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Jeżeli spółrzędnemi są py, to równanie kompleksu alge- 
braicznego jest postaci: 


Ra Ay hh im » - DyDinQim - - - = 0: 
1 


położmy symbolicznie: 
Akhin + + + = Q,Oyrlym - - - + - , 


wtedy strona pierwsza poprzedzającego równania wyrazi się 
jako potęga symboliczna wyrażenia lmiowego, t. j. jako 


4 ^ 
= Dj] - 
1 


gdzie symbole a, mają własność zmieniania znaku przy przesta- 
wianiu skażników 4ij. Otóż dowodzi się, że mcżna zawsze 
i to tylko jednym sposobem wyrazić stronę pierw- 
szą równania kompleksu jako n-tą potęgę symbo- 
liczną pierwszej strony równania kompleksu li- 
niowego (symbolicznego) specyalnego, t j. mają- 
cego prostą stałą, jako kierownieę, 

Niechaj P=0 będzie równaniem kwadratowem. któremu 
czynią zadość spółrzędne j,; jest widocznem. że równanie F=0 
każdego kompleksu stopnia w>i daje się zawsze przedstawić 
w postaci FM P— 0, gdzie F=0Q jest równaniem danem, M zaś 
formą stopnia w —2 ze spółezynnikami dowolnemi. Jeżeli 
w powyższem wyrażeniu symbolicznem położymy: 


a, = al; — ub, (1) 21.2 4,4) , 


wtedy kompleks liniowy Æ a,p,=0 staje się kompleksem pro- 
stych, opierającychsię na prostej, łączącej dwa punkty (a4,04,05,04), 
(Či, bs, Ùs, by); lecz to znakowanie symboliczne daje się stosować 
wtedy tylko, kiedy pomiędzy spółczynnikami istotnemi kompleksu 
zachodzą pewne związki liniowe, stające się tożsamościowemi, 
gdy spółczynniki istotne wyrazimy przy pomocy czynników typu 
a,b;— ajl. Otóż jedyny związek, istniejący pomiędzy temi 
czynnikami, jest 


F— 


AF= 
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(a, ba — ab, ) (a; by — ab) + (a, ba — ay bi) (a, b, — as b4) 
+ (a, b, — ab, ) (040, — a, b) = O. 


Stąd jedynemi związkami stopnia n-tego pomiędzy 
wyznacznikami typu a,b,—a;b, będą te. które otrzymujemy, 
mnożąc związek poprzedzający przez jakąkolwiek kombinacyę 
jednomianową stopnia n—2 tychże wyznaczników; jeżeli to 
uczynimy, to każdy z trzech wyrazów poprzedzającego związku 
stanie się spółczynnikiem istotnym kompleksu; pomiędzy te- 
mi spółczynnikami mnsi tedy zachodzić związek liniowy: 


Ga, ząrtma + - + P> igs gos img oo o F Giggs lm, - - e SEO. 


Otóż, w ogólności pomiędzy spółczynnikami wyrażenia F 
nie zachodzą związki tego gatunku, ale można zawsze wy- 
brać ito jednym sposobem formę M tak, aby 
spółczynniki wyrażenia F-+-MPczyniły zadość 
tym związkom. Dowiódł tego Clebsch (Math. Ann. 
Il) Postać, którą w ten sposób przybiera równanie kompleksu, 
nazywa się postacią normalną. Clebsch okazał, że 
jest nią: 


Y „AE. 2 EENE MRM 3 "A 
1.n-l1 Ža 1F+ Iana” Ś 1.2.3.(n+l)n(n-1) WAP ai 
gdzie 

03 F F oF 


OPs OPs4 Pis Op;, pis © dpsz * 


Przestrzeń prostych przekształca się na samą siebie przez 
każde przekształcenie rzutowe lub dwoiste prze- 
strzeni punktów i płaszczyzn; grupa wszystkich przekształceń 
liniowych pomiędzy spółrzędnemi p}, przez które przestrzeń 
prostych przekształca się na samą siebie, jest grupą wszystkich 
i tylko tych przekształceń liniowych, dla których związek 


P = MaYs T P+s Pa F Pi Poz = O 


: MF=MAF), ASPA ajsan] iā. 
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pozostaje niezmienionym Spółczynniki kompleksu niechaj będą 
A,,uk--., Spółczynniki przekształconego przez jedno z tych prze- 
kształceń niechaj będą «',„ „«..-; te drugie wyrażają się liniowo 
przez pierwsze. Pojęcie niezmienników kompleksu wy- 
pływa stąd bezpośrednio; niezmiennikiem (albo spół- 
zmiennikiem) stopnia k kompleksu nazywamy 
funkcyę wymierną całkowitą stopnia k względem spółczynni- 
ków a (albo stopnia k względem spółczynników a i innego ja- 
kiegokolwiek stopnia względem spółrzędnych p), która — jeżeli 
odwrócimy uwagę od ewentualnego czynnika, będącego potęgą 
wyznacznika podsta wienia -- pozostaje niezmienioną, gdy zamiast 
ilości a podstawimy ilości a' (albo gdy zamiast ilości a podstawimy 
ilości a' i zamiast spółrzędnych p spółrzędne przekształcone p') 


SB. 
Kompleksy liniowe. 


Równaniem ogólnein kompleksu liniowego jest: 


4 
Pa "jb = 0. 
1 


Przyjmijmy, że spółczynniki a czynią zadość związkowi: 

A = (z dy, F aig 049 T (4, ąz 0; 
wtedy kompleks będzie utworzony przez wszystkie proste, opie- 
rające się na prostej danej, której spółrzędnemi są ilości aj: ma- 
my kompleks liniowy specyalny. Kompleks 
liniowy ma jedynyniezmiennik A. 

Jeżeli damy sobie punkt w przestrzeni, to proste kompleksu, 
przezeń przechodzące, znajdują się na jednej płaszczyźnie i są 
wszystkiemi prostemi płaszczyzny, przez ten punkt przechodzą- 

Pascal. Rep. II. 29 
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cemi; jeżeli znowu mamy daną płaszczyznę, to wszystkie na niej 
położone proste kompleksu obwodzą punkt. 

Przy pomocy kompleksu ustanawia się tedy biegnuowość 
przestrzenna specyalna, a mianowicie jedna z tych, które nazwa- 
liśmy biegunowosctiami zerowemi lub ukiadami 
zerowemi (patrz Rozdz. I A 4, Rozdz. X $2). Punkt i płasz- 
czyzna, sprzężone w tcj biegunowości, nazwać można także 
sprzężonemi względem kompleksu. 

Dwie proste przestrzeni. odpowiadające sobie w bieguno- 
wości zerowej, nazywają się sprzężonemi względem 
kompleksu; proste kompleksu liniowego są 
sprzężonemisame ze sobą. 

Dwie proste sprzężone, jeżeli nie zlewają vię, nie mogą się 
spotykać. Każda prosta, opierająca się na dwóch prostych 
sprzężonych, należy do kompleksu; odwrotnie, każda prosta 
kompleksu, spotykająca prostą, nie należącą do niego, spotyka 
także i prostą sprzężoną. 

Średnicami kompleksu nazywamy proste sprzężone 
z prostemi w nieskończoności przestrzeni; płaszczyznami 
średnieowemi kompleksu nazywamy płaszczyzny sprzę- 
żone z punktami w nieskończonogci. 

Średnice są wszystkie równoległe do sie- 
biei do płaszczyznśrednicowych. 

Proste kompleksu w liczbie nieskończo- 
nej, znajdującesię na płaszczyźnie średnico- 
wej, są wszystkie równoległe. 

Osią kompleksu nazywa się jego średnica (jedyna), pro- 
stopadła do płaszczyzn, przechodzących przez sprzężoną z nią 
prostą w nieskończoności. 

Dla każdej prostej kompleksuiloczyn jej 
odległości najmniejszej od osi przezstyczną 
trygonometryczną kąta, jaki tworzy z osią, jest 
stały. Ten iloczyn stały nazywa się parametrem kom- 
pleksu. 

Kompleks liniowy przekształca się sam 
na siebie przez każdy ruch śrubowy (helisoi- 
dalny) około własnej osi. 
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Kompleks liniowy można utworzyć rozmaitemi sposobami: 
1. przy pomocy prostych zjednoczonych biegunowości zerowej; 
2. budując wszystkie proste, opierające się na różnych parach 
tworzących sprzężonych w jakiejkolwiek inwolucyi. ustanowio- 
naj pomiędzy tworzącemi kwadryki (Chasles, Journ. do Liou- 
ville (1) IV); 3. budując wszystkie proste, przecięte przez dwa 
wzajemnie rzutowe pęki płaszczyzn według prostych punkto- 
wych w inwolucyi; 5, budując proste, zktórych dwie proste pun- 
ktowe o pokładach nie spotykających się, rzucają się według 
inwolucyi płaszczyzn; 4. budując wszystkie proste, opierające się 
na parach odpowiadających sobie promieni w dwóch pękach 
rzutowych promieni w różnych płaszczyznach i z różnemi środ- 
kami, ale mających promień wspólny, odpowiadający samemu 
sobie (Sylvester, Compt. rend. LII, 1861). 

O konstrukcyi kompleksu liniowego z danych pięciu jego pro- 
stych patrz Sturm l.e str. 107 i nast. 


y 
Pęki i sieci kompleksów liniowych. 


Mając równania dwóch kompleksów liniowych, utwórzmy 
kombinacyę liniową pierwszych ich stron i przyrównajmy ją do 
zera; otrzymamy wtedy równauie pęku kompleksów 
liniowych. 

Pękkompleksów liniowych zawiera w ogól- 
ności dwa kompleksy liniowe, które są specyal- 
nemi. 

Stąd: 

Przecięcie dwóch kompleksów liniowych jest w ogóle kon- 
gruencyą rzędu i klasy 1 (kongruencya liniowa — kongruencya 
podstawowa pęku), utworzoną we wszystkich prostych, opiera- 
jących się na dwóch prostych danych. 
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Jeżeli dwa kompleksy specyalne pękn zlewają się, wtedy 
kongrnencya, będąca ich przecięciem, jest kongrnencyą spe- 
cyalną. mającą jednę tylko kierownicę. 

Jeżeli wszystkie kompleksy pęku są specyalnemi, wtedy 
kongruencya, będąca przecięciem ich jest utworzona ze wszyst- 
kich prostych, znajdujących się na jednej płaszczyźnie i ze 
wszystkich prostych przestrzeni, przechodzących przez jeden 
punkt tejże płaszczyzny. 

Osi wszystkich kompleksów liniowych pęku tworzą po- 
wierzchnię prostoliniową sześcienną o kierownicach różnych. 
z których jedna jest kierownicą w nieskończoności. Równanie 
tej powierzchni prostoliniowej daje się sprowadzić do postaci : 


g(x? Ly) — rzy = 0; (Pliicker) 


Cayley nazywa jącylindroidą. 

Jeżeli mamy równania trzech kompleksów liniowych: C=0, 
C'=0, C"=0, to równanie C+-ACV'+uC"=0 przedstawia 
sieć kompleksów liniowych. 

Przecięcie trzech kompleksów liniowych jest w ogól- 
ności powierzchnią prostoliniową rzędu 2-go: co! kierownic 
wszystkich kompleksów liniowych, zawartych w sieci, tworzy 
drugi układ tworzących tejże samej prostoliniowej rzędu 2-go. 

Osi wszystkich co? kompleksów sieci tworzą kongruencyę 
rzędu 2 go i klasy 3-ej, składającą się z prostopadłych wspól- 
nych co? parom tworzących prostoliniowej rzędu 2-go podsta- 
wowej. 

Kompleks liniowy badali pierwsi: Giorini (Mem. Societa 
dei quaranta XX, 1828), Möbius (Crelle X) i Chasles (Corr. 
math. VI, 1830, Journ. de Lionv. IV, 1839); potem zajmowali się 
niemi, prócz Pluckera, Reye (Crelle LXIX, LXXXVI, XCVit.d.), 
Pasch (tamże LXXV), DOUvidio (Ace, Torino 1881, Ann. di mat. 
VHI, Lincei (2) IHE), De Paolis (Mem. Lincei 1885) i t. d. 

Należy zauważyć, że teorya figur wzajemnych w statyce gra- 
fieznej ma związek najściślejszy z teoryą kompleksów liniowych. 

Badano układy kompleksów liniowych, pozostające w związku 
rzutowym, i utwory geometryczne, utworzone przez proste wspólne od- 
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powiadającym sobie kompleksom (patrz Scere, Acc. Torino 1883 —4, 
Montesano, Acc, Napoli 1886). 

O badaniu przestrzeni prostoliniowej, a w szczególności kom- 
pleksów liniowych przy pomocy Geometryi stożkowych na płaszczy- 
znie patrz Cremona (Giorn. di Battag, VHI), Aschieri (Rend. Ist, 
Lomb. 1879, Memorie, tamże 1883), Segre (Ace. Torino 1885). 

Odwzorowanie kompleksu liniowego w przestrzeni punktowej 
(pierwszy pomysł tego odwzorowania zawdzięczamy Kleinowi) 
badali specyalnie Caporali (Mem. Lincei 1877—1878) u Del 
Pezzo (Rend. Palermo I). 


$ 5. 
Kompleksy liniowe inwolucyjne Kleina. 


Jeżeli dwa kompleksy liniowe 
S Po = 0, © bjpy=0 
są takie, że niezmiennik 


Qia liig F hii bys F ialo F abis F agobia F orbs 
jest zerem, wtedy dwa kompleksy nazywają się inwolucyj- 
nemi (Klein, Math. Ann. II). 

Każdy kompleks liniowy specyalny jest 
inwolucyjnym ze samym sobą. 

Może być aż do sześciu kompleksów liniowych, z których 
każde dwa są ze sobą w inwolucyi; istnieje co'$ takich szóstek 
kompleksów liniowych; każda z tych szóstek składa się zawsze 
z samych kompleksów niespecyalnych. 

Badanie tych szóstek wiąże się z nowemi spółrzędnemi 
prostej, wprowadzonemi przez Kleina (patrz $ 1). Jeżeli przez 
x,==Q oznaczymy równania sześciu kompleksów szóstki, wtedy rów- 
nanie kwadryki zasadniczej przestrzeni pięciowymiarowej (patrz 
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$ 1) będzie Xu; =0. Każdy inny kompleks liniowy wyraża 
się równaniem Sa,:,=0, a dwa kompleksy Sax, =0, 
X h,r,==0) są inwolncyjnemi wtedy, giy © ab, =0. 

Z szesciu kompleksów inwolucyjnych przecinają się każde 
dwa razem welłag 15 kongruencyj liniowych o kierownicach 
różnych (patrz $ 11): kierownice jednej z nich należą do czterech 
innych kompleksów zasadniczych i opierają się na 12 kierowni- 
cach szesciu kongrnencyvj. przez nie określonych. 

Wychodząc z tych pojęć,otrzymujemy godne uwagi konfi- 
guracye i jedne konfiguracyę 16 punktów i 16 płaszczyzn, tę 
samą, cv kontiguracye punktów i płaszczyzn osobliwych powierz- 
chni Kummera (patrz Rozdział XIT). 

(o do innych szczegółów patrz Klein (Le) Koenig» 
(Geom. róglće, Ann. de Toulouse VHI. 1893) i dzieło Sturma. O za- 
stosowaniach do powierzchni Kwumera patrz rozprawę Reichardta, 
cytowaną w $ 3 Rozdziału XII. 


S 6. 
Kompleksy kwadratowe w ogólności. 


Kompleks kwadratowy zależy od 19 sta- 
łych, a więccharakteryzuje się przy pomocy 
19 swoich prostych. 

Powierzchnia kompleksu, odnosząca się 
do danej prostej r, jest rzędni klasy 4: prosta 
rjest dla niej prostą podwójną (patrz wyżej). 

Miejscem wierzchołków stożków kompieksu, względem któ- 
rego dwa punkty są wzajemnemi, jest powierzchnia rzędu 2-go, 
przechodząca przez dwa punkty (Battaglini). 

Na każdej prostej r są cztery punkty 4,, 4,, da 4, takie, 
że stożki kompleksu, mające w tych punktach wierzchołki, roz- 
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padają się na dwie płaszczyzny; przez każdą prostą r przechodzą 
czt-ry płaszczyzny a,, a», a,. a, takie, że proste kompleksu, po- 
łożone na nich, obwodzą dwa punkty. 

Punkty A są punktami ostrzowemi dla powierzchni kom- 
pleksu. odnoszącej się do prostej r (podwójnej dla powierzchni): 
płaszczyzny zaś a są czterema płaszczyznami. przechodzącemi 
przez prostą r, których dwa punkty styczności z powierzchnią 
zlewają się w jeden. 

Stosunek anharmoniczny czterech punktów A równa się 
stosunkowi anharmonicznemu czterech płaszczyzn a (Klein, 
Math. Ann. IL, VIT). 

Punkty A i płaszczyzny a tworzą i obwodzą tę samą po- 
wierzchnię rzędu i klasy +-ej (powierzchnię osobliwą kompleksu 
kwadiatowego) (patrz $ 21. Ta powierzchnia jest powierzchnią 
Kummera. 

Każdemu punktowi 4 odpowiada prosta a, przezeń przecho- 
dząca (prosta podwójna stożka z wierzchołkiem w pnnkcie 4); 
każdej płaszczyźnie a odpowiada prosta a', na niej połozona 
(prosta podwójna dla obwiedniej, położonej na płaszczyznie a); 
proste a ia' są prostemiosobliwemi kompleksu 
(patrz $ 21. 

Do każdej prostej osobliwej » należy punkt osobliwy $ na 
na niej i płaszczyzna osobliwa o, przez nią przechodząca; jest 
ona styczna do powierzchni osobliwej w punkcie osobliwym S 
i przecina tę powierzchnię w dwóch innych puuktaci:, które są 
środkami dwóch pęków, położonych na płaszczyźnie osobli- 
Wejo Dwie inne płaszczyzny styczne, poprowadzone przez 
prostą s, sę dwiema płaszczyznami. tworzącemi stożek o wierz- 
chołku w puukcie S. 

Każda płaszczyzna z przecina powierzchnię osobliwą we- 
dług krzywej stycznej w każdym punkcie przecięcia do krzywej 
kompleksu (patrz $ 1), położonej na płaszczyźnie a: proste 
styczne wspólne są prostemi osobiiwemi dla kompleksu; własno- 
ści tej odpowiada własnosć wzajemnie dwoista. 

Płaszczyzny takie, że położone na nich krzywe kompleksu 
przecinają dwie proste dane, albo przecinają jednę prostą i do- 
tykają jednej płaszczyzny, albo wreszcie dotykają dwu płasz- 
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czyzn, obwodzą powierzchnię rozwijalną klasy 16 albo 8 albo 
wreszcie + ej. 

Powierzchnia prostoliniowa, utworzona przez proste oso- 
bliwe, spotykające prostą daną, jest rzędu 5-go, a wszystkie pro- 
ste osobliwe tworzą kongrnencyę rzędu i klasy +. 

Jest 16 płaszczyzn, na których krzywe kompleksu są utwo- 
rzone z dwu punktów nieskończenie blizkicli—i wzajemnie: jest 
16 punktów. w których stożki kompleksu składają się z dwóch 
zlewających się płaszczy zu. 

Te 16 punktów i 16 płaszczyzn są punktami i płaszczyzna- 
mi osobliwemi powierzchni Kummera, która jest powierzchnią 
osobliwą kompleksu Te 16 punktów znajdują się na wszyst- 
kich powierzchniach kompleksu, odnoszących się do jakichkol- 
wiek prostych, a 16 płaszczyzn dotyka tychże powierzchni. 

Jeżeli dana jest powierzchnia Kummera, to kompleks two- 
rzy się w sposób następujący: Na płaszezyżnie stycznej a do 
powierzchni w punkcie § weżmy prostą osobliwą s» kompleksu; 
ta prosta przecina powierzchnię w dwóch innych punktach. 
Weżmy na płaszczyźnie o dwa pęki promieni, których środki 
znajdują się w tych punktach: ogół tych wszystkich cc”? pęków, 
otrzymanych: przy zmienianin płaszczyzny o, jest własnie kom- 
pleksem żądanym. 

Rozważmy teraz pęk promieni ze srodkiem w punkcie > 
położonych na płaszczyźnie o oraz o2? takich pęków. Dowodzi 
się, że można ustanowić pomiędzy niemi odpowiedniosć rzutową 
taką, że jeżeli weźmiemy w jednym z nich jakikolwiek piemień, 
a we wszystkich innych promienie mu odpowiadające. i jeżeli bać 
będziemy dwa inne puukty spotkania tych promieni z powierz- 
chnią, a następnie dwa pęki promieni, położone odpowiednio na 
płaszczyznach stycznych i mające srodki w tych dwóch pun- 
ktach, wtedy te co” pęków promieni tworzą inny kompleks kwa- 
dratowy, mający tę samą powierzchnię osobliwą, co kompleks 
dany. Mamy tym sposobem co! kompleksów kwadratowych, 
które nazywają się spółogniskowemi (Klein i Lie, 
uSegrego—omofocali)lub będącemi w inwolu- 
cyi (Schur) lub wreszcie spółosobliwemi (Sturm). 
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Ponieważ równanie powierzchni Kummera zależy od 18 
stałych. równanie zaś powierzchni kompleksu kwadratowego od 
19 stałych, przeto istotnie, jak widzimy, będzie oc ! kompleksów 
kwadratowych z tą samą powierzchnią osobliwą. 

Co do sposobu ustanowienia opisanej wyżej odpowiedniości od- 
syłamy do Sturma L e. III, str. 32. 


Każda prosta przestrzeni należy do czte- 
rech kompleksów spółogniskowych. 

Kongruencya, utworzona przez proste oso- 
bliwe kompleksu kwadratowego, może być uwa- 
żana jako przecięcie kompleksu danego zin- 
nym kompleksem, nieskończenie mało różnią- 
cym sięod pierwszego w szeregu kompleksów 
spółogniskowych z danym. 

Prosta osobliwa kompleksu. która jest ściśle styczną 
(o stycznosci trójpunktowej) do powierzchni Kummera, nazywa 
się prostą osobliwą rzędu 2-go kompleksu 
(Segrej: jeżeli zaś ma styczność czteropunktową z powierz- 
chnią Kummera, nazywa się styczną osobliwą rzędu 
3-go (Segre). 

Proste osobliwe rzędu 2-go komplebsu kwadratowego two- 
rzą powierzchnię prostoliniową rzędu 10; proste zas osobliwe 
wszystkich kompleksów szeregu spółogniskowego tworzą kon- 
gruencyę rzędu i klasy 24. 

Prostych osobliwych rzędu 3-go kompleksu kwadratowego 
danego jest 32; proste osobliwe kompleksów szeregu spółogni- 
skowego tworzą powierzchnię prostoliniową rzędu 61-go, która 
rozpada się na 16 obwiednich kwadratowych. zawartych w każ- 
dej z płaszczyzn podwójnych powierzchui Kummera i na 16 
stożków kwadratowych, wychodzących z każdego z 16 punktów 
podwójnych tejże powierzchni. 

Jeżeli zastosujemy spółrzędne Kleina ($ 1), to równa- 
nie kompleksu kwadratowego da się napisać w po- 


v 
staci Słu” =0, gdzie spółrzędne z są połączone związ- 


D v . . - 
kiem =U. Proste osobliwe rzędu l-go są przecięciem 
1 
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kompleksn danego z kompleksem, mającym za równanie 
Sk; =U, proste osobliwe rzędn SAO, są przecięciem kon- 


gruencyi poprz dzijącej z kompleksem — A> Epir =Ü, wreszcie 


6 
dla prostych osobliwve:, rzedu 3-g0 mamy k, tu =0. Rów- 
prosty A è g „a 


naniem wiec kompłeksów spółogniskowych 
4 


jest X- | udzie å rest parametrem zmiennym. Mo- 


za 

his mniemać, Że pomiędzy temi cz kompleksami niema kom- 
6 

pleksu o równaniu X4, 1,2=1); ale zauważmy, że równanie to 

1 


= 


można napisać w postaci — Sik, tut =, gdyż © r*=0. arów- 


nanie szeregu kompleksów w postaci: 


ží 7 M - "= 0 lub s ie Ke r? =0, 
u 


cy Thai i 1 (au ikih 
lub wreszcie Po MK tx=(). Mnożąc przez przez k,-HA, przyj- 


e+ 
mując, że å dąży do czi z uwagi. że lim ł: P> ma (dla i=1,2,.. 6), 


iza e, >? 


otrzymujemy X k,- u) wt = 0. 
1 

Kompleksami kwadraiowemi zajmował się pierwszy Batta- 
glini (Aee. Napoli 1865. Giorn. di Batt Vl), który badał szczególny 
kompleks kwadratowy. noszący jego nazwisko. (patrz $ 7): należy 
wszakże nadmienić, że z początku mniemał on. że ten kompleks 
jest najogólniejszy, czemu potem zaprzeczył Klein (Rozpr. Bonn. 
1868). W dziele Plūekera podana jest po raz pierwszy teorya 
kompleksów kwadratowych. które były potem szczegółowiej badane 
przez ('lebseha, Kleina, Liego: wykladowi obszernemu 
teoryi tych kompleksów jest poświęcony tom IH cytowanego już 
dzieła Sturma. Z innych prac o kompleksach kwadratowych wy- 
mieniamy: Caporaliego (Lincei Mem. 1878) który podał ich od- 
wzorowanie w przestrzeni punktowej, Se h u ra (Rozpr. Berlin 1879), 
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Re ye'ego (Crelle. LXXXVI, XCI, XCY,XCVH, XCVHI) segre'go 
(Ace. Torino 1883—4) który rozwija teoryę Kleina, t.j. bada 
geometryę na kwadryce w przescrzeni pięciowymiarowej, Monte- 
sano (.teec. Napoli 1886)it.d. O klasyfikacyi kompleksów kwa- 
dratowych i o najbardziej godnych uwagi takich kompleksach mówimy 
w paragratach następnych. O teoryi biegunowości (patrz $ 2) wzglę- 
dem kompleksu kwadratowego, o biegunowości (będącej szczególnym 
przypadkiem poprzedniej) średnie, środków i t. d. pisał speeyalnie 
Plucker (patrz $ 567—585 tomu HI dzieła Sturmaj). Reye 
(Crelle XCVHI) podal klasyfikacyę kompleksów ogólnych stopnia 
2-go, opartą na liczbie elementów nrojonych w nich zawartych. Od- 
różnia on kompleksy hyperboliczne, paraboliczne. eliptyczne i urojone, 
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Oznaczmy przez P=0 (patrz $2) związek kwadratowy 
tożsamościowy pomiędzy spółrzędnemi prostej lub równanie 
kwadryki zasadniczej w przestrzeni pięciowymiarowej, przez 
C=0 równanie innej takiej kwadryki w tejże przestrzeni, że 
przecięcie jej z pierwszą daje rozmaitość, odpowiadającą kom- 
pleksowi kwadratowemu prostych  Utworzymy klasyfikacyę 
kompleksów, rozważając wyróżnikkwadryki Pqę4C=0, 
będący stopnia szóstego względem 4; wyróżnik ten jest właśwci- 
wie wyznacznikiem A rzędu 6-go. Jeżeli pierwiastki tego 
wyznacznika są wszystkie różne, t. j. gdy pęk kwa- 
dryk zawiera szesć stożków różnych, wtedy mamy przy pa- 
dek kompleksu ogólnego z 19 stałemi (patrz § 6); 
powierzchnią osobliwą jest wtedy powierz- 
chniaogólna Knmmera. Może się zdarzyć, że powierz- 
chnia ta staje się tetraedroidą (patrz $ 4 Rozdz. XII), wtedy 
mamy t. zw. kompleks Battagliniego lub kompleks 
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harmoniczny. którego przypadkiem szczególnym jest 
kompleks Painvina; w tym ostatnim powierzchnią oso- 
bliwą jest powierzchnia Fresnela (patrz Rozdz. XII $ 4. 
Należy dalej rozważyć przypadki. w których niektóre z pier- 
wiastków wyróżmka A są równe, lecz zaden z nich nie 
zamienia ua zero wszystkich minorów izędu 5-go wyzna- 
cznika rzędn t-go. Wtedy niektóre ze stożków kwadry- 
kowych, o których mowa wyżej, zlewają się. Dajmy, 
dla ustalania mysli, że zlewają się dwa z nich. trzy itd. 
wtedy kompleksy oznaczać będziemy symbolami [21111], 
[81111]ir.d.: kompleks zas ogólny oznaczać będziemy analo- 
gicznie przez [111111]. W tych przypadkach kompleks ma 
proste podwójne (patrz $ 8), które są zarazem prostemi podwój- 
nemi dla powierzchni osobliwej.j Prócz przypadku 
ogólnego, rozróżniamylOprzypadków i otrzymu- 
jemy następującą tablicę: 


——— z Dn 


wreszcie du'osobliwej rzędu 
2-go. 


- Liezba, ,, i 
M | Symbol | sta- Liczba piwik kom- Powierzchnia osobliwa 
o igal piekn AROMA 

| Í | | Rzędui rę 4-ej z jed- 
3 ih ną prostą podwójną. Jest 
2 penj | 36 1 | ona ba Load Tondi: 
3 | [3111] | w 1 ksu kwadratowego ogólną, 
| | odnoszącą się do jednej ja- 
4 [411] | 16 | 1 i? kiejkolwiek prostej, — do 
| | | || prostej kompleksu, — do 
3 [51] 15 | 1 | osobliwej rzędu 1-go, 

| 

l 


Rzędu i klasy 4-ej z 2 
prostemi spotykającemi się 


jedna ostrzowa — dwie 
|  ostrzowe. 


6 [2211] | 17 | 2 prosta | Powierzchnia kompleksu 

» s | "p i kwadratowego ogólna, od- 

© [338] | 16 | M orzeka KE nosząca się do stycznej 

. A p Jace SIĘ powierzchni Kummera. 

K | [33] | 15 | Proste są: obie pudwójne— 
| | 
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(Liczba 


, | , Liczba prostych 
M Symbol łych | | podwójnych kompleksu 


Powierzchnia osobliwa 
Í 


Powierzchnia Cayłey'a 


| ET 

| : 3-go rzędu, 4-ej klasy 
g |! [22] | 16 | | 3 proste, położone | i płaszczyzna, przechodzą- 
| =: na jednej płaszczyź- | y ca przez trzy proste (lub 

| | maa | gy >008 5 
46 = nie, albo też (uwa-, owierzechnia Steinera 
10 | [42] | elo > kb | 4-0 rzędu i3-ej klasy (patrz 
| i żająe dwoišeie) | Rozdz. XIiXID i punkt 

| | przechodzące przez na trzech prostych. 

11 5 [6] ` 14 jeden punkt 5) Powierzchniakompleksowa 


sząca się do prostej oso- 


| | kompl ksu ogólnego,odno- 
| bliwej rzędu 3-go 
| | 


t) W kompleksie [42| dwie z trzech prostych zlewają się, w kompleksie 
[6] wszystkie zlewają się Wynika stąd sprzeczność pozorna pomiędzy rezul 
tatami u różnych autorów: Weilera (cyt. niżej), Segregoi Sturma. 
Na okoliczność tę zwracamy uwagę, celem ustrzeżenia się od pomyłek. 


W przypadkach 9, 10,11 powierzchniami osobliwemi są 
właściwie, prócz płaszczyzny. powierzchnie, oznaczonemi nume- 
rami 16. 18, 19 w klasytikacyi Cayleya (Mem. on Cubic 
surfaces, Phil. Trans. 1869, Część ] str. 117) i dwoiście. 

Należy teraz rozpatrzyć przypadki, w których wyznacznik 
A rzędu 6-go ma pierwiastki wielokrotne, zamieniające na zero 
wszystkie minory rzędu 5-go wyznacznika A, które oznaczać 
b:dziemy przez A’, albo też wszystkie minory rzędn 4-go, które 
oznaczać będziemy przez A". Przyjmiemy następujące znako- 
wanie dla kompleksów w tych przypadkach. Niechaj dany pier- 
wiastek wyznacznika A będzie wielokrotności v, niechaj jego 
wielokrotność dla wszystkich minorów będzie w' i niechaj ten 
pierwiastek nie zamienia na zero wszystkich minorów A". 
Odpowiadający temu pierwiastkowi kompleks oznaczać będziemy 
symbolem [(v—v/ v’), r, s... |, gdzie v--r+-s+-. .=6 i gdzie r, s.... 
oznaczają wielokrotności innych pierwiastków wyznacznika A 
(w założeniu, że te inne pierwiastki nie zamieniają na zero wy- 
znaczników A').  Innemi słowy, jeżeli założymy, że pierwiastek 
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wielokrotnosei y wyznacznika A jest pierwiastkiem wielokrotno. 
ści y wyznaczników A, to w symbolu. poprzednio (str. 460) dla 
kompleksów podanym. można będzie zamiast liczby » wziąć 
symbol (» =x". v'i Podobnie. jeżeli pewien pierwiastek jest wie- 
lokrotnost i » dla wvznacznika 4. wielokrotności x» dla wszyst- 
kich wyznaczników A/, wreszcie wielokrotności »" dla wszystkich 
wyznaczników 4”, wte ly w tymże symbolu zamiast liczby » mo- 
żna będzie wziąć symbol (»—v,v—v',v”). Dowodzi się, że 
jest zawsze p—v" -v —y" >" (Weierstrass) Tak np. 
symbol [ 32)1] oznacza. że z szesem pierwiastków wyzna z- 
nika A jeden jest wielokrotnosci 5 i jest podwójnym ala wszyst- 
kich wyznaczników A : symbol [(111)21] oznacza. że z sześciu 
pierwiastków wyznacznika 4 jeden jest pojedyńczym, jeden jest 
podwójnym i nie sprowadza do zera wszystkich wyznaczników 
A'; inny znów jest potrójnym dla A, podwójnym dla wszystkich 
wyznaczników A”. pojedyńczym dla wszystkich wyznaczników 
A"it.d. To znakowanie przeniesione zostało z teoryi dziel- 
ników elementarnych Weierstrassa, o której mo- 
wimy w Rozd. III $ 4. 

Zagadnienie zasadnicze tej teoryi, a mianowicie zagadnie- 
nie o równoczesnem przekształ: eniu dwóch danych torm jednego 
stopnia o w zmiennych na postaci kanoniczne zawiera w solne 
dla n=2, m=6 zagadnienie o klasyfikacvi kompleksów 
kwadratowych (Klein, Math. Ann. II, str. 208) (patrz też 
Rozdz. III $ 4 oraz najnowsze dzieło Mutha „Theorie und 
Anwendung der Elementartheiler *, Lipsk 1899). 

Podamy teraz tablicę wszystkich przypadków, które wy- 
mienilismy wyżej. W tych wszystkich przypadkach powierz- 
chnia osobliwa jest zawsze prostoliniową: w przypadhach, gdy 
wszystkie wyznaczniki A" znikają dla pewnego pierwiastka wy- 
znacznika A, powierzchnia osobliwa zniekształca się na kwa- 
drykę podwójną. 


"BP 


en 
ro 


13 


14 


5 


17 


18 


19 
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Liezba! - 
a j Liczba prostych AE : 
Symbol ag P aa kompieksu Powierzchnia osobliwa 
fanu] I7 2 poste skośne. Prostoliniowa rzędu 4% go 
e z dwiema kierownicami po- 
dwójnemi i bez tworzących 
podwójnych (typ XI Cre- 
mony patrz Rozdz. XII § 10). 
[(11)211] 16 3 proste, z których je | Takaż powierzchnia z two- 
dna spotyka dwie pozo- | rzącą podwójną (typ V Cre- 
stałe wzajemnie skośne mony ogólny) 
| | 
[11981] 15 Tożsamo Takaż powierzchnia z two- 
| rzącą ostrzowa (typ V Cre- 
mony z tworzącą ostrzową). 
[dnv22] 15 '4 proste, z których 2 Prostoliniowa  sześcienna 
skośne i 2 proste spo- |z dwiema kierownicami, je- 
kają się: jedna z dwóch | dna podwójną i jedną poje- 
pierwszych tworzy | dynezą, punkt na kierownicy 
z dwiema drugiemi | podwójnej i płaszczyzna, prze- 
trójkąt a jedna trój- | chodząca przez kierownicę 
Ścian. | pojedyńczą i przecinająca kie- 
| | rownice podwójną w punkcie 
zee kai (nie ostrzowym). 
i rostoliniowa sześcienna ma 
: | dwa punkty i dwie płaszezy- 
| | zny ostrzowe odpowiednio na 
| I jednej i na drugiej z dwu kie- 
| rewnie 
[QG1)4] 14 | Toźsamo. Takaż powierzchnia ale 
| , punkt i płaszezyzna są ostrzo- 
wemi. 
[(21)111] 16 | 2 proste skośne Prostoliniowa rzędu 4 - go 
| z dwiema zlewającemi się kie- 
'rownicami (typ XII Cre- 
| |mony). Do tej kierownicy 
należą 4 punkty i 4 płaszezy- 
| zny ostrzowe, 
[(21)21] 15 |3 proste, z których 2! Prostoliniowa 4go rzędu 
skośne przecina trzecia (typ VI Cremony) z two- 
| | rzącą podwójną. 
I 
[213] 14 'Tożsamo. | Takaż z tworzącą ostrzową. 
[Br] 13 | Tożsamo. Prostoliniowa rzędu 4-go 


z prostą potrójną. która jest 
kierownicą pojedyńczą z two- 
rzącą podwójną (typ X Cre- 
mony). 


| 
| 
| 
| 
| 
l 
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21 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


14 


14 


14 


13 


13 


12 


11 


Jak w przyp. 15-ym. 


| 


|Jak w przyp. 18-vm. 


Pęk prostych 


Tożsamo 


Pęk prostych i nadto 
prosta, przechodząca 
į przez środek pęku albo 
| (dwoiście) znajdująca. 
się na płaszczyźnie 


pęku 


Tożsamo. 


środek, 


4 proste, tworzące 


czworobok skośny. 


Jak w przyp. 15-ym. 


Pes prostych i dwie 
proste, jedna na płasz- 
czyźnie pęku, druga 
przechodząca przez 


| 


I | rostoliniowa  sześcienna 
|Cayley'a zpunktemi płasz- 
| czyzną jak w przypadku 15, 


Jak w przyp. 20, ale prosta 

| potrójna jest tworzącą ostrzo- 

wą 'nietylko podwójną) (typ 

|x Cremony; z płaszczy- 
jznami statecznemi zlewają- 
' jącemi się. i 


1! Prostoliniowa  sześcienna 
(ay leya, punkt i płasz- 
czyzna jak w przyp. 16-ym. 


|. Stożek kwadrykowy i stoż- 
kowa. 


| Stożek kwadrykowy i stoż- 
kowa, „key wi js przez 

| wierzchołek stożka: płaszczy- 

"zna stożkowej jest styczna do 
stożka. 


Jak w przypadku 24-ym, 
tylko, że stożek rozpada się 
na dwie płaszczyzny, albo 
(dwoiście) stożkowa rozpada 
się na dwa punkty. 


| Dwie płaszczyzny i stożko- 
| wa styczna do wspólnego ich 
i przecięcia, albo—dwoiseie— 
|stożek i dwa punkty na jed- 
| nej z jego tworzących (przy- 
| padek szczególny przypadku 
26-40) 


Płaszczyzna potrójna, punkt 
potrójny: inna płaszczyzna 
i punkt do niej należący. 


Dwie kwadryki, przecinające 
się według czworoboku skoś- 
j nego 
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Symbol pa Liezby prostych 
łych 


3 podwójnych kompleksu | Powierzchnia osobliwa 


x 


30 WE) 14 |5 prostych, tworzących | Jedna z kwadryk staje si 
| czworobok, i1 przekąt- parą płaszezyzn nto) 

| na. ja rugiej (kompleks Hir- 

sta, Colleet. math. Medyolan 

1881, str. 51, Lond. Math Soe 

Proe. X) Tworzy się on przy 

pomocy dwóch czyzn 

wzajemnie rzutowyeh (patrz 

Stu rm III, str. 429—430). 
31 [2011] 14 |Jak w przyp. 29. Dwie kwadryki, mające 
| prostą wspólną, iezoną dwa 
razy, i dwie inne proste, prze- 
cinające poprzednią. 


Tożsamo. Dwie kwadryki, mające 


współną parę prostych, liezo - 
nych dwa razy. 


32 | [Q1x20]| 13 


33 [220(11)] 12 |Jak w przyp. 28-ym. Dwie płaszczyzny i dwa 
punkty; jedna płaszczyzna i 
jeden punkt do niej należący, 
liczone dwa razy. 


34 [G1 ao) 13 |Jak w przyp. 30-ym. Jak w przypadku 30-ym. 


35 [(1)11(11)] 13 |6 krawędzi czworo- 4 płaszczyzny i 4 paski, 
i scianu. stanowiące Ściany i wierzeh 

ki czworościanu. Jest to k o m- 

pleks ezworościano- 

wy (tetraedralny) (patrz $9). 


36 | [011)111] 14 |Jeden układ tworzą-| Kwadryka, liczona dwa 
rek kwadryki razy. 


O Z ZE Z 


37 | [(111)21], 13 RETA układ tworzą- | Tożsamo. 
| cych kwadryki i jej 


| kierownica, 
38 | pus] 12 | Tożsamo. Tożsamo. 
39 [2151] 13 (Dwa pęki promieni. 2 płaszezyzny wójnę, 
a na ichprze cięciu dwa punk- 


| ty podwójne. 


Dwa pęki promieni i| Tożsamo. 
jedna prosta podwójna 

| w każdym z nich. 
41 [8311)1] 12 | Dwa pęki promieni. | Tożsamo. 


40| [en] 12 


Pascal Rep. II. 30 
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[Liczba] qi vr na 


M | Symbol | sta- | „Liczby prostych 


łych | podwójnych kompleksu | Powierzchnia osobliwa 


—— m- 11 = 
42 [411)] | 11 | Tożsanie Tożsamo. 
43 [(221)1]| 11 'Dwapękipromieni,zle- Płaszczyzna i punkt do niej 
wające się. należący, liczone 4 razy. 
44 [(32:)] | 10 | Tożsamo. -- Tożsamo. 
l 
45| [222] | 8 Sieć lub dwoiściewiąz- Stożek kwadrykowy 
| ka promieni. , dwójny lub dwoiście AB eq] 


| wa podwójna. 
| 
46 |[d1111] 12 | Jeden układ tworzą- 
cych kwadryki i dwie 
różne jej kierownice. 


Kwadryka podwójna. 


47 [(111)21]| 11 | Tożsamo, ale dwie kie-| Tożsamo. 

rowniee zlewające się. 

48 [(211)11]| 11 | Dwa pęki promieni, Para płaszczyzn i para 

| i dwa promienie, jeden | punktów, liczone dwa razy. 

|należący do jednego 

| peku, drugi do dru-| 

giego. | 
j 


49 | [(111x111)] 9 |Dwa układy tworzą-| Kwadryka podwójna. 


| rzących kwadryki. 
| 
I 


| | 

Razem tedy mamy 49 gatunków; jeżeli zaś uwzględnimy, 
że 6 gatunkom odpowiadają dwoiscie wzajemne (gatunek 9, 10, 
11, 26, 27, 45), będziemy mieli gatunków 55. 

Pierwszą pracę o klasyfikacyi kompleksów ogłosił Weiler 
(Math. Ann. VII), ale praca ta nie jest wolna od wielu niedokładności, 
które wykryli Segre i inni. Segre traktował ten przedmiot 
w pracy Ace. Torino XXXVI: w Math. Ann. XXHI zaś zajmuje się 
przypadkiem, w którym powierzchnia osobliwa jest kwadryką po- 
dwójną zniekształconą. W tomie III dzieła Sturma przedmiot ten 
jest traktowany przy pomocy metod geometryi czystej 
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38. 
Kompleks Battagliniego lub harmoniczny. 


Kompleks Battagliniego (patrz $7) jest ogó- 
łem prostych, spotykających dwie kwadryki 
f fa w czterech punktach harmonicznych, albo 
ogółem prostych, z których można do dwóch 
kwadryk danych (innych, niż poprzednio) poprowa- 
dzić cztery płaszczyzny styczne harmoniczne 
(Aschieri, Giorn. di Batt. VIII). 


Kompleks Battagliniego daje się tym sposobem utworzyć 
(rzutowo) oo sposobami. Kongruencya prostych osobliwych 
kompleksu Battagliniego jest przecięciem tego kompleksu 
z kompleksem czworościa..owym (tetraedralnym) (patrz $9) pro- 
stych. których biegunowe względem dwóch hwadryk f,, fa 
przecinają się. 

Jeżeli, mając pęk 4/, uf, =0, łączyć będziemy parami 
w inwolucyę kwadryki tego pęku tak, aby /,=0, f4=0 były 
jej elementami podwójnemi, wtedy proste kompleksu będą 
stycznemi wspólnemi do dwóch kwadryk każdej pary (Segre 
i Loria, Math Aun. XXIII. 

Płaszczyzny bieganowe kompleksu są płaszczyznami stycz- 
nemi wspólnemi każdej pary, a proste osobliwe są prostemi, łączą- 
cemi punkty styczności. 

Wyżej ($ 7) powiedziano już, że powierzchnia oso- 
bliwa kompleksu Battagliniego jest tetrae- 
droidą: dodajmy, że: 

Każdej tetraedroidzie, jako powierzchni 
osobliwej, oddowiadają dwa kompleksy Batta- 
gliniego. 

Równanie kompleksu Battaglini'ego w spół- 
rzędnych p wyraża się przy pomocy samych 
kwadratów tych spółrzędnych, 
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Przypadkiem szczególnym kompleksu Battagliniego jest 
kompleks Painvina (Bull. de Darbonx 1871, Nouv. Ann. de 
math. 1872, Demoulin Ball. de la Soc. Math. XX), t. j. ogół 
prostych, z których do danej elipsoidy popro- 
wadzić można pary płaszczyzn stycznych or- 
togonalnych 

Otrzymujemy ten kompleks, zniekształcając jednę z dwóch 
kwadryk (jako obwiednią), które służyły do utworzenia kom- 
pleksu w sposób wyżej wskazany na absolut przestrzeni (eukli- 
desowej). Absolut ten albo granica przestrzeni jestto, 
jak wiadomo, koło urojone w nieskończoności (wspólne wszyst- 
kim kulom przestrzeni), t. j. miejsce punktów kołowych wszyst- 
kich płaszczyzn przestrzeni. 

Powierzchnią osobliwą dla kompleksu 
Painvina jest powierzchnia falowa Fresnela. 

Klasytikacyę kompleksów Battagliniego podali Segre i Lo- 
ria (Math. Ann. XXIII) oraz Monteiano Acc. Napoli 1886); patrz 
tom HI dzieła Ńturma str. 488 i nast. 


$ 9. 
Kompleks Reyego lub czworościanowy . 


Kompleks czworościanowy Reyego jest 
to kompleks, któremu odpowiada symbol 
[ (11) (11)(11)] (patrz § 8); równanie jego w spółrzęd- 
nych Kleina wyraża się w ten sposób: 

a (ż%-1,*) + b (23-243) + © (03-|-143) = 0. 

Kompleksowi Reyego odpowiada czworo- 
ścian taki, że każda prosta, należąca do ścia- 
ny, oraz każdy wierzchołek czworościanu na- 
leżą do kompleksu. 
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Cztery ściany icztery wierzchołki czwo- 
rościanu stanowią powierzchnię osobliwą 
kompleksu; kongruencyą zaś prostych osobliwych jest kon- 
gruencya wszystkich prostych, znajdujących się na jednej z ezte- 
recl płaszczyzn oraz wszystkich prostych, przechodzących przez 
jeden z czterech wierzchołków. 

Krawędzieczworościanu są prostemi po- 
dwójnemi kompleksu. 

Jeżeli ten czworościan obierzemy jako czworościan podsta- 
wowy spółrzędnych, to równanie kompleksu w spół- 
rzędnych p, będzie postaci: 


UPiaPss + DPis Pao F Els Pas = O. 


Kompleks Reyego składa się ze wszyst- 
kich prostych, przecinających cztery płasz- 
czyzny czworościanu podstawowego w ezte- 
rech punktach, mających oznaczony stosunek 
anharmoniczny;alboskłada się ze wszystkich 
prostych, rzuconych zczterech wierzchołków 
czworościanu na cztery płaszczyzny 0 oznaczo- 
nym stosunku harmonicznym (równym poprze- 
dniemu). Zmieniając ten stosnnekanharmo- 
niczny i pozostawiając stałym czworościan, 
otrzymujemy oo! kompleksów czworościano- 
wych spółogniskowych. 

Reye podał następujący sposób tworzenia kompleksów 
czworościanowych: 

Kompleks ten jest mnogością prostych, łączących odpowia- 
dające sobie punkty dwóch nałożonych na siebie przestrzeni, bę- 
dących w odpowiedniości homograficznej; albo mnogością pro- 
stych, będących przecięciami płaszczyzna. odpowiadających sobie 
w dwóch takich przestrzeniach; albo mnogością prostych, spoty- 
kających odpowiadające im proste w tychże przestrzeniach. 

Inne sposoby tworzenia są następujące: 

Kompleks Reyego jest mnogością prostych, opierają- 
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cych się na parach promieni, odpowiadających sobie w dwóch 
pękach prostych wzajemnie homograficznych i jakkolwiek po- 
łożonych w przestrzeni: albo mnogością prostych, łączących 
punkty płaszczyzny z punktami promieni. odpowiadających im 
w wiązce, odniesionej homograficznie do płaszczyzny; albo mno- 
gością cięciw i stycznych wszystkich krzywych sześciennych 
skośnych, przechodzących przez cztery wierzchołki czworościanu 
i przecinających dwa razy prostą przestrzeni, należącą oczywi- 
ście do kompleksu. Jeżeli zmieniamy tę prostą w kompleksie, 
zmieniają się krzywe sześcienne. ale kompleks pozostaje bez 
zmiany. 

Kompleks Revego indywidualizuje czworościan i jedna 
z jego prostych. 

Kompleksem czworościanowym wyspecyalizowanym z pun- 
ktu widzenia metrycznego. jest kompleks prostych 
równoodległych od dwóch punktów stałych 
(patrz Sturm l. e. str. 364); za inny kompleks specyaluy 
można uważać kompleks o charakterystyce |(22)(11)] (patrz 
$8,wnimto krzywe kompleksu (t.j. krzywa obwie- 
dziona przez proste kompleksu w płaszczyznach przestrzeni, są 
wszystkie parabolami, «stożki kompleksu są 
wszystkie równobocznemi. 

Kompleks czworościanowy badał pierwszy Rey e (Geom. der 
Lage); potem zajmowali się nim: Lie, Gott. Nachr. 1870), Batta- 
glini (Giorn. di Battal. XII), Aschieri(Rend, Ist. Lomb. 1879), 
Loria (Ace. Torino 1884, Giorn. di Batt. XXNI)it.d. Weiler 
(Zeitschr. f. Math. XXII) podał jego przedstawienie w przestrzeni trój- 
wymiarowej; druga część pierwszego tomu dzieła Sturma jest 
temu kompleksowi poświęcona. Co do innych prac o tym przedmio- 
cie patrz cytowaną już wielokrotnie książkę Loria „Przeszłość 
i stan obecny teoryj geometrycznych*, 
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$ 10. 
Teorya ogólna kongruencyj linij prostych. 


Rzędem » kongruencyi algebraicznej jest liczba pro- 
stych tej kongruencyi, przechodzących przez punkt dowolny» 
przestrzeni; klasą m jest liczba jej prostych, położonych na 
płaszczyżnie dowolnej: porządkiem r (Rang u Sturma 
Art uSchumachera) jest liczba par jej prostych, które z prostą 
dowolną przestrzeni należą do jednego pęku 

Kongruencyę rzędnn i klasy m oznaczamy zwykle symbolem 
(n,m) albo też symbolem (n, m, r), jeżeii chcemy wskzać i porządek. 

Jeżeli p jest rodzajem powierzchni prostoliniowej, we- 
dług której kompleks liniowy ogólny przecina kongruencyę 
(n, m, r, wtedy zachodzi związek: 


p = (w—l1)(m=l)—r. 


Liczba p nazywa się zwykle rodzajem kongruencyi. 

Jeżeli klasa i rząd są równe 1, wtedy porządek równa się 
zeru. Każda kongruencya o równych rzędzie i klasie, należąca 
do kompleksu liniowego, jest porządku równego zeru. 

Kongruencya, będąca przecięciem dwóch kompleksów sto- 
pni 74. na, jest porządku 1 14 (2, —1)(11,— 1). 

Płaszczyzny, przesunięte przez dwa z pomiędzy n promieni 
kongruencyj, przechodzących przez punkt P, obwodzą, gdy 
punkt P porusza się po prostej, powierzchnię rozwijalną T klasy 
;n(n—1)--r; jeżeli zaś P przebiega płaszczyznę, to te płasz- 
czyzny obwodzą powierzchnię Ś klasy 1mim -1)+r, dla któ- 
rej płaszczyzna, po której porusza się punkt P, jest płaszczyzną 
styczną 4 m(m—l) razy wielokrotną 

Punkty spotkania m prostych kongruencyi, położonych na 
płaszczyźnie, gdy ta obraca się około innej prostej, tworzą 
krzywą C rzędu żm(m—l)--7, a gdy płaszczyzna obraca się 
około punktu, opisują powierzchnię 5, rzędu 4x(u--1)--7, dla 
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której środek wiązki płaszczyzn jest punktem wielokrotności 
$n(n—1). 

Miejscem prostych kongruencyi, przeciętych przez prostą 
daną, jest powierzchnia prostoliniowa R rzędu u--m, dla której 
ta prosta jest kierownicą n-krotną. 

Za posrednictwem kongruencyj algebraicznych ustalono 
odpowiedniości inwolucyjne rzędu wyższego pomiędzy płaszczy- 
znami a punktami przestrzeni; odpowiedniości te nazywamy 
układami zerowemi rzędu wyższego przez ana- 
logię z biegunowością lub układami zerowemi zwyczajnemi 
Móbiusa (patrz 33) Jeżeli dany jest punkt przestrzeni, to 
przechodzi przezeń n promieni kongruencyi azatem a=4n(n—l) 
płaszczyzn; jeżeli dana jest płaszczyzna. to jest na niej m pro- 
mieni konyrnency1. a zatem f=4 m(m—1l) punktów; bieguno- 
wosć zerowa zwykła jest przypadkiem jej szczególnym (dla 
a=f=l) Takiej odpowiedniości można nadać i inną cha- 
rakterystykę y. wyrażającą, ile punktów znajduje się na 
dowolnej prostej przestrzeni, w ten sposób, aby jedna z płasz- 
czyzn im odpowiadających przechodziła przez prostą: w przy- 
padku, gdy taki układ zerowy jest utworzony 
za pośrednictwem kongruencyi, jego trzecia 
charakterystyka y odpowiada porządkowi kon- 
gruencyi. 

Najdawniejszy przykład takiej odpowiedniości podał Cremona 
(Compt rend. LIV, 1862); później zajmowali się nią: Ameseder 
Crelle XCVII), Voss (Math. Ann. XXHI) Sturm (tamże XXVIII), 
Inne szczegóły i przyklady w dziele Sturma t. I, $ 56. 


Każdy promień kongruencyi spotyka dwa 
inne promienie nieskończenie blizkie; dwa 
punkty spotkania nazywają się ogniskami, a dwie płasz- 
czyzny, przechodzące przez tę prostą i przez każdą z dwóch in- 
nych, nazywają się płaszczyznami ogniskowemi. 

Ogniska opisują tę.samą powierzchnię 
(powierzchnię ogniskową), którą obwodzą 
płaszczyzny ogniskowe; jej rząd n =2m(n--1)-2r, 
jej klasa m, =Żn(m—l1)- 2r. Stąd: różnica pomiędzy 
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rzędem a klasą powierzchni ogniskowej kon- 
gruencyialgebraicznej równa się podwójnej 
różnicy pomiędzy rzędem a klasą kongruen- 
cyi (Twier. Kleina patrz Lie, Gött. Nachr. 1870). 

Każdy promień kongruencyijeststyczny 
do powierzchni ogniskowej w punktach ogni- 
skowych,a płaszczyzny styczne wtych pun- 
ktach są płaszczyznamiogniskowemi. 

Nazywamy punktami i płaszczyznami oso- 
bliwemi kongrnuencyi te punkty i płaszczyzny, do któ- 
rych należy co prostych kongrnencyi: stożki, utworzone przez te 
proste i krzywe, przez nie obwiedzione. nazywają się stoż- 
kamiikrzywemi osobliwemi kongruencyi. Je- 
żeli stożki te są klasy h, wtedy punkt osobliwy nazywa się pun- 
ktem stopnia h; jeżeli krzywe te są klasy l}, wtedy płaszczy- 
zna osobliwa nazywa się płaszczyzną stopnia h. Dwa 
punkty albo dwie płaszczyzny osobliwe nazywają się sprzę- 
żonemi (zjednoczonemi, verbundene u matematyków 
niemieckich), gdy prosta. łącząca dwa punkty albo wspólna 
dwóm płaszczyznom, należy do kongruentcyi. 

Niekiedy zdaje się, że kongruencya jest pozbawiona wła- 
ściwej powierzchni ogniskowej, a posiada tylko jedną linię 
ogniskową. Tak up. gdy mamy kongruencyę prostycli, opie- 
rających się na dwóch krzywych danych, wtedy punkty 
tych krzywych występują jako ogniska promieni kongru- 
encyi, i stąd zdawałoby się, że nie ma innych punktów 
ogniskowych, prócz punktów, należących do dwu krzywych. 
Niektórzy autorowie nazywają takie kongruencye, pozba- 
wionemi powierzchni ogniskowej, ale Sturm 
(w cytowanem dziele) zauważył, że ścisle tak nie jest, gdy 
rząd kongruencyi jest większy od 1; albowiem łatwo widzieć, 
że skoro rozważymy płaszczyznę styczną wspólną dwom krzy- 
wym oraz prostą, łączącą dwa punkty styczności, to każdy 
punkt tej prostej można poczytać za ognisko, a zatem w tym 
przypadku powierzchnia ogniskowa jest powierzchnią prosto- 
liniową, utworzoną przez rzeczone proste łączące, t.j. powierz- 
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chnię rozwijalną płaszczyzn stycznych, wspólnych dwom krzy- 
wym. 

Punkty dwóch krzywych są widocznie także punktami 
osobliwemi kongruencyvi. zgodnie z podaną wyżej definicyą; 
widzimy stąd, że te kongrnencye posiadają nieskończenie wiele 
punktów osobliwych, tworzących jednę lub kilka linij, które na- 
zwiemy osobliwemi: w ogólnosci wszakże liczba pun- 
któw osobliwych jest skończona. Kongruencye rzędu wyższego 
niż 1 mogą tedy być dwojakie: t. j. albo nie posiadać linij osobli- 
wych, albo posiadać takie linie. 

Jeżeli rozważamy promień jakiejkolwiek kongruencyi (na- 
wet niealgebraicznej). wszystkie promienie nieskończenie z nim 
blizkie i najmniejsze pomiędzy niemi odległosci. wtedy spodki 
tych najmniejszych odległości na promieniu są w ogólności za- 
warte zawsze pomiędzy dwoma punktami, nazwanemi pun- 
kramigranicznemi. Pomiędzy wszystkiemi promieniami 
nieskończenie blizkiemi są, jak powiedziano wyżej, dwa promie- 
nie, spotykające dany, t. j. promienie, dla których powyższa od- 
ległosć najmniejsza jest zerem: zasługuje na uwagę twierdzenie, 
że ogniska. któreotczywiście znajdują się oba 
wewnątrz odcinha, ograniczonego punktami 
granicznemi, są w równej odleglosci od tych 
dwóch punktów; stąd punkt środkowy odcinka punk- 
tów granicznych zlewa się z punktem srodkowym odcinka 
ognisk; nazywamy ten punkt punktem srodkowym pro- 
mienia. 

Rozważając dwa promienie nieskończenie blizkie z danym 
i takie, że spodki ich najkrótszych odległosci od danego zlewają 
się z punktami granicznemi, mamy twierdzenie: kierunki 
odległosci najkrótszych, wychodzących z pun- 
krów granicznych. są do siebie prostopadłe; 
płaszczyzny, przechodzące przez promień i przez te kierunki. 
nazywamy płaszczyznami głównemi. 

Płaszczyzny dwusieczne kątów pomiędzy 
płaszczyznami głównemi zlewają się z płasz- 
czyznami dwusiecznemi kątów pomiędzy płasz- 
czyznami ogniskowemi. Pomiędzy kątem y 
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dwu płaszczyznogniskowych, odległoscią 24 
punktów granicznych i odległoscią 2ô pun- 
któwogniskowych zachodzi związek siny =. A 

Pojęcia powyższe należą do teoryi nieskończonostkowej kon- 
gruencyi. której początek zawdzięczamy Ilamiltonowi i Kum- 
merowi; mówimy o niej w Rozdziale XVI, gdzie podajemy według 
Kumme ra, teżokreślenie t. zw. gęstości układu w punkcie pro- 
mienia t. j. pojęcia pokrewnego z pojęciem krzywizny powierz- 
chni w punkcie. Pomiędzy kongruencyami, badanemi za pomocą me- 
tod geometryi nieskoliczonostkowej, zasługują na uwagę kongruencya 
normalnych do powierzchni (patrz Rozdz XVIr: na teraz w 3 następ- 
nym ograniezamy się do rozważania kongruencyj algebraieznych niż- 
szych rzędów. 

Ten to ważny gatunek kongruencyi normalnych nasunał sie najprzód 
geometrom. W r 1828 Hamilton rozpoczał badanie hongruencyj, 
inaczej układów promieni (Irish. Trans. XV,1828; XVI,1880, 
XVII. 1837). a w r. 1860 Kummer ogłosił rozprawę (Crelle LVH) 
stanowiącą krok ważny w teoryi. Kongruencyę algebraiczną rzędów 
1-go i Ż-go rozpoczął badać systematycznie Kummer wr. 1866 
(Berl. Abh. 1866, Plitecker zań obszerną część swojego dzieła 
„Neue Geometrie“ poświęcił teoryi kongruencyj, a specyalnie kon- 
gruencyom, które otrzymujemy z przecięcia dwóch kompleksów linio- 
wych. Prace o kongruencyach ogłosili nadto: Mobius (Leipz. 
Ber. XIV, 1862). Matthiessen (Ztschr. t. Math. XIX, Acta matb. 
IV, Weingarten (Crelle XCVIM), Bianchi (Ann. di mat, XV), 
Voss (Math, Ann. IX), Sturm (Gott. Nach. 1688; Math, Ann. 
XXXVI), Schumacher (tamże XXXVH, XXXVIII) Monte- 
sano (Ace, Torino 1892, Rend. Lincei 1892, Rend. Palermo 1893) 
itd. Teoryę zupełną kongruencyi znajdujemy w tomie H dzieła 
Sturma. Pojęcie porządku kongruencyi wprowadził Schu- 
macher, 
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11. 


PZA 


Kongruencye rzędu 1-go. 


Wszystkie kongrnencye rzędu l1-go są po- 
rządkn zero: nie mogą mieć prawdziwej po- 
wierzchni ogniskowej, jako miejsca, mają na- 
tomiast powierzchnię ogniskową, jako ob- 
wiednią. 

Pomiędzy kongraencyarńi rzędu l-go wyróżnia się wią z- 
ka prostych, będąca klasy zero i mającatylko 
jeden punkt osobliwy. 

Każdainna kongruencya rzędu 1-go ma 
przynajmniej jednę linię osobliwą. Jeżeli y, jest 
rząd linii osobliwej kongruencyi huiowej takiej, że promie- 
nie w liczbie nieskończonej, wychodzące z jednego jej pun- 
ktu, tworzą stożek rzędu h, wtedy zachodzi związek: 
Zykih=1) = "(m1 w którym m jest klasą kongruencyi, 
a suma rozciąga się na wszystkie linie osobliwe. Prócz tego 
mamy jeszczedwanastępujące związki: 


S yr lë = m(mp 1), ŻY, = 2n; 


drug: z nich wypływa z dwóch poprzedzających. 

Kongruencya rzędu l-go może mieć najwyżej 
dwie linie osobliwe (kierownice kongruencyi). 
Jeżeli ma jednę tylko kierownicę i na każdym z promieni ogni- 
ska są w ogólnosci różne, wtedy będzie to kongruencya cięciw 
pewnej krzywej. Jedyną kongruencyą rzędu l-go, utworzoną 
z cięciw krzywej, jest kongruencya cięciw krzywej szesciennej 
skosnej; jest ona klasy 3-ej. 

Jeżeli kongruencya ma dwie kierownice, wtedy jedna znich 
musi być linią prostą; rząd drugiej jest wtedy klasą m kongru- 
encyi, a sama ona spotyka w m(m—l1) punktach prostą. 

Jeżeli dwa ogniska na każdym promieniu kongruencyi zle- 
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wają się, wtedy ma ona jednę tylko krzywą ogniskową i kiero- 
wniczą, która nie może być linią prostą. 

Kongruencya ta tworzy się jednym tylko sposobem, 
mianowicie przez ustanowienie odpowiedniości [ 1, m | pomiędzy 
punktami prostej a płaszczyznami pęku, którego osią jest ta pro- 
sta, i uważanie za proste kongruencyi wszystkich tych prostych 
(tworzących pęk), które przechodzą przez punkt prostej i znaj- 
dują się na odpowiadającej mu płaszczyźnie. 

Dla każdego promienia punkt ogniskowy (jedyny) jest pun- 
ktem, w którym promień spotyka prostą kierowniczą, a płasz- 
czyzna ogniskowa jest płaszczyzną, przechodzącą przez promień 
i przez tę prostą. 

Kummer w rozprawie zr. 1866, klasyfikując kongruen- 
cye rzędu l-go, nie włączył do swej klasyfikacyi kongruencyj, 
mających jednę tylko linię ogniskową. 


Kongruencye rzędu 2-go bez linij os obliwych. 


Kongruencye rzędu 2-go mogą posiadać 
tylko skończoną liczbę punktów osobliwych 
albo linij osobliwych. 

W przypadku pierwszym klasa nie może 
być wyższa nad”. 

W kongrnencyi rzędu 2-go bez linij oso- 
bliwych płaszczyzny osobliwe nie mogą być 
stopnia wyższego nad 6 (patrz $ 10). 

Każdy punkt osobliwy stopnia l-go jest środkiem pęku 
promieni, znajdujących się na płaszczyźnie osobliwej też rzę- 
du 1-go. 

Porządek łkongruencyi (2, m) bez linij osobliwych wynosi 
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m—2; charakterystykami układu zerowego. określonego przez 
kongrnencyę (2,m), są: 1, | m(m—1). m—2. 

Powierzchnia ogniskowa kongruencyi (2,m) bez krzywych 
osobliwych jest rzędu 4-go. klasy 2 »i porządku 12 (przez po- 
rządek rozumiemy tn liczbę a. określoną w Rozdz. IX, $ 1): 
punkt osobliwy kongruencyi jest punktem podwójnym powierz- 
chni ogniskowej. 

Promienie. których punkty ogniskowe zlewają się, i te, 
których płaszczyzny ogniskowe zlewają się, tworzą dwie po- 
wierzchnie prostoliniowe stopnia 2(m +21. 

Jeżeli a, jestliczbą punktów osobliwych 
stopnia a, wtedy mamy związki następujące: 


S ar = 18— m; Za,hk=4(m--2); Sak =2m(m+2); 
X ah = (m42)? (m— 1). 


Każda kongruencya (2, m) bez linij osobliwych ma promieni 
podwójnych ! (m—2)(m —3); do każdego punktu osobliwego sto- 
pnia% należy 4 (h — 1)(11-—2) promieni podwójnych, któresą tworzą- 
cemi podwójnemi stożka, wychodzącego z tego punktu: żaden 
promień podwójny nie leży na powierzchni ogniskowej. 

Kada płaszczyzna osobliwa zawiera sześć punktów oso- 
bliwych, położonych na jednej stożkowej i każdy stożek kwa- 
drykowy (wychodzący z punktu osobliwego stopnia 2-go) za- 
wiera 9 punktów osobliwych, położonych na krzywej skośnej 
rzędu +-go gatunku l-go, mającej punkt osobliwy w wierzchołku 
stożka. Każdy promień podwójny zawiera dwa punkty osobliwe, 
których stopnie dodane czynią m-|-2. 

Istnieją dwa gatunki kongrueneyi (2, m) 
bez linij osobliwych, a mianowicie: I. kongruencye 
o punktach osobliwych stopni 1, 2,3, m—1 (gatunek pier- 
wszy): II. kongruencye, mające punkty osobliwe stopni 1, 2, 
$m--1 (gatunek drugi). Liczby 8, „odnoszące się do tych 
gatunków kongruencyj (2,m) bez linij osobliwych, podane są 
w następujących tablicach: 
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Kongru encye gatunku 1-go. radca] aj 

zz R: pia | gatunku go 

23 je 3) CHE 5) (2,61* | (2, 7) | 2,4) 12,6) * | 

mo 16 w | el» 1! o zo ad mó 
SOBODOENNE 
a —|- | 2| 3) 8; w laj 6] £ | 
| | _ = t | | 
LA — | — 1 | 0 la | == i 4 
ajj o jola jsei 0 LJ 


*) Dwie kongruencye (2,6) odróżniają się znakowaniem (2,6), (2,6) 
Sturm (l.e.); autorowie przed Sturmem nazywali gatunek 1-y  ?-gim 
i odwrotnie. 


Powierzchnią ogniskową kongruencyi (2,2) jest powierz- 
chnia Ku mmera; kongruencya ta jest przecięciem kompleksu 
kwadratowego z kompleksem liniowym. Szesnaście punktów 
osobliwych powierzchni tworzy 40 par punktów sprzężonych, 
i 90 par punktów niesprzężonych; każdy punkt jest sprzężony 
z innemi pięcioma. 


Kongruencyę tę badali specyalnie. K u mm er (Berl. Abh. 1866), 
Reye (Crelle LXXXVI), Schur (Math. Ann. XV), Caporali (Lin- 
aei Mem. H,), Stahl :Crelle XCI), Hirst (London mat. Soe. IV), 
Sturm (Crelle LI). Wykład zupełny o tej i o innych kongruencyach 
znajdujemy w drugim tomie dzieła Sturma str. 117 i nast. 


Kongruencya (2,3) ma 5 punktów osobliwych S, stopnia 
2.go; 10 punktów S, stopnia l-go, a zatem 10 płaszczyzn oso- 
bliwych; każda z tych płaszczyzn przechodzi przez dwa punkty 
S i przez jeden punkt S. Każdy punkt &, jest sprzężony 
z każdym innym punktem 8, oraz z czterema punktami &;; 
każdy punkt S, jest sprzężony z trzema punktami ð, i z dwoma 
punktami S.. Przez każdą kongruencyę (2,3) przechodzi 10 
kompleksów czworościanowych; czworościan zasadniczy dla 
każdego z nich ma wierzchołki w trzech punktach Ś, i w je- 
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dnym punkcie S, niesprzężonym z żadnym z tych trzech pun- 
któw Są. 

Powierzchnia ogniskowa jest powierzchnią rzędu 4-go 
i klasy 6-ej, mającą 15 płaszczyzn osobliwych jako płaszczy- 
zny styczne podwójne wzdłuż stożkowych. 

Kongruencyę tę, prócz Kummera, Reyego. Hirsta (patrz 
wyżej),badali jeszcze: Stahl (Crelle X I), V oss (Math Am.XXHD), 
Schumacher (Untersuchungen über Strahlensysteme 3 Ord. und 2 
klasse Dis. Monachium 1885), 


Kongrnencya (2,4) jest porządku 2; ma koniecznie jeden 
promień podwójny, łączący dwa punkty osobliwe 3-go stopnia; 
ma dwa punkty osobliwe ð, stopnia 3-go, z sobą sprzężone 
6 punktów osobliwych $, stopnia 2-go i 6 punktów 5, stopnia 
1-go, a stąd 6 płaszczyzn osobliwych. Na każdej płaszczyźnie 
osobliwej mamy 1 punkt Y,, 2 punkty 5, i 2 punkty 5,. Każdy 
punkt $, nie jest sprzężony z jednym tylko z pozostałych pun- 
któw S,; punkt S, i punkt X, są zawsze sprzężone; każdy punkt 
5, nie jest sprzężony z trzema innemi punktami S, a jest sprzę- 
żony z jednym tylko punktem 5;. 

Powierzchnia ogniskowa jest rzędu 4-go. klasy 8-ej z 6 
płaszczyznami stycznemi wzdłuż stożkowych; płaszczyzny dwu- 
styczne obwodzą rozwijalną klasy +-ej, a płaszczyzny styczne — 
rozwijalną klasy 12-ej, która dotyka jej wzdłuż krzywej rzę- 
du 12 go. 

Przez kongruencyę (2,4) przechodzą trzy kompleksy czwo- 
rościanowe. Wierzchołkami czworościanu są dwa punkty S, i dwa 
punkty S, niesprzężone wzajemnie. 

Kongruencyę tę, prócz Kummera iinnych, wspomnianych 
wyżej antorów, badał specyalnie Stahl (Crelle XCVII). 


Kongruencya (2,5) ma trzy płaszczyzny osobliwe i jest po- 
porządku 3. Mamy tu 1 punkt S, 3 punkty S,, 6 punktów Ś, 
13 punkty S.; dalej trzy promienie podwójne łączące S z każ- 
dym z punktów 5,. 

Istnieje jeden tylko stożek osobliwy rzędu 4-go, zawiera - 


Kongraeneye rzedu 2-20 bez linij osobliwych ási 


jący wszystkie punkty osobliwe, prócz jednego punktn 5,: płasz- 
ezyzna osobliwa. odpowiadająca temu punktowi 5,, zawiera dwa 
inne punkty 54. 

Kongruencya (2.5) należy de jednego tylko kompleksu 
czworoscianowego, którego czworoscian ma swe wierzchołki 
w punktach 5,. 5;. 

Powierzchnia ogniskowa jest rzędu go, klasy 10 ej z 13 
punktami stożkowemi i 3 płaszczyznami stycznemi osobliwemi. 
Płaszczyzny dwustyczne obwodzą rozwijalną klasy 12-ej. a płasz- 
czyzny stateczne rozwijalną klasy 18-ej. Ta powierzchnia ogni- 
skowa nie jest jedyną powierzchnią rzędu 4-go z 13 punk- 
tami stożkowemi. 


Kongruencya (2,6); ma 1 punkt $;, 6 punktów 5,, + pun- 
kty 5,, 1 punkt S,, 1 płaszczyznę osobliwą, 6 promieni podwój- 
nych; wszystkie punkty 5, i jedyny punkt S, znajdują się na 
płaszczyźnie osobliwej. 

Rząd kongruencyi równa się 4: kongruencya należy do 
kompleksu czworoscianowego. Powierzchnia ogniskowa jest rzędu 
4-go, klasy 12-ej. ma 12 punktów podwójnych; nie jest je- 
dyna powierzchnią tego gatunku, Rohn dowiódł (Math. Ann. 
XXIX., patrz Sturm l. c. II, str. 271). że są cztery gatunki 
powierzchni rzędu +-go z 12 punktami podwójnemi. Rozwijalne 
dwustyczne i rozwijalne płaszczyzn statecznych są obie kla- 
sy 24-ej. 


Kongrurncya (2,6) ma £ punkty S, 8 punktów S„, 6 pro- 
mieni podwójnych, które są prostemi. łączącemi 4 punkty 84; 
rząd jej wynosi £. 

Odmiennie od innej kongruencyi klasy 6-ej, należy ona do 
kompleksu czworoscianowego, a wierzchołkami czworościanu są 
4 punkty 5,. 

Sześć promieni kongruencyi, znajdujące się na jednej płasz- 
czyżnie. tworzą zawsze sześciobok Brianchona. 

Powierzchnia ogniskowa ma 12 punktów podwójnych i nie 
jest ta sama co, dla kongruencyi (2,6), , lecz jest powierzchnią, 
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należącą do jednego z czterech odkrytych przez Rohna 
gatunków, o których mowa wyżej. 

Należy tu nadmienić, że kongrnencye (2,5), (2,4), (2,3, 
(2,2) można uważać wszystkie, jako przypadki szczególne kon- 
gruencyi (2,6y (Kummer l. c. 102, Sturm l. c. U, str. 294). 


Kongrnencya (2,7) ma 1 punkt Ś, i 10 punktów Ś,; 10 pun- 
któw podwójnych, które łączą jedyny punkt X, z 10 punktami 
S,: kongruencya jest porządku 5. 

Powierzchnia ogniskowa jest klasy 14-ej i ma 11 punktów 
stożkowych; rozwijalne dwustyczne i rozwijalne płaszczyzn sta- 
tecznych są odpowiednie klasy 40 i 30; powierzchnia ta nie 
jest jedyną powierzchnią o 11 punktach stożkowych; są 
i inne jeszcze, jak to znalazł R ohn. 


Kongruencyę rzędu 2-go tylko z punktami osobliwemi badał 
najprzód Kummer w cytowanej rozprawie (1866), potem nastąpiły 
inne prace wyżej wymienione i nadto zajmowali się temi kongruen- 
eyami: Caporali (Ace. Napoli 1879), Bertini (Ace. Lincei 
1879—80). Loria (Ace. Torino 1884—86), Maso ni (Acc. Napoli 
1883). W pracy Caporaliego znajdujemy piękny sposób two- 
rzenia (jedyny ) dla kongruencyj (7,2), (6, 2), (5, 2). 


$ 12 
Kongruencye rzędu 2-go z liniami osobliwemi, 


Kongruencye te należą do trzech następujących kategoryj:. 
I. Kongruencya tworzy się z cięciw krzywej skośnej, która 
może być tylko krzywą rzędu 4-go gatunku 1-go (p. Rozdz. X). 
Kongruencya ta jest klasy 6-ej i porządku 2. Jej powierzchnia 
ogniskowa jest rzędu 8-go i tworzy się z czterech stożków kwa- 
drykowych, przechodzących przez krzywą rzędu 4-go; cztery 
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wierzchołki stożków są punktami osobliwemi stopnia 2-go dla 
kongruencyi; linią osobliwą jest oczywiście krzywa rzędu 4-go 
skośna. 


II Kongruencya tworzy się z prostych, spotykających dwie 
krzywe, które są liniami osobliwemi; te krzywe być mogą: 

a) Dwiema stożkowemi z dwoma punktami wspólnemi. 
Kongruencya jest klasy 4-ej i porządku 2- go; punkty dwóch stoż- 
kowych są punktami osebliwemi stopnia 2-go, ale punkty wspól- 
ne obu stożkowym są osobliwemi stopnia 3-go; płaszczyzny obu 
stożkowych są osobliwemi stopnia 2-go, a dwie płaszczyzny 
styczne do obu stożkowych w ich punktach spotkania są osobli- 
womi stopnia l-go. Jeżeli weżmiemy pęk kwadryk, przechodzą- 
cych przez dwie stożkowe i w takim pęku dwa stożki nieznie- 
kształcone, to i wierzchołki tych dwóch stożków będą także pnn- 
ktami osobliwemi stopnia 2-go kongruencyi; powierzchnia oso- 
bliwa (rzędu 4-go) składa się z dwu takich stożków. 


b) Jedna zlinij osobliwych jest prostą, druga krzywą 
rzędu n-tego, przecinającą prostą w n—2 punktach. Kongruen- 
cya jest klasy m, porządku 0. Każdy punkt prostej osobliwej 
jest punktem osobliwym stopnia «-tego, każdy zaś punkt na 
krzywej jest osobliwym stopnia l-go; każda płaszczyzna przecho- 
dząca przez prostą, jest płaszczyzną osobliwą stopnia 2-go. Po- 
wierzchnię ogniskową tworzy ogół wszystkich płaszczyzn stycz- 
nych, poprowadzonych z prostej do krzywej, jest ona przeto 
rzędu m—2 (n—2), jeżeli m jest klasą krzywej skośnej. Promie- 
niami podwójnemi kongruencyi są dwusieczne krzywej, popro- 
wadzone z punktów prostej; tworzą one powierzchnię prostoli- 
niową rzędu 2(n—1)— 4m. 


III. Kongruencya tworzy się z promieni, przecinających 
raz jeden tylko pewną linię osobliwą; mogą tu zachodzić nastę- 
pujące przypadki: 

a) Linia osobliwa jest prostą; porządek kongruencyi równa 
się zeru; kongruencya być może: (1) kongruencyą (2,2) wszyst- 
kich prostych, stycznych do kwadryki i przecinających daną 
prostą; (2) jedną z kongruencyj (2, Żu—2) prostych stycznych 
w punkcie do powierzchni rzędu u, mającej prostą (u—2)-krotną 
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i opierających się na tej prostej w innym punkcie: (3). jedną 
z kongrneneyj (2, m} prostych. powstających przez ustanowienie 
odpowiedniości (2,m) pomiędzy punktami prostej a płaszczyzna- 
mi pęku przez nią przechodzącego, i zbudowanie pęków pro- 
stych ze środkiem w punkcie prostej. a których płaszczyzny od- 
powiadają punktowi nważanemn. Tego gatunku (3) nie znaj- 
dujemy u Knnmera. 

b; Pinia osobliwa jest rzędu n>l; z każdego jej punktu 
wychodzi pęk promieni kongruencyi i nadto inny promień osob- 
ny. Klasa kongruencyi równa się rzędowi krzywej osobliwej, 
która musi być wymierną. Płaszczyzny pęhów promieni, wy- 
chodzących z punktów krzywej osobliwej, muszą być stycznemi 
do stożka kwadrykowego, którego wierzchołek jest także punk- 
tem<sobli wym kongrnencyi. Porządek kongruencyi wynosi n—1. 
Kongrnencya tworzy się ze stycznych stożka kwadrykowego. 
Ten gatunek obejmuje następujące podgatunki: (1). krzywa wy- 
mierna rzędu n leży na stożku kwadrykowym i przechodzi n—2 
razy przez jego wierzchołek; (2). krzywa wymierna rzędu n nie 
leży na stożkn ale jest wzajemnie z nim rzutowa, t. j. jej punkty 
odpowiadają jednoznacznie płaszczyznom stycznym stożka, i każ- 
dy punkt znajduje się na odpowiadającej mu płaszczyźnie 
stycznej. 

e) Linia osobliwa jest rzędu n>l. z każdego jej punktu 
wychodzi stożek kwadrykowy prostych kongruencyi i nie wy- 
chodzi żaden inny promień. Porządek kongrnencyi wynosi 4—2 
Rozróżmamy następujące przypadki: 11). Stożek kwadrykowy 
rozpada się na dwie płaszczyzny, kongruencya jest klasy 2» 
itworzy się z promieni, stycznych do stożka kwadrykowego 
i przecinających krzywą płaską rzędu n, przechodzącą x -1 razy 
przez wierzchołek stożka. Gatunki następne, nie badane 
przez Kummera, odkrył Sturm. W przypadku (2) stożek 
kwadrykowy wychodzi z punktu linii osobliwej niezniekształ- 
conej; ta linia jest stożkowa; kongruencya składa się zpro- 
stych, przecinających tę stożkową i stycznych do powierzchni 
rzędu +4-go, której ta stożkową jest krzywą podwójną, i mającej 
jeszcze 4 punkty stożkowe. Kongruencya jest klasy 4:ej, 
(3) Stożek nie jest zniekształęonym. a linia osobliwa jest krzywą 
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sześcienna płaską z punktem podwójnym. Kongrnencya jest 
klasy 6-ej i powstaje w ten sposób: bierzemy w przestrzeni 4 
punkty; sześć łączących je prostych. spotykają się na krzywej 
sześciennej; wszystkie stożki kwadrykowe, mające wierzchołki 
na tej krzywej i przechodzące przez cżtery punkty obrane oraz 
przez punkt podwójny sześciennej, tworzą kongruencyę (2,6); 
(4) Stożek nie jest zniekształcony, a linią osobliwą jest krzywa 
sześcienna skośna; kongruencya jest klasy 6-ej i powstaje w ten 
sposób: na krzywej sześciennej skośnej bierzemy 4 punkty, przez 
jeden z nich P prowadzimy cięciwę przecinającą krzywą w pią- 
tym punkcie Q; wszystkie stożki kwadrykowe, mające wierz- 
chołki na krzywej sześciennej, przechodzącej przez 4 punkty, 
i styczne w punkcie P do cięciwy PQ, tworzą kongruencyę. Sześć 
prostych, łączących 4 pnnkty, są przecięciami podwójnemi kon- 
gruencyi, a 4 punkty są punktami osobliwemi stopnia 4-go. 

Kongruencyami rzędu 2-go z liniami osobłiwemi zajmował się 
pierwszy Ku m mer w wielokrotnie cytowanej rozprawie z r. 1866. 
Rozpoczął on ich klasyfikacye ale pominął niektóre gatunki. Klasy- 
tfikacyę zupełną podał Sturm (Math. Ann. XXXVII i rozprawa cy- 
towana), O tych kongruencyach traktuje ostatni rozdział 2-go tomu 
dzieła Sturima. Zajmował się niemi także Montesano (Ace. 
Torino 1892, Rend. Lincei (4) I, Rend. Palermo VI, Ist. Lomb. 1893), 
który badał odwzorowanie ich na płaszczyźnie. 


O kongruencyach rzędu wyższego nad 2-gi mało dotąd mamy 
prac, Kongruencyę (3,3) badał Roccella w rozprawie: „Sugli 
enti geometriei dello spazio di retie ete.“ (1882), w której rozpatruje 
kongruencyę szczególną, utworzoną przez trzy pęki rzutowe komplek- 
sów liniowych. Kongruencye rzędu 3-go i wyższego badali jeszcze 
Hirst (Proc. London Soc. XIV, XVI, XVII; Rend. Palermo I)i Fano 
Acc, Torino 1894— 96). 
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$4. 
Geometrya kul. 


Niechaj będzie pięć kul, danych (w spółrzędnych Descar- 
tes'a) przez równanie: 


s, == (z—a,)* + (y—6, j} — ESAN nan R? = 0 U=], 2an- 5); 


równanie każdej innej kuli w przestrzeni wyrazi się w ten spo- 
sób: 
8 SE s42, F Sag > Fly F 847, 8,0, =O, 


gdzie z, ..z, są wielkości, zależne od specyalnej rozpatrywa- 
nej kuli. Te wielkości x można uważać za spółrzędne 
jędnorodne kuli w przestrzeni, a pięć kul danych za kule 
podstawowe układu spolrzędnych. 

Jeżeli uważać będziemy kulę jako element przestrzeni, to 
oczywiście ogół wszystkich kul stanowić będzie 
przestrzeń liniową czterowymiarową, gdy ogół 
wszystkich prostych przestrzeni tworzy, jak już wiemy, prze- 
strzeń kwadratową czterowymiarową. Ten układ spółrzędnych 
stosował w badaniach swych Loria. Inny układ spółrzędnych 
niejednorodnych, stosowany przez Reyego, jest następujący: 
Nazwijmy potęgą punktu względem kuli iloczyn od- 
ległości punktu od dwóch punktów kuli, leżących z danym na 
jednej prostej (iloczyn ten nie zmienia się przy zmianie prostej 
poprzecznej, przez punkt dany przechodzącej); trzy spółrzędne 
a, Ë, y środka kuli i potęga p początku spółrzędnych Descartes'a 
względem kuli (wyrażeniem tej potęgi jest p=a*--8*—1*— A?) 
można uważać za spółrzędne kuli w przestrzeni. 

Spółrzędne z, mają własność (analogiczną 
do własności spółrzędnych jednorodnych pun- 
któw albo płaszczyzu) taką, że ich przekształ- 
cenie liniowe odpowiada geometrycznie zmia- 
nie układu pięciu kul podstawowych na układ 
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pięciuinnych, mających jako spółrzędne wzglę- 
dem kul pierwotnych spółczynniki podsta- 
wień liniowych odwrotnych względem podstawień 
danych. 

Nadto: jeżeli przekształcimy przestrzeń 
kul za pomocą przekształcenia przez pro- 
mienie odwrotne, to spółrzędne kul prze- 
kształconych względem pięciu kul podsta- 
wowy:ch przekształconych będą te same, co 
spółrzędne kul pierwotnych względem kul 
podstawowych pierwotnych. 

Połóżmy: 


2Ry = 28, = R? + R? -|(a — a)? + bi- BY + (7:— „sę | ; 


wyrażenie 24h, nazywa się niezmiennikiem dwu kul pod- 
stawowych (i (j); znikanie tego niezmiennika jest 
warunkiem koniecznym i dostatecznym nato, 
aby kule były ortogonalne. 

Jeżeli wszystkie wyrażenia Ry są zerami, t. j. jeżeli każde 


dwie kule są ortogonalne, mamy tedy związek © 0 (Dar- 


b ou x. Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces, 
Paryż 1873, str. 135). 

Jeżeli R jest promień jakiejkolwiek kuli o spółrzędnych 
«,(1=1,2,3,4,5), mamy wzór: 


skąd wynikają odrazu warunki, którym zadość czynić winny 
spółrzędne z, aby kula miała promień zero, t.j. sprowadzała się 
do punktu, zwanego punktem— kulą, albo też miała 
promień nieskończony, t. j. stawała się płaszczyzną, zwaną 
płaszczyzną— kulą. 

Punkt=—kulę uważać można jako ortogo- 
nalny do kuli, na której się znajduje; dwa pun- 
kty—kule są ortogonalne, jeżeli zlewają się. 
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Jeżeli R., jest bieguuową bieguna ydla formy Rn =£ B 2:2, 
7 


to niezmiennik jednoczesny dwu kul o spół- 
rzędnych (2) i (y) równa się: 


Ray 


z, ŻY, 


Warunkiem nato. aby dwie kule (4), (y) były 
styczne, jest: 


Hy Rze — (R, )? = 0. 


Podobnie jak w geometryi linii prostej, mamy w geometryi 
kuli także kompleksy kul kongruencye kulit.d. 

Wszystkie kule kompleksu liniowego są 
ortogonalne do jednej i tej samej kuli. 

Wszystkie punkty—kule przestrzeni tworzą oczywiście 
kompleks kwadratowy, którego równaniem jest X) R x.x, =0; 
jeżeli przyjmiemy, że pomiędzy wielkościami « zachodzi nowe 
równanie kwadratowe. będziemy mieli inny kompleks kwadra- 
towy kul; kongruencya rzędu 4, wspólna tym dwóm kompleksom, 
będzie utworzona tylko z punktów—kul. Godne uwagi jest twier- 
dzenie: 

Miejscem tych dwóch co? punktów—kul 
jesteyklida (patrz Rozdz. XII, $ 7). 

W ogólności: 

Miejscem punktów—kul kompleksu rzędu» 
jestpowierzchnia rzędu 2n, dla której linią 
n-krotną jest koło urojone w nieskończono- 
ścijmiejscem punktów—ku] kongruencyi rzę- 
dunjest krzywa rzędu 2n. 

Z tego to punktu widzenia Loria badał cyklidy i roz- 
klasyfikował je, o czem była mowa w Rozdz. XII. 


Pierwsze pomysły zdziedziny Geometryi kul zawdzięczamy Liemu 
(Comptes rendus Rend. 1871, Math. Ann. V); potem zajmowali się nią 
Reye (Synthetische Geometrie der Kugeln, Lipsk 1879; Crelle IQ), 
Loria (Mem. Torino 1884, Acc. Torino 1885). Praca tego osta- 
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tniego autora zawiera wykład systematyczny, z którego zaczerpnę- 
liśmy powyższe wiadomości. Związkami metrycznemi, odnoszącemi 
się do kul w przestrzeni, zajmowali się: Frobenius (Crelle 
LXXIX) i Darboux (l. c. Annales de I Ecole norm sup. 1872), 
patrz też Salmon-Fiedler l.c. Nit.d. O wyznaczeniu pun- 
ktu—kuli, przechodzącej przez trzy punkty dane i o związku 
tego zagadnienia z zagadnieniem o konstrukcyi kół, stycznych do 
trzech kół danych, patrz Casey (Trans. Irish. Acad. 1866) i Ca y- 
ley (Ann. di mat. 1). 


ROZDZIAŁ XV. 


GEOMETRYA LICZĄCA. 


$1. 
Rzeczy ogólne. Zasada zachowania liczby. 


Geometrya licząca (Abzahlende Geometrie, geome- 
tria numerativa) zajmuje się zagadnieniami, wktó- 
rych szukamy liczby określonych form geome- 
trycznych, czyniących zadość warunkom da- 
nym. Tak np. ile w pękustożkowych jest stożkowych stycznych 
do prostej; ile jest krzywych rzędu +-go z punktem potrójnym 
przechodzących przez 10 punktów danych? i t. d. 

Ustanowiwszy definicyę formy geometrycznej, przyjmiemy, 
że istnieje oo” indywiduów, czyniących tej definicyi zadość, t. j. 
przyjmiemy, że w przedstawieniu analitycznem tej formy pozo- 
staje c stałych nieoznaczonych; liczba c nazywa się zwykle 
liczbą stałych formy. 

1 Dla punktu na płaszczyznie jest c=2, 
dla punktu w przestrzeni c=. 

2. Dla płaszczyzny w przestrzeni jest c=3. 

3. Dlaprostej na płaszczyżnie jest c=2, 
w przestrzeni c=4, 

4. Dla trójkąta w przestrzeni c=9, dla 
trójkąta na płaszczyźnie c=6. 
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5 Dla wielokąta płaskiego o n bokach 
w przestrzeni jest c=2n--3. 

6. Dla wielościanu o k ścianach :c=k+6 
(Hoppe, Grun. Archiv LV, Schubert, tamże LXIII). 

T. Dla krzywej (położonej na płaszczyźnie danej) 
rzędu ń, klasy», z d punktami podwójnemi, 
óstycznemi podwójnemi, « przegięciami jest: 


e=3 + n(n48)—t - 2r=8+-»(04-8)—0 21. 

8. Dla powierzchni ogólnej rzędu n jest: 
6 = + (n--L) (0-2) (+3) — 1. 

9. Dla kompleksu prostych ogólnego rzę- 
dunjest: =5 (u--1) (n42? (n+3)— 1. 
(Lüroth, Crelle LXVI. Voss, Math. Ann. IX). 


Jeżeli y wyraża warunek. któremu poddajemy formę geo- 
metryczną, daną przez definicyę, zinny warunek, wtedy warunek, 
wynikający z połączenia obu, wyrażamy przez yz i nazywamy 
iloczynem obu warunków yiz. Tak np. jeżeli g wyraża 
warunek, aby prosta przecinała prostą daną, y, warunek, aby 
prosta przechodziła przez punkt określony, to yg? wyrażać 
będzie warunek, aby prosta przechodziła przez punkt dany 

opierała się na prostej danej; y* warunek. aby prosta opierała 
się na dwóch prostych danych i t. p. 

Warunek dany nazywamy warunkiem wymiaru a dla 
danej formy geometrycznej, jeżeli prowadzi do a równań pomię- 
dzy c stałemi formy, t.j. jeżeli istnieje 0o*-* form, czyniących 
zadość temu warunkowi. Ogół wszystkich oo” `“ form, czynią- 
cych zadość warunkowi wymiarua, nazywa się układem ga- 
tunku c—a: i tak: krzywa jest układem gatunku 1, kompleks 
promieni układem gatunku3-go, powierzchnia prostoliniówa ukła- 
dem promieni gatunku 1-go i t. d. 

Wymiar warunku, będącego iloczynem in- 
nych warunków, równa się sumie wymiarów 
czynników. 
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Niechaj c będzie liczbą stałych formy geometrycznej, którą 
poddajmy warunkom o wielokrotności r. wtedy w ogólności ist- 
nieć będzie liczba skończona A indywiduów torm, czy- 
niących zadość tym warunkom. Przez przemianę poło- 
żenia wzajemnego elementów formy lub przez 
odpowiednie wyspecyalizowanie liczba Nalbo 
się nie zmienia, albo też staje się nieskończo- 
ną. Zasada ta nazywa się zasadą zachowania liczby 
(Schubert). Pojmowana algebraicznie, wyraża ona, żerównanie, 
jeżeli w jakikolwiek sposób zmieniamy wartości jego spółczynni- 
ków albo ma zawsze tęż samą liczbę pierwiastków, albo staje się 
tożsamoscią, przez co liczba jego pierwiastków staje się nieskoń- 
czoną. Zasada ta jest bardzo użyteczna, albowiem przez wy- 
specyalizowanie elementów formy można znakomicie uprościć 
rachunek liczby indywiduów, czyniących zadość warunkom da- 
nym. Pokaże to przykład następujący: 

Chcemy wyznaczyć liczbę prostych, opierających się na 
czterech prostych danych. 

Wyspecyalizujmy położenie tych czterech prostych, n 
przyjmijmy. że dwie z nich przechodzą przez punkt P, dwie 
drugie przez punkt +’; wtedy widać, że istnieją dwie proste, 
opierające się na czterech danych, są niemi: prosta, łącząca pun- 
kty Pi P' i prosta przecięcia dwóch płaszczyzn, na których po- 
łożone są dwie pary prostych. Na mocy powyższej zasady mo- 
żemy twierdzić, że istnieją zawsze dwie proste, 
opierające się naczterech prostych danych. 
Jest jasnem, że specyalizując w inny sposób położenie prostych 
(przyjmując np., że trzy z nich znajdują się na jednej płaszczyź- 
nie, albo że trzy z nich przechodzą przez jeden punkt i t. d.), 
możemy otrzymać liczbę nieskończoną szukanych prostych. 

Tej zasady, którę można uważać za postulat, zastosowania 
są bardzo rozmaite. 

Zasadę tę, wypowiedzianą wyrażnie przez Schuberta 
(patrz niżej), można przedstawić czterema różnemi sposobami, 
które uważać można za wnioski z zasady (patrz cytowane 
niżej dzieło Schuberta str. 12 i 334). 
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Rachunek symboliczny warunków. Wzory na incydencyę i koincydencyę. 
Twierdzenia o styczności. 


Do rozważań. o których mówimy, wprowadza się rachunek 
symboliczny. 

Jeżeli formę o liczbie stałych równej ¢ poddajemy warun- 
kowi » wymiaru c, otrzymujemy skończoną liczbę indywiduów, 
czyniących zadość temu warunkowi; liczbę tych indywiduów 
oznaczać będziemy także literą », wyrażającą warunek. Można 
wtedy nstanowić pewne związki lub tożsamości zasadnicze po- 
między symbolami, wyrażającemi różne warunki, jakim podda- 
jemy formę, aby ta była określona skończoną liczbą 
sposobów. Niechaj np. p będzie symbolem warunku. by punkt 
znajdował się na płaszczyźnie; P symbolem warunku, by punkt 
znajdował się stale w miejscu specyalnem, wtedy możemy wi- 
docznie napisać symbolicznie p*=P, gdyż oba wyrazy mają 
wartość liczebną równą 1. 

Można w ten sposób ustanowić związki tylko pomiędzy 
warunkami jednego wymiaru c. ale przy pomocy następującej 
umowy można nadać znaczenie i związkom pomiędzy warun- 
kami wymiaru jakiegokolwiek u< e. 

Niechaj będą rozmaite warunki ».v',v"..... wymiaru a 
i niechaj y będzie jakimkolwiek warunkiem wymiaru c--a. Po- 
mnożywszy v, », v”... przez y, otrzymamy warunek wymiaru c. 
Otóż rozumieć będziemy, że pomiędzy warunkami » zachodzi 
związek, jeżeli pomnożywszy każdy wyraz tego związku przez 
jakikolwiek warunek y, otrzymamy związek (pomiędzy warun- 
kami wymiaru c), istniejący faktycznie w znaczeniu wyżej wska- 
zanem, Tak np. jeżeli p, wyraża warunek, aby punkt znajdo- 
wał się na prostej, to będzie oczywiście p? = pg. Istotnie mno- 
żąc obie strony np. przez p, mamy p” = pp,— związek faktycz- 
nie istniejący, gdyż obie strony jego mają wartość liczeb- 
ną 1. 
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ACO ZZA 4 
W ogólności do równań symbolicznych, 
ojakich tu mowa. stosują się wszystkie pra- 
widła arytmetyczne o dodawaniu, odejmowa- 
niu i mnożeniu. 
Związki zasadnicze są następujące: 


p = pa; p* = pr =P; 
P, p,. P są symbolami, wyrażającemi warunki na to, aby punkt 
znajdował się na płaszczyźnie, na prostej, wreszcie aby był 
ustalony; 
t = ey; e =ee, = E; 


e. °g. E są symbole, wyrażające warunki na to, aby płaszczyzna 
przechodziła przez punkt, przez prostą, wreszcie aby była ustalona; 


Y? = Yot Ye; JgYyp="J=Jg:; JJ = G =tg; 
G =g" = gą”; 


9 F- Yp, ts, (1 są symbole, wyrażające warunki na to, aby prosta 
przecinała prostą, aby znajdowała się na płaszczyźnie, aby prze- 
chodziła przez punkt, aby należała do pękn, aby wreszcie była 
ustalona. 

Nazywamy wpadającemi na siebie punkt i pro- 
stą, płaszczyznę i prostą, punkt i płaszczyznę, jeżeli należą do 
siebie, t. j. jeżeli punkt znajduje się na prostej, prosta na 
płaszczyżnie, punkt na płaszczyźnie; nazywamy wpadającemi 
na siebie—dwie proste spotykające się. Nazywamy wzorami 
naincydencyę (naprzynależność) wszystkie równania pomię- 
dzy warunkami, wyrażającemi te cztery incydencye. 

Otosąte wzory: 


PI = Pa T9 = PH; Pg ZP*+9:; 
PIs = P’ 9p = G + Pg = G +p*ge; 
prosta g i punkt p należą do siebie; 


eg=gr + e= gp +e; ege=gp et; ege = eg, =G--e*g=G--2*94, 
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płaszczyzna e i prosta y należa do siebie; 
p*— pepe — e=; p'e—-płe* peł =0, 
punkt p i płaszczyzna e należą do siebie; 
Eye yehy=Fte=ghr-H=O; Gl>gp(hy--h)-+-(979e)'1-9 H=0; 
Gh,— gds+ yH =0; Gh,—gl,-g,H=0; 


symbol 4 podobnie jak i g jest symbolem prostej, proste g i h 
przecinają się. 

Liczne są zastosowania tych wzorów, ale nie możemy za- 
trzymywać się nad niemi, a odsyłając po nie czytelnika do dzieła 
Schuberta, podamy tylko kilka przykładów. 

Rozważmy układ pojedyńczo- nieskończony wszystkich 
prostych stycznych do krzywej skośnej wraz zich punk- 
tami styczności; wziąwszy układ pojedyńczo —nieskoń- 
czony krzywych skośnych, będziemy mieli układ podwójnie 
nieskończony (gatunku 2-go) prostych i punktów do niej 
należących. Dla tego układu symbol p* przedstawia warunek 
na to, aby jeden z punktów znajdował się jednocześnie na dwóch 
płaszczyznach danych, t.j. na prostej danej; stąd symbol ten 
przedstawia także liczbę krzywych układu, przeciętych przez 
prostą daną. Podobnież symboly, przedstawia liczbę stycznych 
układu, leżących na płaszczyźnie danej, a więc także liczbę krzy- 
wych układu stycznych do płaszczyzny danej; pg przedstawiać 
będzie liczbę punktów układu które znajdując się na płaszczy- 
żnie danej, odpowiadają prostym, przecinającym prostą daną. 
Z wzoru tedy pg =2*--g. wynika twierdzenie : 

Niechaj będzie układ pojedyńczo-nie- 
skończony krzywych skośnych; jeżeli do licz- 
bykrzywych, przecinających prostą daną, do- 
damy liczbę krzywych stycznych do płasz- 
czyzny danej, znajdziemy liczbę krzywych 
układu, przecinających płaszczyznę w ten 
sposób, że styczne w punktach spotkania spo- 
tykają prostą obraną; albo inaczej, znaj- 
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dziemy stopień krzywej jako miejsca pun- 
któw styczności wszystkich stycznych do 
krzywych układn.które tostyczne przecinają 
prostą obraną (Zeuthen, Compt. rend. 1872.. 

Niechaj » będzie rzędem krzywej płaskiej, »—warunkiem 
na to, aby krzywa przecinała prostą daną przestrzeni, u—wa - 
runkiem na to, abv jej płaszczyzna przechodziła przez punkt 
dany, P—warunkiem na to. aby ta płaszczyzna przechodziła 
przez punkt dany. Jeżeli rozważać będziemy układ potrójnie 
nieskończony tych krzywych, będziemy mieli układ podwójnie 
nieskończony punktów, płaszczyzny zaś krzywych tworzyć będą 
układ podwójnie nieskończony. Wzór na przynależność, to jest 
pp” e+p e—e*=0 zamienia się na następujący P= uv—nu?, 
gdyż p =P, e=m p?*=» i nadto e3— u =0(0.a w układzie 
podwójnie nieskończonym krzywych nie można 
w ogóle zadośćuczynić warunkowi (potrójnemu), aby krzywa 
znajdowała się na płaszczyźnie dowolnie danej. t. j. aby płasz- 
czyzna krzywej przechodziła przez trzy punkty dane. Otóż 
związek poprzedni przedstawia warunek P przy pomocy wa- 
runków v, m; stąd, jeżeli mamy tablicę, dającą nam wartości m, y. 
p, otrzymamy wartość na P. Tak np. niechaj będzie układ 
podwójnie nieskończony stożkowych w przestrzeni, a mia- 
nowicie układ wszystkich stożkowych, stycznych do trzech płasz- 
czyzn danych i przecinających trzy proste dane: jeżeli przez og 
oznaczymy warunek na to, aby stożkowa przestrzeni była stycz- 
na do płaszczyzny. to warunek, któremu czynią zadość wszystkie 
takie stożkowe, wyrazi się przez »*g"”. Pomnożywszy obie strony 
poprzedzającego związku przez »*g* (i z uwagi, że w uważanym 
przypadku n=?) będziemy mieli : 

Pyig' = urto’ — Żuży'g*. 

Z tablic, podanych niżej w $ 4, mamy: 

uro = 72, ur’ o’ = 24, 
przeto : 
Py’ = 24, 


t. j. w naszym układzie stożkowych jest 24 stożkowych, prze- 
chodzących przez punkt dany. 
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Nazywamy złewającemi się dwa elementy 'dwa pun- 
ktv, dwie proste, dwie płaszczyzny) nieskończenie blizkie  Od- 
powiadające im wzory nazywają się wzorami koincyden- 
cyi; takim jest wzór, zwany zasadą odpowiedniości 
Chasles'a (patrz Rozdz. I, $ 2). 

Niechaj będzie układ pojedyńczo - nieskończony par pun- 
któw taki, że w nim jest p par, mających wspólny punkt pierw- 
szy, i4 par, mających wspólny punkt drugi: mechaj y będzie 
prosta, łącząca punkty jednej pary. Stąd, jeżeli przez g ozna- 
czymy liczbę takich prostych łączących, które przecina prosta 
dowolna przestrzeni; jeżeli e oznacza liczbę koincydencyj. t.j. 
liczbę, wyrażającą ile razy dwa punkty pary zlewają się, będzie 
e=p—q9—g. Jeżeli prosta, łącząca dwa punkty jednej pary. 
ma położenie stałe, wtedy y=0 i będzie £=p-]-4, co odpo- 
wiada wzorowi odpowiedniosci Chaslesa. Z tego 
wzoru otrzymujemy wiele innych, np. dwa następujące: 

eg = PHH n: ep = pAg- 
które interpretujemy w sposób następujący: 

Jeżeli dany jest układ potrójnie nie- 
skończony par punktów, to snma liczby par, 
mających pierwszy element stały, liczby par, 
mających drugielement stały, i stopnia kom- 
pleksu prostych. utworzonego przez proste, 
łączące punkty odpowiednie jednej pary, 
równa się liczbie wyrażającej, ile razy dwa 
odpowiadające sobie punkty zbliżają się nie- 
ograniczenie w kierunku, przechodzącym przez 
punkt stały dawolny. 

Dlaukładn podwójnie nieskończonego par 
punktów różnica pomiędzy liczbą par pun- 
któw, znajdujących się odpowiednio na usta- 
lonych zgóry płaszczyznach, a liczbą par pun- 
któw, dla których prosta, łącząca dwa punkty, 
znajduje się na ustalonej z góry płaszczyźnie, 
równa się rzędowi krzywej skośnej, będącej 
miejscem koincydencyj. 


Pascal. Rep. II 32 
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Zasadę cdpowiedniości Chasles'a rozciągnęli na płaszczyznę i na 
przestrzeń Salmon (Geom, of three dim. 1865, str. 511), Zeu- 
then (Compt. rendus 1874) i Sehubert (Math. Aim. X i dzieło 
Abzahlende Geometrie. Lipsk 1879. str. 45) 

Z tychże zasad wypływają następujące ważne twierdzenia: 

Niechaj będzieukładpojedyńczo-nieskoń- 
czony krzywych płaskichiinna krzywa rzędu 
niklasy m. Jeżeli », o są t. zw. dwie charakterystyki 
układnkrzywych płaskich, t.j. liczby wyra- 
żające,ilekrzywychukładnu przechodzi przez 
jeden punkt.orazilekrzywych dotyka jednej 
prostej, wtedy będzie no+myr krzywych ukła- 
du, stycznych dokrzywej danej. Podobnie: w ukła- 
dzie pojedyńczo - nieskończonym krzywych 
skośnych jest nomy krzywych, stycznych do 
powierzchni rzęduni klasy w, jeżeli o ozna- 
cza liczbę krzywych stycznych do płaszczyzny, 
y zaś liczbę krzywych, dotykających prostej. 

Punkty styczności dwóch układów poje- 
dyńczo-nieskończonych krzywych płaskich 
ocharakterystykach n,04:74.04, tworzą krzy- 
wą rzędu rno trior, styczne zaś wtych pun- 
ktachobwodzą krzywą klasy » 04-—0,)'9 +04 02. 

Uogólnienie pierwszego twierdzenia jest następujące: 

Ustanówmy na płaszczyźnie odpowiedniość 
pomiędzy punktamia prostemi taką, że każ- 
lej prostej odpowiada o punktów na niej, każ- 
demupunktowi—»prostych,przezeń przechodzą- 
cych, wtedy zdarzy się wo--aw razy, żejedna 
ztych prostych jest styczna w jednym z odpo- 
wiadających jej punktów do krzywej płas- 
kiej rzędun iklasy m. 

Z tego twierdzenia wypływa zasada odpowiedniości Brilla- 
Cayleva (patrz Rozdz. VI, $ 4), będąca rozciągnięciem zasady 
odpowiedniości € haslesa, odnoszącej się do prostej (patrz 
$ 18 dzieła Schuberta), na odpowiedniości krzywych ja- 
kiegokolwiek rodzaju. 
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Płodność i sposób stosowania tych twierdzeń pokażemy na 
przykładzie: 

Szukajmy, ile jest stożkowych na płaszczyźnie, stycznych 
do pięciu danych stożkowych. Oznaczmy przez 5 warunek na 
to, aby stożkowa pewnego układu była styczna do innej stoż- 
kowej ustalonej: przez u— warunek na to, aby jej płasz- 
czyzna przechodziła przez punkt dany: wtedy warunek na to, 
aby stożkowa układu płaskiego była styczna do pięciu 
stożkowych, wyrazi się przez uł 6. Na zasadzie poprzedzają- 
cego twierdzenia, biorąc m==n=2, mamy: S=no— my == 29--2y, 
a więc warunek szukany wyrazi się w ten sposób: 


uN == p otr == 2'u'(o*-0g*v + 109*9*10g*v3+-00v1+ 07). 


Z rablie w $ 4, biorąc wartości na a*g*, noty it. d., znaj- 
dziemy : 
pS = 95, 102 = 3264, 


Teorya charakterystyk. 


Dajmy w płaszczyżnie układ pojedyńczo - nieskończony 
stożkowych; niechaj z będzie warunkiem 1-go wymiaru (poje- 
dyńczym), » i o niechaj przedstawiają warunki na to, aby stoż- 
kowa układu przechodziła przez punkt i aby dotykała prostej. 

Teorya charakterystyk bierze początek z następującego 
spostrzeżenia Chasles'a. które tenże uważał za twierdzenie 
ogólne, gdy tymczasem Halphen wykazał później, że twier- 
dzenie to nie stosuje się do wszystkich przypadków. 

Warunekz w wieln przypadkach wyraża 
się liniowo przezyigęwzoremz=«»—-5g, gdzie 
a i B są liczby zależne jedynie od warunku z. 
Liczby »ig nazywają się charakterystykami 
układu stożkowych. 
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To twierdzenie, barizo ważne w geometryi liczącej stożków veli, 
znalazł empirycznie € has le» (Comptes rend. 1864). wypowiedział 
ję bez dowodzenia i wskazał rozmaite jego zastosowania. Dowody 
twierdzenia podali Clebsch (Math. Am. VI. Halphen (Buli. 
Soc, mat. I, Schuberti Hurwitz (Gott. Nachr. 1876. patrz 
także Abzihlende zeom. $ 38). Brill (Math. Ann X}it. d. 

Twierdzenie ( bhaslena. jak powiedziano, nie jest prawdziwe 
dia każdej wartości z, Pokazał to Halphen (Compt. rend, LXXXNIIT, 
str. 537 i 836; Proc. Lond. math. Soc. IX, X: Math. Ann. XV. Journal 
de FEcol. polyt. XLV). 


Halphen doszedł do następującego reznltatn: 

Aby twierdzenie Chaslesa miało miejsce, 
t. j- aby y mogło być wyrażone wzorem c==av--fo, 
gdzie aif od z nie zależą, jest koniecznem, 
by liezba stożkowych. czyniących zadosti 
warnnkowizi mających stycznosć rzędu 3-go 
zkrzywą dana, wynosiła af. 

Z twierdzenia Ohasles'a wynika wniosek. wypływający 
też z twierdzenia, podanego przez na» w $ 2 o liczbie krzywych. 
stycznych do krzywych danych. 

Aby otrzymać liczbę stożkowych układu, 
stycznych do krzywej rzędunni klasy m, dość 
we wzorze Chaslesa położyć a=m. B=n. 

Można postawić zagadnienie ogólniejsze od zagadnienia 
Chasles'a, mianowicie: 

Dany jest układ form geometrycznych jakichkolwiek 
k-krotnie nieskończony; czy istnieje skończona liczba wa- 
runków k-krotnych takich, że każdy inny warunek k-krotnyv z 
wyraża się przez warunki poprzednie za pomocą wzoru linio- 
wego ze spółczynnikami, zależnemi tylko od warunku =? Te wa- 
runki k-krotne w liczbie skończonej nazwać można charak- 
terystykami układu. 

Czyniono wiele prób rozwiązania tego zagadnienia: sam 
Chasles był zdania, że dwie charakterystyki v i ọ wystarczyć 
mogą nietylko dla stożkowych lecz i dla każdej krzywej płaskiej. 
Halphen rozciągnął te rozważania na stożkowe w przestrzeni 
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i na kwadryki (Bull. Soc. math. III): Cremona spostrzegł, że 
dla układu potrójnie nieskończonego stożkowych można ustano- 
wić trzy charakterystyki, któremi są: liczba stożkowych, prze- 
chodzących przez dwa punkty; liczba stożkowych , przechodzą- 
cych przez jeden punkt i stycznych do prostej; liczba stoż- 
kowych stycznych do dwóch prostych (Compt. rend. LXIX, 
str. 76); Schubert poświzcił cały rozdział swego dzieła temu 
zagadnieniu, które stara się rozwiązać dla pewnych prostych 
układów form. 

Pierwsze bardzo liczne prace o teoryi charakterystyk ogłosił 
Chasles (Compt. rend. 1864. głównie 27 czerwca 1864); niektóre 
z nich dały powód do polemiki z De Jonquierexsem. Listę od- 
nośnych publikacyj znaleść można w cyt. dziele Loria.: Stan teoryj 
geometra Warszawa 1889, Dalej ogłosili w tym przedmiocie prace: 
Cayley (głównie w Phil. Trans. 1868). Salmon (patrz jego dzieło 
o krzywych płaskich), Cremona (Compt. rend. 1864 i także Introd. 
ad una teoria geom., delle cuvre piane ete.) Zeuthen (patrz np. 
Bull. des sciences math VH). Krótki wykład znajdujemy w „Geo- 
wetryi$ Clebseha-Lindemanna; dużo wskazówek bibliogra- 
ficznych aż do roku 1872) u Painvina (Bull, des sciences math, 
IHy dalej w dziele cytosanem Lorii, gdzie zaajduje się długa lista 
innych not Chasles'a (Compt. rend. 187T1—77) o licznych za- 
stosowaniach zasady odpowiedniości w Geometryi liczącej. O historyi 
tej zasady, tak ścisłe związanej z teoryami Geometryi liczącej. patrz 
notę Segrego (Bibl, math. 1892). 

Geometrya heząca, jako osobna nauka, powstała, rzec można, 
wraz z teoryą charakterystyk Chaslesa, Halphen, wychodzące 
z tćj teoryi, obmyślił rachunek symboliczny warunków, którego za- 
sady systematycznie przedstawił 5ehubert w pracy „Beiträge zur 
abzahlenden Geometrie“ (Math. Am. X) i w rozprawach późniejszych 
(tamże NI, XII i t. d.) Wiele rezultatów i wyznaczeń, odnoszących 
się do Geometryi liczącej. otrzymali byli już dawniej rozmaiei auto- 
rowie na drodze geometrycznej; np. Steiner (Crelle XXNII, 
XXXVII, XLV, LV), Bischoff (tamże LVI), De Jonquitres 
(Journ. de Liouv. Y1 1871, X 1865), którego niektóre rezultaty były 
wszakże błędne; lecz celem autorów, którzy potem zajmowali się 
Geometryą liczącą, było głównie sprowadzenie tych wyznaczeń do 
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praw stałych i do mstanowienia dla nich rachankn. tak aby fa część 
geometryi przedstawiała całość systematyczną, Ważuem dzielem, 
w którem zebrano i zbadano wszystkie metody i wyniki Geometryi 
liczącej. jest dzielo Sehuberta (Kalkil der abzahlenden Geome- 
trie. Lipsk 1579), 2 którego korzystaliśmy wielokrotnie przy redak- 
cyi tego rozdziału. Najnowsze badania o zajmującym nas prze lmio- 
cie ogłosili: Sehubert (Math. Ani. XXVI XXXVIH. XLV: Aeta 
math. VIH: Hamburger Mitth. L MEL Iit ad) i Pieri (Rend. 
Palermo V, Isr. Lomb. 1893—95). 


g 


Metoda szukania liczb charakterystycznych dla danego układu form 
i zestawienie niektórych ważnych rezultatów Geometryi liczącej. 


Z rozważań powyższych wynika, że przy pomocy rachunku 
symbolicznego warunków można obliczenie jednego warnnku 
sprowadzić do obliczenia innych; teoryi charakterystyk np ce- 
lem jest własnie poznanie, czy istnieją pewne warunki ele- 
mentarne, za pomocą których wszystkie inne wyrazić się dają. 
Powstaje tedy zagadnienie o znalezieniu liczb, przedstawiających 
takie warunki elementarne, t. j. charakterystyk, przez które 
dają się wyrazić wszystkie lub niektóre z warunków pozosta- 
łych. Poszukiwanie to odbywa się według metody, wprowa- 
dzonej przez Chaslesa, stosowanej szerzej i rozwiniętej przez 
Zeuthena, Schuberta i innych. 

Rozważa się zniekształcenia niezmiennicze specyalne formy 
danej, szuka się związków pomiędzy warunkami na to, aby forma 
zniekształcała się w dany sposób, a innemi warunkami elemen- 
tarnemi (przechodzenie przez punkt, styczność do płaszczyzny 
i do prostej), stąd otrzymuje się liczby charakterystyczne dla 
form zniekształconych, i przy pomocy znalezionych związków 
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otrzymuje się wreszcie liczby charakterystyczne dla form 
ogólnych. 

Przykład wystarczy do wyjasnienia tvel nwag o stosowa- 
niu metody. Niechaj torma daną będzie stożkowa: rozważny dwa 
jej zmekształcenia niezmiennicze mianowicie: a.t. j. stożkowa* 
której punkty tworzą prostą podwójną i której styczne tworzą 
dwa różne pęki promieni. mające srodek w dwn pnuktach 
prostej: 0,t j.stożkową, której punkty tworzą dwie proste różne 
i której styczne tworzą dwa zlewające się pęki promieni. których 
srodek znajduje się w punkcie spotkania dwu prostycli. Jeżeli 
przez 7 1 6 oznaczymy i warunki na to, aby stożhowa zniekształ- 
cała się dwoma powyższemi sposobami. przez s.v, o- warunki 
na to, aby płaszczyzna stożkowej przechodziła przez punkt. aby 
stożkowa przecinała prostą 1 aby była styczną do płaszczyzny 
danej, znajdziemy związki: 


2» — o — 2u =9: 29 — r= Ô, 


z których wypływa: 
2 1 
+ = gop O + 3 Mi gm iT 


Chcemy teraz znalesć liczbę u'vo*, t. j. liczbę stozkowych 
płaszczyzny, przechodzących przez pnnkt dany (t. j. przecinają- 
cych prostą przestrzeni) I stycznych do czterech prostych (t. j. 
stycznych do czterech płaszczyzn przestrzenii; z wzorów poprze- 
dzających wymka: 


2 J 1 
jeep” = 3 nag! + -3 ówo* + = utot. 


Otóż, wyraz zawierający czynnik m„* jest zerem, gdyż 
płaszczyzny nie można przeprowadzić przez cztery punkty do- 
wolne przestrzeni; a zatem, jeżeli przyjmiemy jako znane dwa 
pierwsze wyrazy strony drugiej, otrzymamy wartość strony pier- 
wszej. Otóż na płaszczyźnie (u'|) liczba stożkowych 4, do- 
tykających czterech prostych, jest oczywiście równa 3, liczba 
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stożków vel ó. stycznych do czterech prostych danych. jest zerem. 
tak Że ostatecznie u 9% =2. 


Aby dac wyobrażenie rezultatach, które otrzymujemy 
przy pomos metod powyższych. przytoczymy tu niektóre 
z wyników głównych i ważnych także samyci w sobie. nieza- 
leżnie o:l metod, któremi je osiągnięto. Sa one podane w roz- 
dziale ym dzieła Schuberta. 

1. Na wie proste. opierające się na czterech prostych 
danych. 

2. Są trzy wielokąty o n bokach, skośne, których wierz- 
chołki 'w liczbie nr znajdują się na płaszczyznach danych, 
a boki przechodzą przez punkty dane. 

3. Mając w przestrzeni pięć par prostych, możemy 20 roz- 
maitemi sposobami zbudować pięc promieni. położonych na 
jednej płaszczyznie i zbiegających się w jednym punkcie, i tak 
mianowicie, że każdy z nich opiera się na dwóch piostych, nale- 
żących do jednej z par danych’ 

4. Niechaj u przedstaw ia warunek. aby płaszczyzna stoż- 
kowej przechodziła przez punkt dany; v--warunek, aby stoż- 
kowa przecinała prostą daną; o—warunek. aby była styczną do 
płeszczyzny danej. Stosując znakowania paragrafów poptze- 
dzających. otrzymujemy następującą tablicę liczb stożko- 
wych przestrzeni, czyniących zadość ośmiu warun- 
kom. Dla jasnosci dodajemy. że symbol u3»* oznacza, iż płaszczy- 
zna stożkowej ma przechodzic przez trzy punkty dane, t.j. że jest 
daną a stożkowa ma przecinać pięc prostych danych w prze- 
strzeni; w*y*g—oznacza, Że stożkowa ma znajdować się ua 
danej plaszczyżnie, przecinać cztery proste dane, t. j. przecho- 
dzić przez etery punkty dane swojej płaszczyzny i być styczną 
do płaszczyzny danej, a zatem byc styczną do prostej na swojej 
płaszczyźnie. 


sów sel Hey == R ps” => 4 ^ =n 
Kwie =2 wg — 14 pe = 52 “o = 116 
uo — 4 utte! — 34 m5? = {6 vê ot = 12» 
Mop MA = mòd = 72 >o = 104 
pat =2 użyż gł — 16 pór = 48 vint = 64 
NB =1 uży = b uży =3R up = X 
uży" = 4 TAA E i i vot [t 

u =b vs = b 


D. Na danej płaszczyżnie jest stożkowych 3264,stycznych 
do pięcin stożkowych danych. 

Liczbę tych stożkowych wyznaczył był błędnie Steiner jako 
równą 6”: liczbę dokładną znaleźli pierwsi Chasles i Th Berent. 


6. Jeżeli u oznacza warunek, aby kwadryka przechodziła 
przez punkt dany, o — warunek, aby byla styczną do płaszczy- 
zny, f— warunek. aby była styczną do prostej. wtedy mamy na- 
stępującą tablicę liczb kwadryk przestrzeni, czynią- 
cych zadość dziewięciu warunkom: 


BB =P = | sy =vgd = 4 vug? — up = 112 
po mpe 3 vso = wu = l2 | vis =p = J2 
pp = wg = Y nig = żyły = 36 su = ug) = BW 
pêg? = uyi 17 vug? = vn’gt = 65 yup? = [78 
ngt = ni — 21 vu =ë = h vp = igi = 56 
vu =vy$ = 2 vip = vapi = 24 vbpżpę = vóup* = 104 
yuo — wp = 6 uu =vup'="r2 vu =vę = 80 
vas =n = 18 ug = 104 wup = 104 
vpózt=wuis=34 | vu =v = Id | vu =v = 92 
wyka? = 47 vip = vingi = 48 | y = w 

I 

1 


Tablice te służą także do znajdowania liczb stożkowych, 
i kwadryk. czyniących zadość innym warunkom; a dzieje się to 
w ten sposób, że przy pomocy równań symbolicznych pomiędzy 
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warunkami wyrażamy nowe warnnki pomiędzy w. », 9, a nastę- 
pnie posługujemy się temi tablicami. podstawiając za każdy wy- 
raz stopnia S-go jego wartość liczbową (patrz przykład w $ 2. 

T. Istnieje 56681055 kwadryk. stycznych do dziewięcin 
kwadryk danych. 

8. Niechaj » oznacza warnuek, aby krzywa szescienna 
płaska przechodziła przez punkt. ọo— warunek. aby była styczną 
do prostej: mamy wtedy tablice następujące: 

a) jeżeli szescienna jest ogólna, t. j. klasy O-ej, jest: 


A y*g =4, pio? = 16. vo' =b, všot= 236, vtoř= 976, 


y y8=3421, yw =Y, vo = 21004, o” = 33616. 

b) jeżeli szescienna ma jeden punkt podwójny, t. j. jest 
klasy 4=ej, wtedy: 

y==l12, vo=36, wo?*=l0I), »v'g'=240. »'o* ==180, 
y'g'==112, wo =. vo =GUU), o= 400. 
c) jeżeli sześcienna ma ostrze, t. j. jest klasy 3-ej, wtedy: 
s =24, wg =60, vo” =Lll1+, vo = 169, »' 94 =168, 
pg” = 114, vo" = 60, p' =24. 

Liczby. odnoszące się do krzywych sześciemnych płaskich. obli- 
czyli: Maillard (Rech. des caractćristignen des systèmes elóm. de 
courbes planes du 3 ordre 1871, wyniki te powtórzone w Bull. Darboux, 
IU, 1872, st. 161), Zeuthen (Compt.rend 1572)1 Schubert (Gött, 
Nachr. 1874, 1875, Math. Ann. NIN). 


9. Dla krzywej rzędu + go płaskiej klasv 12-ej, znajdują- 
cej się w płaszczyźnie danej, przy zwykłem znaczeniu symboli 
v»ig, jest: 


phm], v''o=6, vot =36, po =216, v"ot = 12%, 
7’ = TTT6,  v“o6 = 46656, „vo =27 yo = 1668096, 
y5o? = 9840040, vto’? = 56481396,  w'g!! — 308389896, 
v*o!? == 1530345504, vol? = 65833946576,  ọ!*t = 23011191144, 


Ę 
Ę 


Metoda szukania liczb elarakterystycznych it. d. ŻW 
Te liczby wraz z wieloma innemi dla kwadryk specyalnych 
(z punktami podwójnemi. potrójnemi, ostrzami i t. p.) wyrachował 
Zeuthen (Comptes rendus 1572. Akademia w Kopenhadze 1873). 
Patrz ksiażkę Schuberta. w której te rezultaty są powtórzone. 


10. Niechaj P oznacza warunek, aby krzywa sześcienna 
skośna przechodziła przez punkt dany, 7—warunek, aby była 
styczna do prostej. y —warunek, aby przecinała prostą. o—waru- 
nek. aby była styczna do płaszczyzny. B—warunek, aby prze- 
einała prostą daną w dwóch punktach: wtedy: 

„12 -= 801060, o”? = 56960, 
Py*=5, P*vo=10, Po=20. Prt=30, Ptv3o=60, P!yg*==240, 
PYTrwzj PTv=lM, PiIo=G Piip] 
13905 =6008, 73 =120, T'y'o=120, 
PB=i PRESL Pl D=6, 
P3pyt = 4, PB =, PBy* =9, By*=%, 
P: B?vo =8, P:R*yo = 12, PByg=18, Bygy=10. 

Wiele innych wyznaczeń analogicznych można otrzymać, wpro- 
wadzając inne warunki. Zbiór wielu takich wyznaczeń znajdujemy 
w $25 dzieła Sehuberta. Niektóre z liczb dla krzywych sześ- 
ciennych skośnych otrzymał Oremona (Crelle LX)), inne Sturm 
(Crelle LXXIX. LXXX) na drodze geometrycznej, oraz Schubert. 

O liczbach, odnoszących się do kongruencyj liniowych promieni, 
do pęków promieni albo płaszczyzn rzutowychi t. p., patrz dzieło 
Schuberta. 


ROZDZIAŁ XVI. 


TEORYA NIESKUŃCZONOSTKOWA KKZYWYCH I POWIERZCHNI. 


Styczne i normalne do krzywych i do powierzchni. 


Prosta styczna do krzywej (płaskiej albo skośnej) 
w punkcie P (punkcie styczności) jest położeniem granicznem 
prostej zmiennej, przechodzącej przez punkt P i przez inny 
punkt P’. należący do tejże gałęzi krzywej, gdy punkt P’ dąży 
do zlania się z punktem /. 

Prostą normalną dokrzywej płaskiej w punk- 
cie jest prosta, ]1zez ten punkt przechodząca i prostopadła do 
stycznej w tymże pnnkcie. 

Jeżeli y=fu) jest równaniem krzywej, wte 
dy równania 


A d 5 l A z 
Y— y= i (X — r}: A (yy = — (Xi) 


są równaniami: pierwsze stycznej, drugie nor- 
malnej; z, ysą spółrzędnemi punktu styczno- 
ści; X, Y—spółrzędnemi bieżącemi. Jeżeli rów- 
nanie krzywej jest postaci p(x, y)=0, wtedy 
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równania stycznej i normalnej przybierają 
postać: 


Jeżeli wreszcie krzyw ajest dana przez dwa 
rownania pr y==7xlt), wtedy równaniami 
stycznej i normalnej są: 


hp 


dy 
— (X di 


3 dy 
(FV) gy —*) =(; (Y—y) ZE + (X-2) s=(. 


Jəżeli 6, 0' są kąty, jakie styczna i normalna tworzą z osią 


. l , 
odciętych, wtedy (kładąc c sy) mamy: 


cos $ = = PRE EENS k sin b = <> ki z 
Il-py'* plky* 

cos Fm V -—, sinb sza la 
J1--y” li—y? 


Znak w tych wzorach zależy od umowy, jaki czynimy co do kie- 
runku dodatniego stycznej 1 normalnej. 

Nazywamy długościa Tstycznej i długością 
Nnormalnej dłngości odcinków stycznej i normalnej, za- 
wartych pomiędzy punktem styczności a osią odciętych; nazy- 
wamy podstyczna Si podnormalną $, długosci od- 
cinków na tejże osi, zawartych pomiędzy spodkiem prosto- 
padłej, spuszczonej z punktu krzywej na oś odciętych, apunktem, 
w którym normalna spotyka tę oś. Mamy wzory: 


ZSEE: EEN 
DT UA, Ny IFT, S=: SA =vy'. 


Nazywamy podstyczną biegunowąipodnormal- 
ną biegunową części stycznej i normalnej, zawarte pomię- 


dzy punktem krzywej a prostopadłą do promienia wodzącego, 
wyprowadzoną z bieguna. 
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Asymptotą krzywej płaskiej jest prosta. przedstawia- 
jąca położenie graniczne stycznej do krzywej. gdy punkt stycz- 
ności oddala się nieograniczenie na gałezi nieskończonej krzywej 
danej. Równaniem asymptory jest: 


Y— Ax —B =ü. gdzie: A = lim : A B=lim(y -- A r) ć 
granice te bierze się w teu znaczeniu, że spółrzędne punktu v. y 
krzywej dążą d wartości spółrzędnych punktu, znajdującego 
się w nieskończonosci na krzywej. 

Równaniami stycznej dokrzywej skośnej. 
danej przez równania y=4(v), z=v'(z), są: 


5 dy + a OŚ = 
Y—y=-. rs Z—:= T iX—.:), 
lub symetryczniej: 
K a eh mg 
dy dy dz ` 


Jeżeli równania krzywej są postaci 
f(x,Y,2)=0, Flr,y,z)=0, wtedy styczna wyraża się 
równaniami: 


o, R d, e D) 

| s., X—s)4-- TEMER 30 SE SE 
OP wz OK wz OF m 

| wy (X—2) gz (Y=y) + ry (Z— z) = 0, 


Nazywamy płaszczyzną normalną do krzy- 
wej skośnej w punkcie płaszczyznę prostopadłą do stycznej 
w tym punkcie i przechodzącą przez punkt styczności. Rów- 
nanie płaszczyzny normalnej ma jednę zdwóch 
postaci: 


(X— 2) dr (F — y) dy + (Z — 2) dz "0 
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X—r. I=y. Zz 
af of Jf 
r dy ý dz j = 0 
oF or UF 
U dy” dz 


Dostawy kątów ił r =a. (t, s) = ß, (t, :)=y, ja- 
kie styczna £ tworzy »osiami, wyrażają się 
wten sposób: 


dz 
ds 


de p dy 
COS a = -~ — , COS p= ; Cos = 
da ” ils * 7 


(bs = |" dr” —> dz”. 


Jeżeli przez pnnkt P powierzchui poprowadzimy wszystkie 
możliwe krzywe skośne na niej położone, to proste styczne do 
wszystkich tych krzywych w punkcie P znajdować się będą na 
jednej płaszczyźnie, którą nazywamy płaszczyzną sty- 
czną do powierzchni. Równaniem płaszezy- 
zny stycznej do ok w f(x,y,z) =0 jest: 

è n 
dan + (I = SĄ L+ (2—2) pi =0 

Prosta, przechodząca przez odka Ł i prostopadła do płasz- 
czyzny stycznej do powierzchni w tym punkcie, nazywa się 
prostą normalną do powierzchni. Równania- 
mi normalnej są: 

ir Vy Z—z 


e E 
dur dy dz 


a dostawy jej kierunku wyrażają się wzorami: 


cos (n, Tr) =—— 


VEe 
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cos (n, y} = —— ~- Ia Ear a 
(n, 4 "RAF FE : 


oos 4h, 2) = — FE a a to — 
L ( 
| (+ L+ p 3) 
Jeżeli równanie powierzchni dane jest 
5 dz dz 
w postaci z=o(z,y) to (kładąc p= me m a- 
my równania normalnej: 


A= Y—y Z—z 
p = Q —] ` 


a dostawy jej kierunkowe wyrażająsięwzorami: 


cos (n, LT) = m ; COS (n, y) = mać <<. E ; 
"rpopf eva, 
COS (n, 2) == F -== ma 
Vi-ppopę 
S 2, 


Wklęsłość i wypukłość krzywych płaskich. Przegięcie. 


Niechaj P będzie punkt krzywej płaskiej o równaniu 
y = f (£), z,—odcięta tego punktu: jeżeli istnieje liczba k taka, 
że wszystkie punkty, których odcięte wyrażają się przez z,h 
(gdzie h< k), tworzą łuk, znajdujący się całkowicie po jednej 
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stronie stycznej po krzywej w punkcie P, mówimy wtedy, żę 
krzywa w punkcie / jest wypukła albo jest wklęsła; 
jeżeli zaś nie można znaleść takiej liczby k:, wtedy mówimy, że 
krzywa w tym punkcie nie jest ani wypukła ani wklęsła, lecz że 
posiada w punkcie P przegięcie. 

Mówimy. że krzywa w punkcie P jest wypukła albo 
wklęsła wzylędem osi z, jeżeli wszystkie punkty o od- 
ciętej Zo =h są położone w jednym z dwóch kątów rozwartych 
albo ostrych, które styczna do krzywej tworzy z osią z. 

Abykrzywa w punkcie była wypukła albo 
wklęsła, jest koniecznem i dostatecznem, by— 
w założeniu, że w punkcie z znikają pochodne 
y,y'...ym funkcyiy względema,i że pierwszą 
nieznikającą w punkcie % pochodną jest 
y"+v— liczba m była liczbą nieparzystą. W tym 
przypadku krzywa będzie wypukła albo wklę- 
sła względem osi r, zależnie od tego, czy ilo- 
czyn f(x,)/'"tY(xy) jest dodatni albo ujemny. 

Aby punkt P o odciętej«, był punktem 
przegięcia krzywej, jest koniecznem, aby dla 
x=% pochodna druga f"(z) znikała: to znaczy: 
punktyprzegięcia są pomiędzy punktami, któ- 
rych odcięte zamieniają na zero pochodną 
drugą funkcyiy względem z. 


ş 83. 
Pola płaskie, tuki, objętości i pola powierzchniowe. 


Niechaj będzie krzywa o równaniu y=f(x) (odniesiona do 
układu prostokątnego); rozważajmy gałąż krzywej od z==a do 
g==8 taką, że prosta równoległa do osi y przecina ją tylko 
raz jeden.  Poprowadźmy rzędne w punktach skrajnych 


Pascal. Rep. II. 38 
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o odciętych a, $: pole płaskie, zawarte pomiędzy gałęzią krzy - 
wej. osią w a dwiema rzędnemi skrajnemi, określamy w sposók 
następujący:  Podzielmy przedział od a do 8 na jakąko1- 
wiek liczbę częsci ó4, ó»... - 6; z punktów podziału poprowadźmy 
rzędne aż do krzywej; pomiędzy dwiema kolejnemi rzędnemi za- 
'wierać się będzie łuk krzywej, na którym obierzmy punkt jaki- 
kolwiek 7; niechaj .», będzie odcięta punktu obranego na łuczku, 
odpowiadającym przedziałowi ô. Iloczyn 6,f(.r,! jest polem 
prostokąta o po lstawie 0, i o wysokości równej rzędnej punktu 
Pe Granica sumy Xa fix), gdy szerokość prze- 
r~i 
działów cząstkowych 6, zmniejsza się nieograni- 
czenie, astąd liczbaich n rosnie do nieskoń- 
czoności,stauowi—nua zasadzie detinicyi—pole 
płaskie, zawarte pomiędzy krzywą a osią 7. 
Analitycznie poleto wyrażamy wten sposób: 
8 
| f(z)dz. 
a 

Pole, ograniczone krzywemi płaskiemi, można zawsze zło- 
żyć z pól gatunku powyższego, t.j. z pól, ograniczonych częścia- 
mi krzywej i osią „r. 

Wykonawszy poprzednią konstrukcyę, poprowadźmy styczną 
do krzywej w punkcie o odciętej z. i we wszystkich analogicz- 
nych i rozważmy odcinek stycznej, ograniczony dwiema rzęd- 
nemi, przechodzącemi przez końce przedziału ô. Okresślamy 
wtedy długość łuku krzywej lub wprost długość 
krzywej, jako granicęsumy wszystkich takich 
odcinków linij stycznych. Wyrażenie anali- 
tycznełuku krzywej płaskiej jest: 


Jeżeli soznacza łuk krzywej, wtedy zacho- 
dzi związek różniczkowy: 


d? = da? + dy?; 
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jeżeli 6 jest kąt, jaki styczna do hrzywej 
w punkcietworzy z osią a, wtedy: 


cos 6 = ŻR , sin = N ; 
ds ds 


Określmy teraz długosć łuku krzywej skosnej. Niechaj 
y= p i£), z==y(z) będą równania tej krzywej; rozpatrzmy gałąż 
krzywej od punktu o odciętej v =a do punktu o odciętej r= ĝ 
i przyjmijmy, że każda płaszczyzna o odciętej, zawartej pomiędzy 
aa 8 i prostopadła do osi, spotyka krzywą tylko w jednym 
punkcie. Podzielmy, jak wyżej, część osi odciętej od a do 8 
na przedziały 0,, Ó,....ó,, 1 w punktach podziału poprowadźmy 
płaszczyzny prostopadłe do osi r; płaszczyzny te podzielą łuk 
krzywej na tyleż łuków cząstkowych. W każdym z nich np. wtym, 
którego rzutem jest 6,, obierzmy punkt, poprowadżmy w nim 
styczną do krzywej i uważajmy odcinek tej stycznej, ograniczony 
płaszczyznami, przechodzącemi przez koniec odcinka 6,. Gra- 
nica sumy wszystkich tych odcinków, gdy prze- 
działy 6, zmniejszają się nieograniczenie 
co do wielkości, jest granićą łuku krzywej sko- 
śnej. Wyrażeniem analitycznem łukn krzy- 
wej jest: 

s a SĄ 
sm dy \? dz |? 
= | tho Hilts 
gdzie d?=dz? + dy” de?. Jeżeli (t, z), (6 y) (i 2) są 
kąty kierunkowe stycznej, będzie: 


cos (i, Z) == T, cos (ty) =, cos (i, 2) = ' 


Rozważmy kawałek skończony powierzchni, ograniczony li- 
nią zamkniętą (konturem), której rzutem na płaszczyznę sy jest 
linia płaska zamknięta ø; prosta, przechodząca przez punkt 
płaszczyzny pola płaskiego, ograniczonego krzywą w, niechaj 
spotyka tylko w jednym punkcie powierzchnię. Utwórz- 
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my na płaszczyźnie sy prostokąt o bokach równoległych do osi 
x, y i stycznych do krzywej g. która niechaj zawiera się we- 
wnątrz takiego prostokąta; niechaj a, E będą odcięte wierzchoł- 
ków prostokąta, a”, f' ich rzędne. Podzielmy przedział na osi od- 
ciętych od a do 8 na przedziały cząstkowe ó,, Óą,...Ów; prze- 
dział osi rzędnych od a' do $' na przedziały cząstkowe 
0, 0,,...,0'„ i przez punkty podziału poprowadżmy proste, od- 
powiednio równoległe do osi z i y. Prostokąt, opisany na krzy- 
wej p, podzieli się na prostokąty cząstkowe; pole jednego z nich 
będzie 6,6.. Z tych prostokątów weżmy tylko te, które znaj- 
dują się wewnątrz pola q albo są przecięte przez krzywą 4. 
a odrzućmy te, które znajdują się całkiem zewnątrz pola p. 
Przez punkt ,y,, znajdujący się w prostokącie ô, ô's (nie wy- 
łączając obwodu tegoż), poprowadzimy prostą równoległą do osi 
z aż do spotkania z powierzchnią w punkcie, którego wysokość 
nad płaszczyzną zy będzie za =/(2,y:), jeżeli z= f (x,y) jest 
równaniem powierzchni. Granica sumy objętości 
wszystkich prostopadłościanów, mających za 
podstawy 0,0, azawysokość żz,,gdy przedziały 
ô. ôs zmniejszają się nieograniczenie, stan o- 
wi to, conazywamy objętością zawartą mię- 
dzy powierzchnią a płaszczyzną zy. Objętość 
ta wyraża się analitycznie w ten sposób: 


e= [fr (x, y) dæ dy, 


gdzie całka podwójna rozciąga się na całe 
pole, ograniczone krzywą p (Patrz Tom I, str. 169). 

Jakakolwiek objętość ograniczona powierzchnią daje się 
zawsze podzielić na objętości takie, jak powyższa, t. j. ograni- 
czone kawałkami powierzchni i płaszczyzną zy. 

Jeżeli utworzymy prostopadłościan nieograniczony o pod- 
stawie ô- ô's, to ściany jego wytną na powierzchni czworobok 
krzy woliniowy, wewnątrz którego jest punkt o wysokości 2,;. 
Poprowadżmy płaszczyznę styczną w tym punkcie i ograniczmy ją 
ścianami tegoż prostopadłościanu; granica sumy pólwszyst- 
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kich równoległoboków, które wten sposób 
tworzą się naróżnych płaszczyznach stycz- 
nych, gdy 0,10, zmniejszają się nieogranicze- 
nie, stanowi pole powierzchniowe. Wyrażeniem 
analitycznem tego pola jest: 


T dzy, (dz |? 
a= f at [;)+ (| e. 
gdziecałka podwójna, jak wyżej, rozciąga się 
na całe pole płaskie, ograniczone krzywą o. 
Do niedawnego czasu pola powierzchniowe określano 

w najpoważniejszych traktatach (np. Serreta) inaczej, miano- 
wicie jako granicę sumy pól ściąn wpisanych w powierzchnię 
wielościanów o ścianach trójkątnych. Schwarz pokazał, że 
określenie takie może w pewnych razach okazać się zwodniczem 
albo niedokładnem (Werke LI, str. 309); patrz też drugie wyda- 
nie dzieła „Cours danalyse* Hermite'a, Paryż 1883, str. 
35—36, gdzie po raz pierwszy pojawiła się nota SŚchwarza. 

Jeżeli oś z jest osią obrotu danej powierz- 
chni, której równaniem jest z=F(V/a*--y*), wtedy 
objętość, zawarta pomiędzy dwiema płasz- 
czyznami prostopadłemi do osiobrotu, wyci- 
nającemi na powierzchni dwa równoleżniki 
o promieniach 7, 74, wynosi: 

a | r? F' (r)dr, 
pole zaś powierzchniowe, zawarte pomiędzy 
dwoma równoleżnikami 7, 7, wynosi: 
2a | ry I+F”(r)dr. 

Pole pasa kulistego, t.j. mniejszego zdwóch 
kawałków kuli, ograniczonego kołem o pro- 
mieniu r nakreślonym na kuli, jest: 
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2a RıR—} R — r) 


gdzie R jest promień kuli, 

Jeżeli elipsę o półosiach u, b ({a]>4) obrócimy około osi 
większej, powstanie elipsoida obrotowa. Pole elipsoidal- 
ne, ograniczone dwiema płaszczyznami pro- 
stopadłemi do osiobrotu, z których jedna 
przechodzi przez srolek, a druga przechodzi 
od środka wodległości r. wynosi: 


b -y 1 aż a g MOE 
3 rba?- er? + gyo , MESIN—? ik 
2153 
gdzie e= — . Stąd pole połowy elipsoidy 
jest: 
M zab j 
abt + arc sin e. 


Objętość, elipsoidy otrzech osiach nie- 
równych wynosi $ nabo, gdzie u, b,c są długo- 
šci trzech półosi. 

Objętość, zamknięta w hyperboloidzie je- 
dnopowłokowej dwiema płaszczyznami rów- 
ległemi do elipsy szyjowejiodległemi od sie- 
bie na + «c, wynosi-z- nabe, gdzie a. b są półosi 
elipsy szyjowej. 

Objętość, zamknięta w paraboloidzie elip- 
tycznej płaszczyzną prostopadłą doosi, jest 
połową objętości walca o tejze podstawie 
iwysokości. 

Pole powierzchniowe pierścienia, utwo- 
rzonego obrotem koła o promieniu k około 
prostej odległej na długość a od środka koła, 
wynosi 4ra R; objętość zaś pierścienia Za?ak?. 


Pola płaskie, łuki. objętosei i pola powierzchniowe 519 


Pola i objętości biegunowe. Niechaj ọ (promień wodzący), 
6 (amplituda) będą spółrzędne biegunowe punktu krzywej 
danej na płaszczyźnie, P,, Pa punkty krzywej, 0 biegun układu 
spółrzędnych. Niechaj część krzywej, zawarta między punkta- 
mi P, i P,, będzie taka, że jakakolwiek prosta, przechodząca 
przez punkt 0 i zawarta w kącie P, OP, spotyka krzywą w jed- 
nym tylko punkcie. Podzielmy kąt P, OP, na n części w; ,w4,...Wa; 
wtedy krzywa pomiędzy P, i P, zostanie podzielona na n części 
przez ramiona kątów cząstkowych; w każdej z tych częsci (np. 
w tej, która odpowiada kątowi w,) obierzmy punkt dowolny 
o promieniu wodzącym g, i opisziny łuk kołowy ze środka O 
promieniem g,, zawarty pomiędzy ramionami kąta w,. Gra- 
nicasumy pól wszystkich wycinków kołowych 
takich, jak ten, którego pole wynosi żg*%0w, (w, 
oznacza tu równocześnie, jak zwykle i długosć łuku o promieniu 
1, obejmującego kąt środkowy w,) będzie polem, zawar- 
tem pomiędzy krzywą a dwoma promieniami 
wodzącemi w punktach skrajnych P, B. Wy- 
rażenie analityczne tego pola jest: 


ń 
ż | o*d6, 
h 
gdzie 6, 6, są amplitudy punktów P,. F, (równa- 
nie krzywej wyraża o w funkcyi amplitudy 6). 

Ta definicya pola zgadza się z definicyą pola poprzednią 
w term znaczeniu, że gdy pole podzielimy na pola biegunowe 
sposobem powyższym, a następnie podzielimy ją na pola sposo- 
bem, wskazanym w paragrafie poprzedzającym, to wyniki, otrzy- 
mane ze stosowania dwóch wzorów, będą równe. 

W podobny sposób postępujemy i dla objętości. Rozważmy 
kawałek powierzchni i punkt na niej o spółrzędnych bieguno- 
wych o, 0, œ Niechaj będzie stożek o podstawie niepłas- 
kiej, mający wierzchołek w biegunie 0 i za podstawę ozna- 
czony kawałek powierzchni; dajmy taki, że każda prosta, prze- 
chodząca przez punkt O i położona wewnątrz stożka, spotyka go 
zawsze w jednym tylko punkcie Podzielmy kąt brvłowy 
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w wierzchołku O stożka na katy ( ząstkhowe; każdy z nich wytnie 
na powierzchni cząstkę, na której obierzmy punkt P,. i niechaj 
er.» będzie promieniem wodzącym tego punktu: ntworzmy sto- 
żek, którego katem bryłowym w wierzchołku jest kąt bryłowy 
cząstkowy, wewnątrz którego znajduje się punkt P, ., a którego 
podstawą jest częsć powierzchni kuli, opisanej z punktn O jako 
ze środka. Graniea sumy objętości wszystkich tych 
stożków. gdy maleją nieograniczenie kąty 
cząstkowe. na które podzielono kąt bryłowy 
całkowity, pod jakim widzialna jest powierz- 
chnia z bieguna 0, jest—na zasadzie definicyi— 
objętością zawartą pomiędzy powierzchnią 
a punktem O. Objętość tę można nazwać objętością 
biegunową; jej wyrażeniem analitycznem jest: 


T=G f] o° sin 6 db dą, 


gdzie całka podwójna rozciąga się na wszyst- 
kie wartości 6. g, odpowiadające punktom 
uważanego kawałka powierzchni. 

Oczywiscie ta nowa definicya objętosci nie jest w niezgo- 
dzie z dawniejszą w tem znaczeniu, że gdybysmy chcieli obli- 
czyć objętość biegunową przy pomocy wzorów poprzednich (t.j. 
przez podział objętości biegunowej na sumy i różnice objętości 
poprzednio rozważonych. i przez stosowanie wzorów do nich od- 
noszących się), wtedy obydwa wyniki musiałyby być jednakowe. 

Podamy wreszcie, wzory, dające łuki krzywej płaskiej, 
łuki krzywej skośnej i pola powierzchniowe w spółrzędnych bie- 
ganowych. Oto są one po kolei: 


| greg] 


e - AE) 

Ha si 
z | i-e-|- |: 
Í oy t-e'|-% 


2 — 
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$ 4. 
Krzywizna linij płaskich i skeśnych. Skręcenie. Równania wewnętrzne. 


Niechaj będą styczne w dwóch punktach sąsiednich 
P i F' krzywej płaskiej albo skośnej; kąt między niemi, dążący 
do zera, gdy punkty zbliżają się nieograniczenie, nazywa się 
kątem styczności. Kąt ten mierzymy łukiem kołowym 
o promieniu 1, podtrzymującym w środku kąt, równy kątowi 
styczności; wielkość tego kąta oznaczamy przez 6. Jeżeli s 
jest łukiem, zawartym pomiędzy dwoma punk 
tami sąsiedniemi, wtedy krzywizną krzywej 
krzywej płaskiej albo skośnej w punkcie P 


nazywamy granicę stosunku >: gdy punkt P 


dąży do P; sam zaś stosunek L nazywamy krzywi- 


zną średnią łuku s. 

Uważając 6 jako funkcyę wielkości s, możemy powiedzieć, 
że krzywizna krzywej jest pochodną wielko- 
ści względem s. 

Odwrotność krzywizny nazywamy promieniem krzy- 
wizny. 

Jeżeli y=/(x) jestrównaniem krzywej pła- 
skiej, wtedy krzywizna jej wyraża się wzorem 


ç= A y : 


jeżeli krzywa płaska wyraża się równaniami: 
z=og(i), y = p(t), wtedy: 


erer 
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Jeżeli i=s (t.j. łukowi krzywej, wtedy: 


d’: dc 
1 ds? dg mi sV duy. | diz \i 
a a A a AAE a 
dK 


W spółrzędnych biegunowych jest: 
|... PRIZE. 
= 3 
tete”)? 


R 
Związek analityczny, istniejący pomiędzy krzywizną a łu- 
kiem krzywej, nazywa się równaniem wewnętrznem 
krzywej; wystarcza ono do określenia postaci linii krzywej, ale 
nie wystarcza do oznaczenia jej połozenia na płaszczyznie. 
Wyrażenie krzywizny dla krzywej skoś- 
nej jest: 


tno EA V(dydzz-dzdży)p-utzder=ded*z)+(dedżydyd*x)? 


lab, gdy za zmienną niezależną weżmiemy s: 
(._4_1/ldew tayt Taz 
== Y (ae) t ltir 

Jeżeli z punktu przestrzeni poprowadzimy równoległe do 
wszystkich prostych stycznych do danej krzywej skośnej i ogra- 
niczymy te równoległe kulą, której środkiem jest punkt prze- 
strzeni, wtedy na powierzchni kuli utworzy się krzywa ku- 
lista, którą nazywamy obrazem kulistym krzywej 
skośnej danej. Jeżeli z punktu krzywej danej poprowa- 
dzimy równoległą do stycznej w odpowiednim punkcie obrazu 


kulistego. otrzymamy normalną główną do krzywej 
skośnej. Równaniamitej normalnej są: 


Krzywizna linij płaskich i skośny ch. 523 


a jej dostawami kierunkowemi: 


a. 2 a% jk 
£ ds ds = ds ? 
cos = R—j—, cosy = Ri —, cost = RE 


gdzie R jest promieniem krzywizny. 

Rozumieć będziemy przez kiernnek dodatni nor- 
malnej do krzywej płaskiej w punkcie P lub normalnej głó- 
wnej do krzywej skośnej w punkcie P ten z dwóch kierunków 
normalnej, w którym, wychodząc z punktu P, spotykamy pun- 
kty, które z punktami krzywej nieskończenie blizkiemi punktu F 
znajdują się po jednej i tej samej stronie stycznej w punkcie P, 
albo po jednej i tej samej stronie płaszczyzny, prostopadłej do 
normalnej głównej, poprowadzonej przez punkt P. Rozumieć 
będziemy przez kierunek dodatni stycznej do krzy- 
wej płaskiej w punkcieP ten z dwóch kierunków stycznej, który 
zlewa się z kierunkiem dodatnim osi y, gdy przesuniemy krzywą 
w jej własnej płaszczyźnie tak, aby kierunek dodatni osi «© 
zeszedł się z kierunkiem dodatnim normalnej. 

Punkt na kierunku dodatnim normalnej do krzywej pła- 
skiej albo normalnej głównej do krzywej skośnej w punkcie R, 
odległy od tego punktu na długość równą promieniowi krzywi- 
zmy #, nazywa się środkiem krzywizny, odpowia- 
dającym punktowi P. 

W przypadku krzywej.skośnej. jeżeli poprowadzimy przez 
środek krzywizny prostą prostopadłą do stycznej i do normalnej 
głównej, otrzymamy prostą biegunową: prosta równoległa 
do prostej biegunowej i przechodząca przez punkt krzywej, na- 
zywa się dwunorma]lną (binormalną). 

Środek krzywizny dla krzywej płaskiej 
jest położeniem granicznem przecięcia nor- 
malnej w punkcie Pz normalną w punkcie nie- 
skończenie blizkim punktu P. 

Prosta biegunnowa dla krzywej skośnej 
jest położeniem granicznem prostej przecię- 
cia płaszczyzny normalnej w punkcie F 
zpłaszczyzną normalną w punkcie nieskoń- 
czenie blizkim punktu P: 


4 
tr" 
+ 
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Spółrzędnem:i srodka krzywizny dla krzy- 
wej płaskiej są: 
iłu 


> " TER 
J =: — h ie h ZY R d 


te wzory mają ważność przy uwzględnieniu umów powyższych 
co do kieranków dodatnich stycznej 1 normalnej i przy uważa- 
nin wielkosci R za zasadniczo dodatnią. 

Spółrzędnemisrodkakrzywizny krzywej 
skosnej są: 


A dr KA PK 
s=s k- a n =1+ kR: 2, =t Do 


gdzie znak okhreslamy zgodnie z umową, przyjętą co da kie- 
runku dodatniego stycznej. 
Równaniami prostej biegunowej są: 


gdzie kąty kierunkowe å. m, » tej prostej mają 
wartości, określone przez wzory: 


== dydźz --- dzdży " dzdu — da :°z 
cos 4 = R— Poj „ 608 a = JE dls* 
rem 2 je 
Sika e p PY BZ, 
ds* 


Płaszczyzna stycznej i normalnej głównej do krzywej skoś- 
nej nazywa się płaszczyzną ściśle styczną; jej 
równaniem jest: 

| x—u, ly, Z—z | 
| da, dy, dz | 
| x, dy, dżz 


l 
e 
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Płaszczyzna ściśle styczna jest położe- 
niem granicznem płaszczyzny, przechodzącej 
przez punkt krzywejiprzez diwainne jej pun- 
kty,gdyte dwa punkty w jakikolwiek sposób 
zbliżają się nieograniczenie do pierwszego. 

Skręcenie lub inaczej krzywizna druga ma 
związek z odchyleniem prostej biegunowej w przejścin od jed- 
nego do drugiego punktu krzywej, podobnie jak krzywizna 
pierwsza lub inaczej krzywizna przegięcia wiąże 
się z odchyleniem stycznej. 

Jeżeli r oznacza kąt pomiędzy dwiema prostemi bieguno- 
wemi w dwóch punktach nieskończenie blizkich krzywej (lub 
lepiej łuk kołowy o promieniu 1, podtrzymujący w środku kąt 


ten), wtedy granica stosunku $ nazywa się skrę- 
s 


ceniem krzywej skośnej w punkcie uważa- 
nym; jej wyrażeniem analitycznem jest: 


Í |deosa?, [dcosu è, | dcosy \? 
z=] a A THA |. 


gdzie å, m, vy są kąty kierunkowe prostej biegu- 
nowej, Tzaśnazywa się promieniem skręcenia. 


W teoryi krzywych skośnych lub krzywych o podwójnej 
krzywiznie ważnemi są wzory Freneta albo Serreta, 
wyrażające różniczki dziewięciu dostaw: trzech dostaw kierun- 
kowych stycznej: cosa. cos, cosy; trzech dostaw kierunko- 
wych normalnej głównej: cos$, cos, cos Ć; trzech dostaw kie- 
runkowych prostej biegunowej: cos4, cos m, cosy. Wzory 
te są następujące: 


dcosa 1 dcosg _ 1 dcosy _ 1 
ę "I 6; "NI ONAR =, "OM Ć: 
deosą _ 1 ę dcos u ma d cos y E śś 
a TSW ET ia E iiis 
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deos _ DN l |. dcosy AE TE. = 
> =m COSA r CosA. jm 7 KR ` yet SM, 
dcos SM cos  — * COS y 
da bę " T i 


Co do umów względem znaków w tych wzorach patrz roz- 
prawę Knesera (Crell: CXIII. str. 89, 

Związki analityczue pomiędzy krzywizną a łukiem s 
krzywej oraz pomiędzy skręceniem a łukiem nazywają się 
równaniami wewnętrznemi krzywej; równania te 
indywidualizują postać krzywej. ale nie okreslają jej położenia 
w przestrzeni. 

Jeżeli dumy sobie dowolnie R= tis). 1 = T(8) 
jakorównania wewnętrzne krzywej. to ist- 
nieje zawsze krzywa, im odpowiadająca, aza- 
danie o wyznaczeniu tej krzywej sprowadza 
się do równania typu równania Riccati'ego 
(Darboux) 

Krzywa, dla której stosunek obu krzywizn 
jest stały, jest helisą na walcu (t. j. krzywą przeci- 
nającą tworzące walca pod kątem stałym); jeżeli w szcze- 
gólności obie krzywizny są stałe, wtedy wa- 
lec jest kołowym (Pnisenux, Crelle VII; Bertrand 
tamże VIII). 

Równanie wewnętrzne stożkowej jest 
postaci: 


ir dR 


, 


8, y 2 4 
— 1 + ARF— BAS 


gdzie Ai Bsąilošcistałle. Równania paraboli 
ihyperbolirównobocznej są odpowiednio: 


1 7” _ u 


1 ( dhi 
"epa" = MIN 
aa [e|- 1 


e 


Krzywizna linij płaskich i skośnych. L27 


gdziep, a są odpowiednio parametrami para- 


bolii hyperboli równobocznej. 
Jedno z równań wewnętrzny ch krzywej 


kulistej (położonej na pająka kuli) jest: 
R dR 
F+ ul7w)-0 


Krzywe, dla których jedno z równań wewnętrznych krzy- 
wej kulistej jest związkiem liniowym pomiędzy dwiema krzywi- 
znami, nazywają się. krzywemi Bertranda (Crelle XV); 
mają one tę ciekawą własność. że ich normalne główne są zara- 
zem normalnemi głównemi innej krzywej, sprzężonej z daną 
(patrz, Bounet J. Éc. pol. XXXII, 1848; Serret, Crelle XVI, 
Compt. rend. 1877: Cesaro, Riv. di mat. II, Mathesis I i t. d.). 


Teoryą krzywych płaskich zajmowali się pierwsi ex professo 
głównie Clairaut (Traité des courbes a double courbure, 1731), 
'Tinseau (Mém. des Sav. étr. IX, 1781), Monge (tamże X, 1785, 
Joum. Éc. pol. H, 1799), Laneret(Móm de Paris | 1806, H 1811) 
Jacobi (Crelle XIX, XVI), Naint-Venant (Journ, Ke. pol. 
1845). 

Sławne wzory Freneta i Berreta odkryli prawie równo- 
cześnie ci dwaj uczeni (Crelle XVH 1852 i XVI1851; rozprawa 
Freneta zresztą już w 1847 była odznaczona nagrodą przez fa- 
kultet nauk w Tuluzie). 

Geometryą wewnętrzną krzywych, t. j. bada- 
niem krzywych na podstawie ich równań wewnętrznych zajmowali się 
specyałnie: Hoppe w wielu rozprawach (Crelle LX, LXHI, Archiv. 
der Math. 1880—85—89 i t. d.), Lie (Christiania Versl. 1882, patrz 
też Vorlesungen iiber contuirl. Gruppen. Lipsk 1893), Cesaro, 
który temu przedmiotowi poświęcił osobną książkę (Geometria in- 
trinseca, Napoli 1896). 

Głównemi traktatami o geometryi nieskońcżonostkowej krzywych 
skośnych są książki: Schella (Lipsk 1859, wyd. 2-gie 1898), 
P. Serreta (Paryż, 1860), Joachimsthala (wyd. 3-e, Lipsk 
1890), i prócz tego traktaty o geometryi różniczkowej, o których 
mówimy w paragrafach następnych. 
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$ 5. 
Styczność krzywych i powierzchni, 


Niechaj y =/ (x), y=gl(') będą równania dwóch krzy- 
wych płaskich, mówimy, że krzywe te mają w punkcie o odcię- 
tej r=2, stycznosć rzędu í, gdy dla r=2, jest: 


fixo) = P (£o), f' (0) = P'o) , F (ty) = p HE). 


Jeżeli i jest liczbą parzystą, krzywe w punk- 
cie zetknięcia przecinają się; jeżeli ż jest 
liczbą nieparzystą, wtedy wtym punkcie nie 
przecinają się. 

Jeżeli dwie krzywe f, po mają w pewnym 
punkcie styczność rzędu 4, wtedy trzecia 
krzywa y, mająca z krzywą / styczność rzędu 
k<i, maiz drugą krzywą og styczność tegoż 
rzędu k. 

Krzywą, mającą w pewnym punkcie zinną 
krzywą stałą styczność rzędu í, można uwa- 
żać jako położenie graniczne krzywej, prze- 
chodzącej przez ;+-1 punktów krzywej stałej, 
wtedy gdy te punkty zbliżają się do siebie 
nieograniczenie. 

Krzywa. której równanie zawiera ż stałych nieoznaczo- 
nych, nazywa się ściśle styczną do krzywej stałej, jeżeli 
ma z nią w uważanym punkcie największy możliwie rząd stycz- 
ności, przy uwzględnieniu wszystkich stałych rozporządzalnych; 
w ogóle tym największym rzędem jest i—l; 
w szczególnych przypadkach rząd może być 
wyższy. 

Kołem ściśle stycznem do krzywej w punkcie 
jest koło, które z krzywą w tym punkcie jest koło, które z krzy- 
wą wtym punkcie ma styczność rzędu przynajmniej drugiego. 


Styczność krzywych i powierzcani. 529 


Koło ściśle styczne do krzywej w punk- 
cie przechodzi przezten punkt i ma środek 
swój w środku krzywizny (koło krzywizny). 

Jeżeli koło ściśle styczne ma zkrzywą 
w punkcie styczność rzędu nieparzystego 
(a więc wyższego od 23), wtedy promień krzy- 
wizny wtym punkciejesrt maximum albo mi- 
nimum. 

Niechaj będzie dana powierzchnia i jej prosta normalna 
w punkcie P, niechaj będzie i krzywa skośna. przechodząca przez 
punkt powierzchni; rznćmy tę krzywą na powierzchnię za po- 
mocą prostych rzucających, równoległych do normalnej. Mó- 
wimy, że krzywai powierzchnia mają w tym 
punkcie styczność rzędu, gdy krzywairzut 
jej, tak utworzony, mają w punkcie P styczność 
rzędu í. 

Powierzchnia, której równanie zawiera i parametrów do- 
wolnych, nazywa się ściśle styczną do krzywej w punk- 
cie, jeżeli w tym punkcie ma z krzywą styczność rzędu możliwie 
największego, zgodnego z liczbą parametrów stałych. 

Najwyższy rząd styczności wynosi co naj- 
mniej 4 —1. 

Płaszczyznąścisle styczną do krzywej skosnej 
jest płaszczyzna, przechodząca przez punkt krzywej i mająca 
z nią w tym punkcie styczność co najmniej rzędu 2-go (patrz $4). 

Kulą ściśle styczną jest kula, mająca z krzywą sko- 
śną w punkcie styczność co najmniej rzędu 3-go. 


$ 6. 
Obwiednie krzywych i powierzchni. Powierzchnie rozwijalne, 
Jeżeli równanie f =0 (krzywej albo powierzchni) zawiera 
parametr nieoznaczony a, to zmieniając go w sposób ciągły, 


otrzymamy szereg krzywych albo powierzchni. Wziąwszy war- 
Pascal. Rep. 34 
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tosć pewną a, a następnie drugą a- Aa, będziemy mieli dwie 
krzywe albo powierzchnie, których przecięcie, w miarę gdy Aa 
dążyć będzie do zera, może zbliżać się w ogólności do pewnego 
położenia granicznego. Ogół tych wszystkich położeń granicz- 
nych może tworzyć krzywą albo powierzchnię, którą nazywamy 
obwiednią danego szeregu krzywych albo po- 
wierzchni. Krzywa albo powierzchnia szeregu nazywa się 
obwiedzioną. W przypadku powierzchni, położenie gra- 
niczne krzywej przecięcia dwóch powierzchni nieskończenie 
blizkich nazywa się charakterystyką (Monge). 

Dla znałezienia równania obwiedniej na- 
leży wyrugować parametra pomiędzy równa- 
niem danem a równaniem, jakie otrzymujemy, 
przyrównywając do zera pochodną danego rów- 
nania względem parametru, t. j pomiędzy rów- 
naniami f=0, M =l), 

Obwiednia jest styczna do wszystkich ob- 
wiedzionych wzdłuż odpowiedniej charakte- 
rystyki. 

Charakterystyka, położona na obwiedzionej, spotyka ob- 
wiedzioną sąsiednią w pewnych punktach, które mogą dążyć do 
położen granicznych, gdy dwie obwiedzione zbliżają się nieogra- 
niezenie; ogół wszystkich położeń granicznych tworzy w ogól- 
ności krzywą, należącą do obwiedniej i nazwaną krawędzią 
zwrotu obwiedniej; równania tej krzywejotrzy- 
mujemy,eliminującapomiędzy trzema rów- 
naniami: 
8f 


da? 


= 0. 


Obwiednia układu pojedyńczo-nieskończonego płaszczyzn 
jest powierzchnią, zwaną powierzchnią rozwijalną 

Niechaj r, s, £ oznaczają pochodne drugie wielkości z wzglę- 
dem x i y, otrzymane z równania powierzchni; równaniem 
różniczkowem powierzchni rozwijalnej jest: 


rt—ss=0. 


Obwiednie krzywych i powierzchni. 531 
Powierzchnie rozwijalne otrzymały swą nazwę dlatego, że 
dają się rozwinąć na płaszczyznie, bez rozciągania i zrywania. 
Powierzchnia rozwijalna jest miejscem 
stycznych krzywej skośnej, która jest jej kra- 
wędzią zwrotu, a same styczne są jej charak- 
terystykami. 
Płaszczyzny stycznerozwijalnej są płasz- 
czyznami ściśle stycznemi jej krawędzi zwrotu. 
Obwiednia płaszczyzn normalnych do krzywej skośnej jest 
powierzchnią, która nazywa się rozwijalną biegunową 
krzywej skośnej. 
Charakterystykami powierzchni rozwijalnej biegnnowej są 
proste biegunowe krzywej danej. 
Spółrzędne punktu krawędzi zwrotu roz- 
wijalnej biegunowej są: 


AB 


2, = z licos$ — T -i cos A; m=y+Rcosy— T LË cos p 


ži = z+ Boost — TE coss. 


Krawędź zwrotu rozwijalnej biegunowej krzywej skośnej 
jest miejscem środków kul ściśle stycznych w punktach krzywej. 
Obwiednia płaszczyzn, stycznych do krzywej skośnej i prostopa- 
dłych do normalnej głównej, jest t. zw. rozwijalną pro- 
stującą dla krzywej skośnej. 

Jeżeli rozwiniemy na płaszczyźnie roz- 
wijalną prostującą danej krzywej skośnej, to 
ta krzywa (należąca do powierzchni) przekształca się 
na prostą. 


5%, 


Rozwinięte r rozwijające. 


Niechaj będzie krzywa płaska albo skośna; wyobrażmy so- 
bie nawiniętą na nią nić giętką i nierozciągalną, a następnie 
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rozwińiny ją tak, aby pozostała zawsze napiętą i zatem styczną 
do krzywej: wtedy punkt jakikolwiek nici opisze krzywą. która 
nazywamy rozwijającą danej; daną względem tej ostatniej 
nazywamy rozwiniętą. 

Styczna do rozwiniętej jest zawsze pro- 
stopadła do stycznej do krzywej rozwijającej. 
astyczna do rozwijającej jest równoległa da 
normalnej głównej krzywej rozwiniętej. 

Jeżeli mamy daną krzywą skośną albo płaską. to spół- 
rzędne pnnktu rozwiniętej wyrażają się wten 
sposób: 


w = rh R ceos E R tgir— k)cos4; 
y' = y+ Rcosy + B tgu k)cos u; 
' = 2 4 Rcosy-lttg(r--l:)cosv. 


n 


gdzie: 


i gdzie k jest stałą dowolną. Istnieje tedy nieskoń- 
czenie wiele rozwiniętych danej krzywej płaskiej albo skośnej. 
Jeżeli krzywa jest płaską. wtedy z jest stałe. Kąt, jaki styczna 
do rozwiniętej tworzy z normalną główną rozwijającej, równa 
się rk. 

Jeżeli krzywa jest płaską, to kładąc r-Hl:=0, otrzymamy, 
pomiędzy nieskończenie wielu rozwiniętemi, rozwiniętą płaską. 
Wszystkie rozwinięte krzywej leżą na powierzchni rozwijalnej 
biegunowej dla krzywej rozwijającej i są wszystkie krzywemi geo- 
dezyjnemi (patrz niżej) tej powierzchni. 

Jeżeli rozwijająca jest skośną, to i wszystkie rozwinięte są 
skośnemi; jeżeli jest płaską, to jedna rozwinięta jest płaską, pozo- 
stałe skośnemi. W tym przypadku jedyna rozwinięta płaska jest 
miejscem środków krzywizny krzywej rozwijającej, a pozostałe 
są helisami walca, którego podstawą jest to miejsce. 

Styczne do dwóch różnych rozwiniętych, wychodzące z te- 
go samego punktu rozwijającej, tworzą kąt stały. 
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O powierzchniach rozwiniętych dla powierzchni danej patrz 
niżej $ 18. 

Z wyżej podanej konstrukcyi linii rozwijającej wynika bez- 
pośrednio, że krzywa dana posiada nieskończenie wiele rozwija- 
jących. 

Rozwiniętą krzywej płaskiej rozważał po raz pierwszy Huy- 
gen» (Horologium oscilłatorium 1663), który do konstrukcyiiwahadła 
izochronicznego zastosował izochronizm cykloidy (p. Rozdz, XVII), 
opierając pręt wahadła na dwóch półrozwiniętych tej krzywej; stąd 
pochodzi myśl badania rozwiniętych w ogólności. Przedmiotem tem 
zajął sie później Newton w swojej „Metodzie fluksyj*. 


5 8. 


Spółrzędne krzywoliniowe. Element liniowy powierzchni. Formy róż- 
niczkowe zasadnicze powierzchni. Odwzorowanie podobne, 


Odwzorowanie kuliste. 


Niechaj będzie powierzchnia, określona przez równania: 
c=gluv), Yzyl(lwv), Z= (wv), 


gdzie u, v, są dwa parametry dowolne; linie, dla których u=s=const, 
r==const, przedstawiają dwa układy linij, położonych na po- 
wierzchni i przecinających się w punktach, dla których w i v na- 
zywają się spółrzędnemi krzywoliniowemi. Odle- 
głość nieskończonostkowa pomiędzy dwoma punktami powierz- 
chni, których spółrzędne są uiv, u--duiv--dv, nazywa się 
elementem liniowym powierzchni; jego kwa- 
drat ma wyrażenie: 


d = Edu* +2 Fdudv + Gdt*, 
gdzie: 
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óż |? —_ 9r dr , dy wy , 03 uz 
E=(5ę |+| wE) ~ d db Tau du dw | du or * 
ż idz% 
F Biei ? ap? ( 3 
=F] | EOFS 
Jeżeli przez (u,”), (",y)... oznaczymy kąty, jakie tworzą 
z osiami z, y,... styczne do linij u= const, v==const. będzie: 
PE 1 or wn 1 dy cos(1.2) l az 
cos (4,7) = _ Ta NI= 7,3, © Ko ać 17 SR 
ý IG ów VG du VG du 
cosiv g= 1 Ka cos (v, RE: c cos(v, 2) = 1 CZ 
VE or ` VE ð VE or ` 
a kąt Q pomiędzy liniami u==const, v=const dają wyrażenia ; 
U 73 
cos Q = T; da E Z 
VEG VEG 


Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby dwie linie «=const, r=const były orto- 
gonalnemi, jest F=0. 

Element pola powierzchni dany jest przez 
wyrażenie: 

/EG— F?dudv. 


Jeżeli X Y,Z oznaczają dostawy kierunko- 
we normalnej do powierzchni, będzie: 


| dy dz dz dc | 
1 | ów) ów | | i du” du | 
VEG— F* | dy dz | PBG—F | ù de |3 
Ear ToT | 
dx dy 
1 du' dw 
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Forma różniczkowa f= Edu? + 2Fdudz--Gdr* nazywa 
się pierwszą formą różniczkową zasadniczą 
powierzchni, forma zaś 

p = — X dX = Dl —2D'du dv + D"dz? 
nazywa się drugą formą różniczkową zasadni- 
czą powierzchni; tu wielkości V mają wartości: 
dx Pr 


| ża ho EN "— 
D zx dudy ” D me 


d?e 
du? ` 
gdzie symbol © oznacza, że suma rozciąga się na trzy wielko- 
ści, z których dwie otrzymujemy z wypisanej, przemieniając ©, X 
odpowiednio na y, Y; z, Z. 

Pomiędzy spółczynnikami E, F, G. D, D', D" zachodzą 
trzy związki, które w przypadku, gdy krzywe spółrzędne są orto- 
gonalnenmi, t. j. gdy F=0Q, są postaci: 


|= ae D VE D WG 


R 


de? ’? 


«Wal Xg) IEG w Ee ~ 
MORZE 
T VE du (VE IEG òu A (dE 077% 
DNP 0 p WG), òj1 WE, 

VEG NE u ) A ar T 


Co do związków tych w przypadku ogólnym, wyrażonych przy 
pomocy symboli Christoftela.patrz Bianchi (Geometria differ. 
s. 90—91 lub przekład niemiecki s. 91—92). Ostatni wzór odpowiada 
wzorowi Gaussa (Disquis, circa superf. i t d.): dwa pierwsze—wzo- 
rom, znalezionym przez Mainardiego (Ist. Lomb. IX, str. 395, 
1856, a później odkrytym poraz drugi przez Codazzi'ego (Annali 
di mat, II, 1868); nazywają się one też wzorami Codazzi ego. 


Gdy danesą dwieformy kwadratowe różniczkowe 
fig (patrz wyżej), z których pierwsza jest określona 
(t.j. ma znak stały, co ma miejsce wtedy, gdy EG—F*—>0,, 
to— aby istniała powierzchnia, posiadająca 
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te dwie formy jako pierwszą i drugą formę 
różniczkową.jest koniecznem i dostatecznem, 
by spełniały się powyższe trzy związki (na- 
pisane, oczywiście, dla przypadku ogólnego). 
Powierzchnia jest wtedy jedyną i postaci 
oznaczonej. ale nie jest oznaczoną co dv poło- 
żenia swego w przestrzeni. Dla znalezienia 
równania powierzchni dość zcałkować równanie 
różniczkowetypu równania Riccatiego. 

Jeżeli w szczególności w pierwszej formie różniczkowej za- 
sadniczejjjest E= G, F= 0, wtedy układ krzywych spółrzęd- 
nych nazywa się ortogonalnym izotermieznym, 
a u iv nazywają się parametrami izometrycznemi. 

Niechaj linie u. r stanowią układ izotermiczny 
oparametrachizometrycznych,t. j. niechaj pierw- 
sza forma różniczkowa daje się sprowadzić do postaci: 


ds? = E(du?-—dv*). 


wtedy jest jasnem, że, skoro położymy u= (u). v = Y} 
gdzie $, Y są dwiema funkcyami dowolnemi, wtedy krzywe spół- 
rzędne u = const, "=const zasadniczo się nie zmienią, t. j. 
w =const, v= const będą te same, co poprzedzające; ale forma 
różniczkowa, wyrażona w nowych spółrzędnych u’, v’, nie będzie 
już izometryczna; będzie mianowicie: 


WAU OP)? ] 
R 5 Risk n rk ya 
ds e| (żę) u (3, | , 
a spółczynniki przy du’? i dr'* nie będą już równemi. 
Tu przedstawia się konieczność wprowadzenia pewnych od- 
różnień w pojęciu, wyżej podanem. Układ (u, r) nazwiemy 
wprost izotermiczn ym, jeżeli staje się zadość warunkom: 


F=0 — = — 


gdzie funkcye U, V są funkcyami: pierwsza samego w. druga 
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samego c; nazywa się zas izotermicznym o para- 
metrach izometrycznych, jeżeli mamy nadto E= G. 

Każdy układ wprost izotermiczny daje 
slę zawsze sprowadzić do formyizometrycz- 
nej. 

Można nieskończenie wielu sposobami wy- 
konać taką zamianę zmiennych uv na zmienne 
wr, aby nowy układ był izotermiczny. 

Jeżeli mamy na powierzchni układ izotermiczny (u, v), to 
każdy inny układ izotermiczny (w, r”) otrzymuje się z danego, 
kładąc zmienną zespoloną u'--2%', jako funkcyę zmiennej ze- 
spolonej u-Hic, t.j. biorąc 


W-ce = $(u-żr), 


gdzie $ jest symbolem funkcyi dowolnej. 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby linie 
p = const wraz zich trojektoryami ortogonalnemi tworzyły 
układ izotermiczny jest, by stosunek dwóch parametrów róż- 
niczkowych 1-go i 2 go funkcyi p był funkcyą samego tylko g. 
Temi parametrami różniczkowemi (których określenie podaliśmy 
w Rozdz. IX Tomu I str. 216) są tu: 


Ap = — òr Ou Ò du | 
e= EG—F: 
dp 09 dg d9 
EEE aa E 
j VEG—F3 |0u p EQG— F? w VEGI 


Jeżeli jedna z powierzchni jest taka, że jej element liniowy 
daje się sprowadzić do formy (U-- V)(du? + dv?), gdzie U, V są 
dwie funkcye: pierwsza tylko samego u, druga tylko samego v, 
wtedy mówimy, że powierzchnia jesttypu Liou- 
villa. Dopowierzchnitego typu należą kwa- 
drykiipowierzchnie obrotowe. 


Najnowsze prace o powierzchniach Liouvillea ogłosili: 


538 Rozdział XVI. — § 8. 
Koenigs (Compt. rend. 1889), Staekel (Math, Ann, NXNY) 
i Rieei (Rend. Lincei 1893). 


Niechaj będzie nkład izotermiczny spółrzędnych (u, vi, spro- 
wadzony ʻlo postaci izometrycznej, tak że ds*=4(du*—-dv*). 
Uważajmy w, r za spółrzędne kartezyańskie prostokątne punktu 
na płaszczyźnie; każdemu tedy punktowi powierzchni odpowia- 
dać będzie punkt płaszczyzny i otrzymamy tym sposobem od - 
wzorowanie płaskie kawałka powierzchni. 

Odwzorowanie to jest podobnem, t. j. kąty odpowie- 
dnie są równe. 

Niechaj wogólnosci u. r będą spółrzędnemi izometrycznemi 
na powierzchni lnb na części tejże: aby mieć najogólniejsze od- 
wzorowanie podobne tej powierzchni na płaszczyźnie, na któ- 
rej spółrzędnemi kartezyańskiemi niechaj będą „w, y, dość przy- 
jąć, że zmienna zespolona u-ir jest fankcyą dowolną zmien- 
nej zespolonej x+ iy albo zmiennej x — ży. W przypadku pierw- 
szym kąty odpowiednie są równe i jednego zwrotu, w drugim 
równei zwrotów przeciwnych. 

Jeżeli mamy drugą powierzchnię lub cześć powierzchni ze 
spółrzędnemi izometrycznelni t, v’, to, aby inieć najogólniejsze 
odwzorowanie jednej powierzchni na drugiej, dość przyjąć, że 
zmienna zespolona u--żv jest funkcyą dowolną jednej z dwóch 
zmiennych w'--żv albo w'—ir' (Porów. „Repertoryum* t. I 


str. 340—341). 


Odwzorowanie części powierzchni na kuli otrzymujemy, 
ustanawiając odpowiedniość pomiędzy punktami kuli w ten spo- 
sób, aby normalne w odpowiadających sobie 
punktach dwu powierzchni były równoległe; 
w tym celu ze środka kuli prowadzimy promienie równoległe do 
dodatnich kierunków linij normalnych w rozmaitych punktach po- 
wierzchni; końce tych promieni będą odpowiadały punktom 
powierzchni. Odwzorowanie to nazywamy zwykle odwzoro- 
waniem kulistem Gaussa. 

Odwzorowanie to nie jest w ogólności po- 
dobnem; jest ono podobnem tylko dla powierz- 
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chni o krzywiznie sredniej równej zeru (po- 
wierzchni najmniejszych) i dla kuli. 

Spółczynniki e, f, g formy różniczkowej 
ospółrzędnych w. r, przedstawiającej kwa- 
drat elementu liniowego kuliodwzorownującej. 
wyrażają się wzorami: 


e=—(KE+HD), [f=—(AKF+HD'), y=—(1KG+HUV". 
gdzie: 

? DD' — D” 2FD'— ED"— GD 

miec pge e e a 


Forma różniczkowa 
edi + 2fdude + gir? 


nazywa się zwykle trzecią formą różniczkową. na- 
leżącą do powierzchni. 

O własnościach odwzorowania kulistego odnośnie do linij 
krzywiznowych. asymptotycznych i t. d., mówimy w paragrafie 
następnym. 

Pierwsze prace z teoryi różniczkowej powierzchni. mianowi- 
cie pierwsze badania nad krzywizną zawdzięczamy Eulerowi 
i Meusnierowi (Mém. de Berlin 1760, Sav. str. 1785), bwie- 
ma pracami podstawowemi geometryi różniczkowej były: sławne dzieło 
Mongea (Applic de lanal, à la góom., Paryż 1807 - 1809, wydanie 
Liouville'a z r. 1850) i rozprawa Gaussa (Disqu. generales 
circa superficicies curvas, Werke IV). Inne rozprawy wymienimy jesz- 
cze niżej; tu zaś wymieniamy tylko najnowsze traktaty: Darbout, 
Théorie générale des surfaces, Paryż 1887—96 i Bianchi (reor, 
diff. Piza 1894, przekład niemiecki, Lipsk 1899. 


W najnowszych pracach stosowanemi bywają w rachunkach 
symbole Christoffela (Crelle LXX), a mianowicie: 
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a) Symbole gatunku pierwszego 


{TEN Si ne ÒF 1 òE 
| 1 |=- 2 > m de ` 2 du 2 do ’ 
22 oF 1 oG eja Ja |>| 1 òG 
1-5 R" uRE " 2 dw 7 21. 8 w ` 
b) Symbole gatunku 2-go: 
dE , „dE jE oF zk 
SE) ) Spa Z 
jll __ du | TP r Fan pm 2 = KA 
| s—— YE ZE "12 TA ? 
JE JG JG JE 
AMA wik ZZA 22, I 
m Sogn 7" du pap E "dr 
Mał TaBe = ra * Val” opie 
0G | KIE npe JF 
pa TETO m r 1 gu [2 5 Z a mai” 
117 agers " ląf= mai = wa 


Pochodne spółczynników D, D’, D" drugiej formy różnicz- 
kowej wyrażają się przez spółczynniki D i symbole Christoffela 
za pomocą wzorów Weingartena (patrz Bianchi l. e. 
wyd. niem. str. 126). 

Z przedstawienia w tym paragrafie wynika. że badania o elemen- 
cie liniowym powierzchni i spółrzędnych krzy woliniowych są pokre- 
wne z badaniami nad formami różniczkowemi kwadratowemi, para- 
metrami różniczkowemi i t. d. Bibliografię tego przedmiotu poda- 
lismy w Rozdz. IX $ 4 tomu I-go tej książki.Przypominamy tylko, że zasa- 
dnicze pomysły tej teoryi znajdujemy w rozprawach Beltrami'ego 
(Giorn. di Battag. H. Ann, di mat. I 1867, Mem. Bologna 1869, Math- 
Ann. I). 
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N: 


Linie. nakreślone na powierzchni. Linie krzywiznowe. Styczne 
sprzężone. Linie geodezyjne. Linie asymptotyczne. 


Linia, nakreślona na powierzchni, nazywa się linią krzy- 
wiznową, gdy normalne do powierzchni, przez punkty tej 
linii poprowadzone, są stycznemi pewnej krzywej skośnej, t. j. 
tworzą powierzchnię rozwijalną 

Liniekrzywiznowe tworzą podwójnyukład 
ortogonalny, t. j. przez każdy punkt powierz- 
chni przechodzą zawsze dwie liniekrzywiz- 
nowe wzajemnie prostopadłe. 

Przesuwającsię wzdłuż linii krzywizno- 
wej, mamy: 


de: dy: dz = dX:dV':dZ. 


Równaniem różniczkowem linij krzywiz- 
nowych jest: 


(FD'— GD) duż + (ED" — GD) dude +(ED' — FD) duż =0. 


gdzie D, //, D" mają wartości, wskazane w$8. 

Równanie to można też napisać w postaci: 
Edu +- Fiv, Fdu > Gdv | 
Ddu- D'dv, D'du + D'dv| 

Jeżeli z=/(x,y) jest równaniem powierzchni, p, 4 pocho- 
dnemi pierwszemi, 7, s, é pochodnemi drugiemi funkcyi z wzglę- 
dem x, y, to równanie różniczkowe linij krzy- 
wiznowych przybiera postać: 


0. 


[a + p')s— par jez + [a TOJE=CETT! r] dz dy 


+|pa-0+9)s|dy = o. 
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Na kulii napłaszczyznie każda linia jest 
linia krzywiznowa. 

Liniami krzywiznowemi powierzchni roz- 
wijałnej są tworzące i trajekrorye do nich 
prostopadłe. 

Jeżeli dwie powierzchnie przecinają się wzdłuż linii krzy- 
wiznowej dła obu, to przecinają się pod kątem stałym; odwrot- 
nie: jeżeli dwie powierzchnie przecinają się pod kątem stałym, 
a ich przecięcie jest Jimią krzywiznową dla jednej z nich, to bę- 
dzie hnia krzywiznową i dla drugiej. 

W odwzorowanin kulistem Gaussa nkład linij na po- 
wierzchni, pozostający ortogonalnym. jest układem linij krzy- 
wiznowych. 

Nazywamy powierzchniami listewkowemi ( modanate, 
moulures według Mongea) powierzchnie, dla których linie 
krzywiznowe jednego układn znajdują się w płaszczyznach nor- 
malnych do powierzchni. 

Powierzchnia listewkowa tworzy się ruchem 
krzywej płaskiej, której płaszczyzna toczy 
się bez ślizgania po powierzchni rozwijalnej. 


Jeżeli w punkcie powierzchni poprowadzimy dwie linie 
krzywiznowe, styczne do nich w tym punkcie i normalną do po- 
wierzchni, wtedy płaszczyzna, poprowadzona przez normalną 
i przez jednę ze stycznych, przecina powierzchnię wzdłuż krzy- 
wej, którą nazywamy przecięciem normalnem głó- 
wnem w tym punkcie. Widzimy stąd, że dla każdego 
punktu powierzchni są dwa przecięcia normalne główne. prze- 
cinające się pod kątem prostym. 

Promienie krzywizny r, r, tych dwóch przecięć normal- 
nych głównych nazywają się promieniami głównemi 
krzywizny powierzchni. aśrodki krzywizny tychże 
przecięć są dwoma środkami krzywizny powierz- 
ehni w tym punkcie. Jeżeli te środki znajdują się po 
stronach przeciwległych: względem punktu powierzchni, wtedy 
promieiniom krzywizny nadajemy oczywiście znaki prze- 
ciwne. 


* 
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Jeżeli krzywe spółrzędne u, v są liniami 
krzywiznowemi. wtedy zachodzą związki: 
E G 


D = — —-, I! = 0, D" == — - - 
fy a 


F=0. 


gdzie r, ?, są promieniami krzywizny prze- 
cięć normalnych, stycznych odpowiednio do 
linij c==const, u= const. 

Promienie główne krzywizny r, ir, są pier- 
wiastkami równania: 


(DD'—D*)r*-F(EW'—DG—2FD')r—(EG—F*)==0Q. 


Promień R krzywizny jakiegokolwiek prze- 
cięcia normalnego powierzchni wyraża się przez 
r, Tp Za pomocą wzoru: 

2 iné 
p= s (wzór Eulera), 
gdzie 6 oznacza kąt, jaki płaszczyzna przecięcia 
czyni z płaszczyzną przecięcia normalnego głów- 
nego, którego promieniem krzywizny jest r. 

Przy pomocy tego wzoru promienie krzywizny przecięć 
normalnych wyrażają się przez promienie główne. 

Następujące twierdzenie Meusniera pozwala wyrazić 
promień krzywizny jakiejkolwiek linii, nakreślonej na powierz- 
chni, przez promienie główne: 

Promień krzywizny jakiejkolwiek linii, nakre- 
ślonej na powierzchni, równa się promieniowi prze- 
cięcia normalnegó stycznego do krzywej, pomno- 
żonemu przez dostawę kąta, jaki płaszczyzna prze- 
cięcia normalnego tworzy z płaszczyzną ściśle 
styczną do krzywej. 

Jeżeli promienie 7;, 7, są jednego znaku, wtedy odpowia- 
dający im punkt powierzchni nazywa się eliptyczn ym; jeżeli 
r+=r,, punkt nazywa się kołowym (umbilikiem): jeżeli 75, 
r, są znaków przeciwnych, nazywa się hyperboliczny m; 
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wreszcie punkt nazywa się parabolieznym. gdy jeden z pro- 
mieni jest nieskończenie wielki. 

W przypadkn pnnktu eliptyvcznego. powierzchnia w otocze- 
nin tego punktn leży całkowicie po jednej stronie płaszczyzny 
stycznej; w przypadkn punktu hyperbolicznego leży częścią po 
jednej, częścią po arugiej stronie płaszczyzny stycznej. 

Jeżeli DD"—D*>0. wtedy pnnkt jest eliptycznym. jeżeli 
DD": - IV: £0 — hyperbolicznym. 

Ten podział punktów na eliptyczne. paraboliczne i hyper- 
boliczne odpowiada podziałowi, podanemn w Rozdz. IX. $ 1 dla 
powierzchni algebraicznych. Równanie wskazującej Du- 
pina (patrz tamże) można napisać w postaci równania 
krzywej 


Ẹ- n? 
ATA 7" 


położonej na płaszczyźnie stycznej do powierzchni i dla której 
osi spółrzędnych ë, ņ zlewają się odpowiednio z kierunkami 
stycznych do dwóch linij krzywiznowych, przez uważany punkt 
przechodzących. 

Kwadrat półśrednicy g tej elipsy, tworzącej kąt 0 z osią 7, 
wyraża się przy pomocy równania : 


2 A 
EM ASPI. (6) , 
o r. ri 

Porównawszy ten wzór z wzorem Eulera, otrzymujemy 
0’ = R; a zatem, kwadrat półśrednicy wskazującej 
Dupina równa się promieniowi krzywizny przecię- 
cia normalnego, przechodzącego przez tę średnicę. 

To twierdzenie Dupina (Développ. de géom.. Paryż, 
1818, można uważać za interpretacyę geometryczną wzoru 
Eulera; stąd nazwa wskazującej Dupina. 

Dwie średnice sprzężone wskazującej Dupina' nazywają się 
stycznemi sprzężonemi na powierzchni. Układ podwójny 
linij na powierzchni nazywa się sprzężonym, jeżeli w każ- 
dym punkcie powierzchni styczne do dwóch linij, przezeń prze- 
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chodzących są sprzężonemi. Jeżeli 6, ®© są kąty, jakie 

styczne sprzężonetworzą z linią krzywizno- 
wą v. będzie: 

i ri 

tg6.tgf' = — kok 


Dla układu sprzężonego jest zawsze Į” =0; 
iodwrotnie: jeżeli D'=0, układ linije, r jest 
sprzężony. 

W odwzorowaniu kulistem Gaussa kąt pomiędzy dwoma 
kierunkami sprzężonemi albo zachowuje niezmiennie swą wiel- 
kość, albo przechodzi na kąt dopełniający zależnie od tego, czy 
punkt powierzchni jest hyperboliczny albo eliptyczny. 

Następujące twierdzenie daje nowe określenie stycznych 
sprzężonych. 

Dwiestyczne do powierzchni w punkcie P 
sąsprzężonemi, jeżeli powierzchnia rozwi- 
jalna. opisana na danej powierzchni wzdłuż 
krzywej nakreślonej na niej istycznej do jed- 
nejzdwóch danych prostych, ma jako tworzącą 
drugą ztych prostych. 

Układ linij krzywiznowych jestjedynym 
układem, równocześnie ortogonalnym i sprzę- 
żony m. 


Liniami asymptotycznemi powierzchni nazy- 
wają się linie, nakreślone na powierzchni i takie, że ich płaszczyzna 
ścisle styczna w każdym punkcie zlewa się z płaszczyzną stycz- 
ną do powierzchni. 

Linie asymptotyczne tworzą układ po- 
dwójny; przez każdy punkt powierzchni prze- 
chodzą dwie takie linie, wogóle nie prosto- 
padłe. W każdym punkrie styczna do linii 
asymptotycznej zlewa się z własną sprzężoną. 

Styczne do dwóch linij asymptotycznych 

Pascal, Rep. H, 35 
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w każdym punkcie zlewają się zasymptotami 
wskaznjącej Dupina. 
Liniaasymptotycznaczyni zadość związ- 
kowi: 
pduż 2 D'dudv — D'dv* == 0. 


Ozuaczając, jak zwykle. przez p, 4. r, s, t pochodne pierw- 
sze i drugie fnukcyi z względem xi y, otrzymane z równania 
powierzchni, możemy równanie różniczkowe linij 
asymptotycznych napisać w postaci: 


rdr? * 2sdu dy -b tly = 0. 


Linie asymptotyczne są rzeczywistemi 
tylko w punktach hyperbolicznych powierz- 
chni, są zaśurojonemi w puntach eliptycznych. 

Dla powierzchni rozwijalnych dwa ukła- 
dy linijasymptotycznych zlewają się ztwo- 
rzącemi powierzchni, 

Kwadrat skręcenia linij asymptotycznych 
w punkcie równa się całkowitej krzywiznie 
powierzchni w uważanym punkcie, wziętej ze 
znakiem przeciwnym (Tw. Ennepera). 

b. t 

== Gr” 
stąd: w każdym punkcie powierzchni dwie linie 
asymptotyczne, przezeń przechodzące, mają skrę- 
cenia równe co do wartości bezwzględnej. 

Przy przekształceniach rzutowych zachowują 
się układy sprzężone i linie asymptotyczne; przy 
przekształceniach przez promienie odwrotne za- 
chowują się linie krzywiznowe (Darboux). 

W odwzorowaniu kulistem Gaussa kierunki 
linij asymptotycznych odchylają się na 90". 

Dajmy, że na kuli odwzorowującej są w, v’ obrazami linij 
12] jl 


asymptotycznych powierzchni; oznaczmy przez a p i2 
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symbole (hristoffela, odnoszące się do elementu linio- 
wego na kuli, wtedy: 


Jeżeli odniesiemy powierzchnię do układujej 
linij asymptotycznych. wtedy kwadrat elementu 
liniowego przybiera postać g*(edu2ż —2fdudr + gdr”), 
gdzie o* =—r,r., zaś y,cif są spółczynnikami trze- 
ciej formy różniczkowej zasadniczej. 

Dla powierzchni prostoliniowej linie asympto- 
tyczne jednego układu są tworzącemi powierz- 
chni. 

Stosunek anharmoniczny czterech punktów, 
w których tworząca spotyka cztery asymptotyczne 
ustalone danej drugiego układu, jest stały. (Twier- 
dzenie P.Serreta) 

Jeżeli linię Z, nakreśloną na powierzchni i przechodzącą 
przez punkt P, rzuciny ortogonalnie na płaszczyznę styczną 
w punkcie P, to krzywizna tego rzutu w punkcie P nazywa się 
krzywizną geodezyjną lub stycznośeiową w punkcie P 
linii nakreślonej na powierzchni, a środek krzywizny rzutu na- 
zywa się środkiem krzywizny geodezyjnej linii Z 
w punkcie P. 

Krzywizna geodezyjna linii Z, nakreślonej na 
powierzchni, równa się zwykłej krzywiznie linii 
płaskiej, na którą przekształca się krzywa Z, skoro 
rozwiniemy na płaszczyznę powierzchnię roz- 
wijalną, opisaną na danej powierzchni wzdłuż 
linii 2. 

Jeżeli u, r są krzywe spółrzędne na powierzchni, g(u,v)=0 
równanie linii na niej nakreślonej, to krzywizna geodezyjna 


"e : i 
pa linii p w punkcie wyraża się wzorem: 
P 
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př gL 
1 l | 1 dr du 
a a= i püf? hi E o4) 2 dg KZ ma e-z. i 
E | Ar | dj 2u M dn | 
p _ pd 
j * dw dv 


he Ra ną e pe dą —% dp OP) Łe Ej zy 
| E (| zk dn òr du 


Wzór ten nazywa się wzorem Bonneta. 

Promień krzywiznygeodezyjnej równoleżnika 
powierzchni obrotowej równa się częsci stycznej 
do południka, zawartej pomiędzy punktem stycz- 
ności a osią obrotu. 

Linia, nakreslona na powierzchni i stanowiąca najkrótszą 
odległosć pomiędzy dwoma jej punktami dostatecznie blizkienu, 
nazywa się linią geodezyjną powierzchni. 

Dla linii geodezyjnej normalna główna zlewa 
się w każdym punkcie z normalną dopowierzchni. 
Tę własność można przyjąć za okreslenie linij geodezyjnych. 

Liniageodezyjnajestwogóleoznaczoną, skoro 
są dane dwa jej punkty, alboskoro dany jest punkt, 
przez który ma przechodzić, i kiernnek stycznej 
do niej w tym punkcie. 

Krzywiznę geodezyjną linii w punkcie można też okreslić 
w sposób następujący: 

Niechaj będą dwa punkty Pi P' nieskończenie blizkie na 
krżywej i w tych punktach linie geodezyjne styczne; granica 
stosunku kąta, przez nie utworzonego, do łuku PP" linii krzywej, 
gdy punkt P’ zbliża się nieograniczenie do punktu P, jest krzy- 
wizną geodezyjną linii w punkcie P. W ten sposób określenie 
krzywizny geodezyjnej jest naturalnem rozszerzeniem okresle- 
nia krzywizny linij płaskich. 

Beltrami'emu (Giorn. di Batt. II) zawdzięczamy twier- 
dzenie, służące do wyznaczania środka krzywizny geodezyjnej 
linii w punkcie. 
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Wyobrażiny sobie na powierzchni układ oo! linij geodezyj- 
nych g i linię /, mającą styczne sprzężone z liniami g; styczne do 
linij g w punktach linii / tworzą powierzchnię rozwijalną z kra- 
wędzią zwrotu s. Każdemu punktowi linii / odpowiadać będzie tedy 
punkt krawędzi s, jeżeli za punkt krzywej l, odpowiadający pun- 
ktowi P uważać będziemy punkt MM, w którym tworząca rozwi- 
jalnej, przechodząca przez punkt P, jest styczna do krawędzi 
zwrotu. Punkt M jest środkiem krzywizny geodezyj- 
nej w punkcie Plinii, przechodzącej przez punkt P 
iprostopadłej dolinii geodezyjnej, przezten punkt 
przechodzącej, 

Równanieróżniczkowelinij geodezyjnych (rów- 
nanie Gaussa) jest: 


spi L F 

1EGTF: G= -y ple DE ta + de 
- SE LOPP 1 òG lv 
Ta o R * "a w *" 


gdzie 6 jest kąt. który linia geodezyjna tworzy 
z liniami w= const i dla którego: 


Sa AB. Ma dn dr NA LEG—F? dy 
Tea ET d Ps] IS y de” 
Jeżeli linie u, v są ortogonalne, mamy: 
e EEA TERI 
ŁG dr VE ów 


W przypadku, w którym układ linij w, v jest 
ortogonalny izotermiczny, równanie różniczkowe 
linij geodezyjnych jest postaci: 


dv. 


> DIE VE 
Vkdó = -5 - du — i 


Dla powierzchni Liouville'a, dla których ele- 
ment liniowy daje się sprowadzić do formy 
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[alx)-HB(r)]idu+do'), równanie linij geodezyjnych 
przybiera postać: 
f duwe | dn 
Jhalu =a Bw Fa 
gdzie ui b są stałe całkowania, Widzimy tedy, że w tym 
przypadku równanie lmij geodezyjnych daje się całkować bez- 
posrelnio. 

Dla powierzchnirozwijalnychrównanieróż- 
niczkowe linij geodezyjnych całkuje się przy 
pomocy dwóch kwadratur. 

W każdym punkcie linii geodezyjnej, nakre- 
ślonej na powierzchni obrotowej, iloczyu pro- 
mienia równoleżnika przez wstawę kąta nachv- 
lenia do połndników jest stały iTw. Clairauta). 

Linia krzywiznowa, będąca zarazem linią 
geodezyjną, jest płaską; i każda geodezyjna pła- 
ska jest linią krzywiznową. 

Łuki linij geodezyjnych, odcięte przez tra- 
jęktorye do nich prostopadłe, są równej długo- 
ści. Dlatego to trajektorye ortogonalne układu co! linij geode- 
zyjnych nazywają się liniami geodezyjnie równole- 
głemi. 

Odległością geodezyjną dwóch punktów jest dłu- 
gość linii geodezyjnej, przez te punkty przechodzącej. 

Linia na powierzchni, której punkty mają równą odległość 
geodezyjną od punktn stałego powierzchni, nazywa się kołem 
geodezyjnem. 

Linia, której punkty mają takie odległości od dwóch pun- 
któw stałych, że suma albo różnica tych odległości jest stałą, 
nazywa się elipsą albo hyperbolą geodezyjną. 

Trójkątem geodezyjnym nazywamy trójkąt, utwo- 
rzony z trzech łuków krzywych geodezyjnych. 

Jeżeli wraz z Gaussem nazwiemy krzywizną cał- 
kowitą pola powierzchniowego, wartość całki pod- 
wójnej 


| =D, 


| Kuo. 
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rozciągniętej na to pole, gdzie K jest krzywizną powierz- 
chni w punkcie (patrz X 10), do zas elementem pola po- 
wierzchniowego, to można będzis wypowiedzieć następujące 
twierdzenie (Ganssa): 

Krzywizna całkowita trójkąta geodezyjne- 
go równa się nadmiarowi sumy trzech jego ką- 
tów ponad dwa kąty proste. Stąd (gdy K jest stałe): 
na powierzchni o krzywiznie stałej pole trój- 
kąta geodezyjnego jest proporcyonalne do nad- 
miarn sumy trzech jego kątów ponad dwa kąty 
proste. (Porów. twierdzenie analogiczne Alberta Girarda 
o trójkątach kulistych Rozdz. II, 3 6). 

Twierdzenie to nogólnił $che ring (Gott. Nach. 1867). O teo- 
ryi trójkątów geodezyjnych patrz: Christoffel (Berl. Abh. 1868), 
Weingarten (Berl. B. 1882), v. Mangoldt (Crelle XCIV). 


Nazywamy skręceniem geodezyjnem w punkcie 
linii, nakreślonej na powierzchni, skręcenie linii geodezyjnej, 
stycznej do linii danej w uważanym punkcie. 

Skręcenie geodezyjne linii zlewa się ze 
skręceniem zwykłem tych wszystkichitylko 
tych linij, których normalna główna jest na- 
chylona pod kątem stałym do powierzchni, 
w szczególności zaś ma to miejscedla linij 
geodezyjnych iasymptotycznych. 

Jeżeli : 5 ŻĘ są skręcenia geoilezyjne krzywych spółrzęd- 

n r 
nych u, v, wtedy: 
1 G D'— FD" l. FD-ED' 


TW GVEGZFŹ" DL EBGP ` 


Związek pomiędzy skręceniemgeodezyj- 
SP e 
Ró askręceniem bezwzlędnem z jakiej- 
t 
kolwiek liniiļl wyraża się w ten sposób: 


1 Es dw 


dz 
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gdzie w jest kąt pomiędzy normalną główną 
liniiła normalną do powierzchni, s zas jest 
łukiem linii L 

Linie hrzywiznowe są to linie, których 
krzywizna geodezyjna w każdym punkcie jest 
zerem. 

Okreslilismy już wyżej (Rozdz. XIII, $6) linię zwę- 
żenia powierzchni prostoliniowej: obecnie doda- 
jemy. że w każdym punkcie linii zwężenia po- 
wierzchni prostoliniowej krzywizna geode- 
zyjna trajektoryj ortogonalnych dotworzą- 
cych jest zerem. 

Podamy kilka twierdzeń o liniach geodezyjnych elipsoidy. 

Każda linia geodezyjna, wychodząca z punktu kołowego, 
przechodzi przez punkt kołowy srednicowo przeciwległy. 

Dwa pnnkty kołowe przeciwległe można połączyć nieskoń- 
czenie wieloma łukami geodezyjnemi równej długości (jak na kuli). 

Jeżeli punkt M na elipsoidzie połączymy liniami geodezyj- 
nemi z dwoma punktami kołowemi nie przeciwiegłemi, wtedy 
kierunki linij krzywiznowych, przechodzących przez punkt M, będą 
dwusiecznemi kątów pomiędzy liniami geodezyjnemi. 

Dla każdej linii geodezyjnej na elipsoidzie iloczyn odległo- 
ści środka od płaszczyzny stycznej w punkcie linii geodezyjnej 
przez długość średnicy równoległej od stycznej do geodezyjnej 
w tymże punkcie jest stały. 

Linie krzywiznowe pierwszy rozważał Monge (patrz $ 8): 
Dupino wi zaś (Dóvel. de géom. 1813) zawdzięczamy rozważania nad 
liniami asymptotycznemi i kierunkami sprzężonemi oraz wprowadzenie 
wskazujących, O liniach krzywiznowych pisali następnie: Brioschi 
(Ann. di Tortolini IV, 1863), Ribaueoux (Uompt. rend. 1872), D ar- 
boux (tamże 18,7. I881)iinni. O liniach krzywiznowych, prze- 
chodzących przez punkt kołowy: Cayley (Phil. Mag. 1863, Quart. 
Journ. XI. 1870), Frost (tamże X), Hoppe (Arch. d. Math. LXX, 
1883). Wiele prac ogłoszono o powierzchniach, mających linie krzy- 
wiznowe płaskie albo kuliste: Serret (Crelle XVIII, Bonnet 
(Ée. pol. XXXIII, 1853), Dini (Amn. di mat. I, Mem Soc. dei Qua- 
ranta TTI, 1869), Enneper (Crelle XCIV) i wielu imych. 
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Linie geodezyjne badał Gauss: Legendre nazywał je 
liniami minimalnemi; nazwę dzisiaj używaną wprowadził 
Liouville. Prócz Gansna, pisał o nich Steiner (Berl. Ber. 
1539), Jacobi (Crelle XIX—o geodezyjnych elipsoidy), Minding 
(Crelle XX), Liouville (w wydaniu z r. 1850 dzieła M on g e'a), 
Appel. de FAnal. a la Gćom., Brioschi (Am. di Torto]. IV), 
Beltrami (Ist. Lomb, 1868) it. d. W ostatnich czasach: W ein- 
garten (Berl. Ber, 1882), Brill (Mùnch. Abh. 1883), Ricci (Ist. 
Veneto 1893—94). O historyi geodezyjnych patrz Stackel (Leipz. 
Ber. 1893). O geodezyjnych na elipsoidzie patrz tom 2-gi traktatu 
Halphena o tunkcyach eliptycznych, 


$ 10. 
Krzywizny powierzchni. Rozwijalność jednych powierzchni na drugie. 


Wyrażenia 


Ka s ma dzy 
g m Ty 


noszą nazwę: pierwsze krzywizny całkowitej Gaussa, 
drugie krzywizny średniej w uważanym punkcie. Wiel- 
kości te wyrażają się przy pomocy wzorów: 


DD'— D“ 2F1'— EU'—GD 
Au o MT ug—m 


Inną krzywiznę, mającą za wyrażenie Fliet Jh wpro- 
wadził Casorati (Acta,math. XIV, patrz Catalan, tam- 
że XV). 

Krzywiznę Kmożna wyrazić za pomocą 
wzoru, w którym występują tylkospółczyn- 
niki pierwszej formy różniczkowej: 
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211,2)3 ? 

Krzywizna K jest dodatnia w punktach 
hyperbolicznyci, jest zerem w punktach pa- 
rabolicznych. 

Krzywizna K powierzchni prostoliniowej 
jest zawsze ujemna albo równa zeru. Jeżeli nie 
jest zerem wzdłuż tworzącej, to jest największą 
pod względem wartości liczebnej w punkcie środ- 
kow y m (patrz Rozdz. XIII, $6) izmniejsza się w miarę 
oddalenia się od tego punktu na tworzącej. 

Powierzchnia okrzywiznie Krównej zeru 
we wszystkich punktach jest powierzchnią 
rozwijalną, i odwrotnie. 

Krzywiznę A wyrazić można przez krzy- 


wizny geodezyjne Z dwu linij spółrzęd- 


nych za pomocą wzoru Liouville'a (Jowmn. de 
Łiouv. XVI): 
1 Q ò VG, 0 VE) 
= RSW wy 
PEG_F3 |ówdv ' dw ou dv o Í 
gdzieQjest kąt, jaki tworzą linie spółrzędne. 
Krzywiznę całkowitą powierzchni można określić jako 
odwrotność granicy stosunku pola powierzch- 
niowego nieskończenie małego do pola kuli- 
stego, odpowiadającego pierwszemu w odwzo- 
rowaniu kulistem powierzchni. 
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Jeżeli pomiędzy punktami dwu powierzchni można usta- 
nowić odpowiedniosć taką, że odpowiadające sobie ich elementy 
liniowe stają się równemi, wtedy powierzchnie nazywają się wza- 
jemnie na siebie rozwijalnemi. 

Jeżeli dwie powierzchnie dająsię rozwinąć jedna na drugą, 
to wtedy za pomocą zgięcia można rozciągnąć jednę (albo część 
jednej) na drugiej bez zerwania i bez zdwojenia. 

Krzywizna całko.wita powierzchni w ja- 
kimkolwiek punkcie nie zmienia się przy do- 
wolnem zginaniu powierzchni: albo, co na jedno 
wychodzi, dwie powierzchnie, dające się rozwi- 
nąć jedna na drugiej, mają równe krzywizny 
wodpowiadających sobie punktach. I dla tego 
krzywiznę K nazywamy niezmiennikiem gięcia. 

Jeżeli zegniemy powierzchnię, wtedy nie 
zmienia się krzywizna geodezyjna jakiej- 
kolwiek linii, nakreślonej na powierzchni; 
a stąd w szczególności, linie geodezyjne powierz- 
chni zmieniają się na linie geodezyjne po- 
wierzchni przekształconej, 

Równość krzywizny całkowitej dwu powierzchni dla każ- 
dej pary odpowiadających sobie punktów nie jest wszakżę 
dostateczną na to, aby te dwie powierzchnie 
dały się rozwinąć jedna na drugiej; wystarcza zaś 
jedynie tylko w tym przypadku, gdy obie powierzchnie mają 
w każdym punkcie krzywiznę stałą i t. p. 

Dwie powierzchnieo tej samej stałej krzy- 
wiznie całkowitej dają się nieskończenie 
wielusposobami rozwinąć jedna na drugiej; 
stąd: powierzchnia rozwijalna (okrzywiznie 
równej zeru) daje się zawsze rozwinąć na płasz- 
czyżnie, a powierzchnia o krzywiznie stałej 
dodatniej daje się zawsze rozwinąć na kuli. 

Każda powierzchnia o krzywiznie stałej 
możezapomocącosgięć przechodzić na samą siebie. 

Każda powierzchnia, zezwalająca na oo gięć ciągłych na 
samą siebie, daje się rozwinąć na powierzchni obrotowej. 
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Helisoidami nazywamy powierzchnie, utworzone rn- 
chem linii płaskiej albo skosnej, obracającej się około osi, która 
znów równoczesnie posuwa się wzdłuż samej siebie, tak, że sto- 
sunek dwn prędkosci (obrotu i przesunięcia: jest stały. 

Każda helisoida daje się zawsze rozwinąć 
ua powierzchni obrotowej: elipsy rozwijają się 
wtedy wzdłuż równoleżników (Tw. Boura). 

Jeżeli na powierzchni giętkiej ustalimy je- 
dnę krzywą. wtedy powierzchnia nie daje się 
odkształcać, oile ra krzywa nie jest asympto- 
tyczna. 

Można lwoma różnemi sposobami odkształ- 
cić powierzchnię tak. aby jedna jej krzywa C 
przybrała postać dowolną Z. byleby krzywizna 
pierwsza krzywej I byławkażdym punkcie więk- 
sza od krzywizny geodezyjnej krzywej Č w od- 
powiednim punkcie. 

Można nieskończenie wieloma sposobami 
odkształcić powierzchnię tak, aby jedna jej ja- 
kakolwiek linia stała się linią krzywiznową po- 
wierzchni odkształconej. 

Niepodobna odkształcić powierzchni Swten 
sposób,abykrzyweasymptotycznestałysię krzy- 
wemi asymptotvcznemi powierzchni odkształ- 
conej, o ile powierzchnia Sniejestpowierzchnią 
prostoliniowa, a krzywe asymptotycznejej two- 
rzącemi prostoliniowemi. 

Jeżeli dwie powierzchnie prostoliniowe, nie 
dające się otrzymać przez odkształcenie jednej 
i tej samej powierzchni stopnia 2-go, dają się 
rozwinąć jedna na drugiej, wtedy tworzące je- 
duej po przekształceniu rozwijają się wzdłuż 
tworzących drugiej (Tw. Bonneta). 

Nazywamy stożkiem kierowniczym powierz- 
chni prostoliniowej stożek, utworzony przez proste po- 
prowadzone z danego punktu i równoległe odpowiednio do two- 
rzących powierzchni danej. 
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Każda powierzchnia prostoliniowa daje się 
zawsze przekształcić w ten sposób, żejejstożek 
kierowniczy przybiera postać dowolną. 

Każda powierzchnia prostoliniowa daje się 
zawsze zgiąć w ten sposób, że linia dowolna. na- 
kreślona na niej, zamienia się na linię asympto- 
tyczną. 

Przekształcając powierzchnię prostoliniową, 
możemy zawsze sprawić, że jedna z jej linij geo- 
zyjnych przekształca się na prostą. 

Można co! sposobami odkształcić prosto- 
liniową tak, aby jakakolwiek z jej krzywych 
stała się krzywą płaską. 

Jedynemi powierzchniami prostoliniowemi 
rozwijalnemi na powierzchniach obrotowych są 
przekształcenia helisoidy prostoliniowej o polu 
najmniejszem (p. niżej) i hyperboloidy obrotowej. 

Krzywizną powierzchni zajmowali się już Euler i Meusnier, 
lecz dopiero Gauss rozwiązał zagadnienie to w $ VHI swoich „Dis- 
ynisitiones generales etc. Gaussowi też zawdzięczamy odkry- 
cie. że krzywizna Æ nie zmienia się przy zginaniu powierzchni. Po- 
między pierwszemi pracami o rozwijaniu powierzehni ważnemi są roz- 
prawy Mindinga (Crelle XIX), Boura (Ee. pol. LIX, 1861), 
Bonneta (tamże LXI, LXH), Codazziego (Mém. pré». Paryż 
XXVII) it. p. Dalej wymieniamy rozprawy: Weingarten:. 
(Crelle LIX), Ribaucoura (Comp. Rend, LXX), Dini'ego (Giorn. 
di Batt. H) i t. d. Jedną z pierwszych prac o zginaniu powierzchni 
prostoliniowych jest rozprawa Mindinga (Crelle XVII), i zasa- 
dnicza praca Beltramiego (Am. di mat. VH, 1865). Nowe prace 
Weingartena o teoryi rozwijalności powierzchni, opartej na no- 
wej metodzie, znajdują się w Compt. rend, CXI, str. 607, 706 iw Acta 
mat. XX, a wykład nowej metody w dziele Darboux'a o powierz- 
chniach (t. IV, str. 308). 
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$ 11. 
Powierzchnie o krzywiznie całkowitej stałej. Powierzchnie 
pseudosferyczne. 
Powierzchnia o krzywiznie stałej ujemnej K=— na- 


zywa się powierzchnią pseudosferyczną o pro- 
mieniu R. Nazywamy horycyklem krzywą na powierz- 
chni pseudosferycznej. mającą krzywiznę geodezyjną stałą 
; 1 
równ s 
SR 
Element liniowy każdej powierzchni o krzy- 


wiznie stałej normalnej K=- daje się wyra- 


zićanalitycznie przez wzór: 
ds? = du” + cos? Hr? 
— R , 


aelementliniowy każdej powierzchnio krzy- 
wiznie stałej ujemnej K=— ję za pomocą jed- 
negoztrzech wzorów następujących: 


ds? = du? + cosh” F dv? (typ hyperboliczny), 
21 


ds? = du? + cë dr? (typ paraboliczny), 


ds? = du? —— R? sinh’ — dv? (typ eliptyczny). 


Dla pierwszej z tych trzech form liniami spółrzędnemi są 
geodezyjne r=const, ortogonalne do geodezyjnej stałej L, oraz 
trajektorye do nich prostopadłe v=const. Za pomocą podobnego 
układu spółrzędnych sprowadzamy także i element liniowy po- 
wierzchni o krzywiznie stałej dodatniej do formy wyżej podanej. 


Powierzchnie o krzywiznie całkowitej stałej i t.d. 569 


Dla formy drugiej hnie «=const są liniami geodezyjnemi, 
ortogonalnemi do linii Z, mającej krzywiznę geodezyjną stałą 
= (horycykle), a linie u= const. są trajektoryami do tamtych 
prostopadłemi. 

Dla formy trzeciej linie v= const. są geodezyjnemi, wy- 
chodzącemi z jednego punktu, linie « =const. są trajektoryami 
do nich prostopadłemi. 

Element liniowy każdej powierzchniokrzy- 
wiznie stałej i równej 1, odniesionej dolinij 
krzywiznowych przedstawia się w postaci: 


da? = sinh” o du? + cosh” o dw? , 
gdziewoczyni zadość związkowi: 


d? w dź o ; 
T -qp 5 — Sin o cosh w . 

Element liniowy każdej powierzchni pseu- 
dosferycznej o promieniu 1, odniesionej do 
linij krzywiznowych, przedstawia się w po- 
staci: 


ds? = cos? w du? —- sin? odv?, 


gdzie w czyni zadość związkowi: 


Na danej powierzchni o krzywiznie sta- 
łejistnieje zawszeukładspółrzędnych taki, 
że linie geodezyjne wyrażają się za pomocą 
równań liniowych pomiędzy spółrzędnemi, 
i odwrotnie: powierzchnia jest powierzchnią o krzy- 
wiznie stałej, skoro jej linie geodezyjne dają 
się przedstawić za pomocą równań linio- 
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wych (Tw. Beltrami'ego). Twierdzenie to rozciąga się na 
przestrzenie wyższe. 

Rozpatrzymy teraz powierzchnie pseudosfe- 
ryczne obrotowe. Odniósłszy ich element do południ- 
ków i równoleżników, mieć będziemy: 


T K u |2 
ds? = du- lorg we £f di. 


Stosownie do tego, czy spółczynniki c i c' są jednego znaku, 
jeden z nich jest zerem. albo wreszcie są znaku przeciwnego, 
mamy trzy typy powierzchni pseudosferycznych obroto- 
wych. Są niemi mianowicie: 

1. Typ hyperboliczny. Stałe c i c są jednego 
znaku; element liniowy, odniesiony do południków i równoleż- 
ników, wyraża się wzorem : 


ds? = du? + 4? cosh? p dr? 


Powierzchnia powstaje przez obrót krzywej 


x = Á cosh io y= P -4 sinh” > du. 


około osi y. 

2. Typ paraboliczny. Jedna ze stałych c,c' jest 
zerem; element liniowy, odniesiony do południków i równoleżni- 
ków, wyraża się wzorami: 


2n 
ds? = du? + ef duż. 
Powierzchnia powstaje przez obrót krzywej (traktoryi): 


kJ . EA 
— 


c=et, y=] 1— gae" du 


około osi y. Traktorya ma własność, że część jej stycznej, za- 
warta pomiędzy punktem styczności a osią y (która jest asymp- 
totą krzywej), jest stała (i równa R, patrz Rozdz. XVII). Po- 
wierzchnia tego typu nazywa się pseudosferą. 


Powierzchnie o krzywiznie eałkowitej stałej i t. d. b61 


3. Typeliptyczny. Stała ci c są znaków przeci- 
wnych. Element liniowy, odniesiony do południków i do równo- 
leżników, wyraża się wzorem: 


ds? = du + A? sinh? F dv’. 


Powierzchnia powstaje przez obrót krzywej 


in ie UV 33 u 
X = AS = = / c = B= 
x ==4sinh Bo Y | | | 1 TE cosh R du 


około osi 4. 


Krzyweasymptotyczne powierzchni pseu- 
dosferycznej mają w każdym punkcie skręce- 
nie stałe (Enneper). 

W każdym czworoboku krzywoliniowym, 
zawartym pomiędzy czterema liniami asym- 
ptotycznemi powierzchni pseudosferycznej, 
kąty przeciwległe są równe (Dini). 

Pomiędzy powierzchniami pseudosferycznemi godnerci uwa- 
gi są powierzchnie Dini'ego (Compt. rend. 1865), i powierz- 
chnie Ennepera (Gótt. Nachr. 1868), których szczególnym 
przypadkiem jest powierzchnia, badana przez Bianchi'ego 
(Rozpr. Piza 1879, Math. Ann. XVI). Pomiędzy powierzchniami 
o krzywiznie stałej dodatniej zasługują na uwagę powierzchnie 
Ennepera, których przypadkiem szczególnym jest powierz- 
chnia Kuena (Miinch. Ber. 1884) 

Wszystkie te powierzchnie o krzywiznie 
stałej, ujemnej albo dodatniej, mają tę włas- 
ność, że posiadają układ linij krzywiznowych 
płaskich. 

Spółrzędne punktu powierzchni Ennepera 
wyrażają się przez funkcye eliptyczne dwu 
parametrów; dlainnych powierzchni wystar- 
czają funkcye kołowe. 


Pascal. Rep. TI. 36 
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Powierzchnię pseudosferyczną Dini'ego 
tworzy traktorya, poruszająca się ruchem he- 
lisoidalnym około własnej asymptoty: po- 
wierzchnia ta jest tedy helisoidą. Jeden układ 
jej linij krzywiznowych składa się z połud- 
ników |(traktoryj), draugi z krzywych nakreslo- 
nych na kulach, mających srodek na osi; kule 
te przecinają ortogonalnie helisoidę. Ta włas 
ność stosuje się i do powierzchni Ennepera. 

Rozważmy na danej powierzchni pseudosferycznej o pro- 
mieniu /ż układ linij geodezyjnych równoległych; na każdej 
stycznej do tych linij odetnijmy odcinek długości R. poczynając 
od punktu styczności; miejsce geometryczne punktów skrajnych 
tych odcinków jest nową powierzchnią pseudosferyczną tego 
samego promienia. Powierzchnia dana i nowa two- 
rzą dwie powłoki rozwiniętej jednej i tej 
samej powierzchni, której normalnemi są stycz- 
ne, o których wyżej mowa (Bianchi). Przy pomocy 
tego twierdzenia można z jednej powierzchni pseudosferycznej 
otrzymać nieskonczenie wiele innych; a przekształcenie, o którem 
to twierdzenie mówi. nazywa się przekształceniem 
dopełniającem (Bianchi) i stanowi przypadek szcze- 
gólny przekształcenia ogólniejszego, nazwanego przekształ- 
ceniem Bisklunda (Lunds. Univ Arsskrift. XIX, 1883; 
Math. Ann. IX, XIX). 

Jeżeli przekształcenie poprzednie zastosujemy do pseudo- 
sfery (powierzchni utworzonej obrotem traktoryi), otrzymamy 
powierzchnię Bianchi'ego, która, jak pow'edziano wy- 
żej, jest przypadkiem szczególnym powierzchni Ennepera, 
posiadających układ linij krzywiznowych płaskich, jak helisoida 
Diniego. 

Spółrzędne punktu tej powierzchni wyra- 
żają się w funkcyi dwu parametrów u, v 
przy pomocy wzorów: 


sin u 


MaA l v*sin?w 


(cos v -+ v sin v); 


Powierzchnie o krzywiznie całkowitej stałej i t. d. 563 


sin % ; 
y z2łh w ZEN ERP E (SIN v + v cos v); 
1 2 cos u 
z = h (log tge — u + ————-—|. 
(og sg" i ej 


Powierzchnia posiada krzywa podwójną. 


Modele gipsowe tej powierzchni, helisoidy Dini'ego oraz po- 
wierzchni o krzywiznie dodatniej Ennepera i Kuena, znajdują 
się w kolekcyi L. Brilla. 


Można utworzyć trygonometryę pseudosferycz- 
ną na podobieństwo trygonometryj sferycznej, wprowadzające 
w tym celu łuki linij geodezyjnych zamiast łuków kół wielkich. 
W ogólności powiedzieć można: 

Wzorytrygonometryczne,odnoszącesię do 
trójkąta geodezyjnego pseudosferycznego, 
wyprowadzają się zwzorów zwykłej trygo- 
nometryi kulistej, zmieniając R (promień kuli)na 
Ry—1. Zauważył to poraz pierwszy Minding (Crelle XIX, 
XX). Nadto: 

Twierdzenia geometryi nieeuklidesowej 
znajdują swoją interpretacyę na powierzch- 
niach pseudosferycznych. Patrz co dotego Bel- 
trami (Saggio etc., Giorn. di Batt. VI, 1868) 


Z prac o powierzchniach o krzywiznie stałej, prócz wyżej po- 
danych, wymieniamy: Beltrami (Ann. di mat. VH), Dini (Giorn. 
di Batt. III), Bianchi (Math. Ann. XVI, Giorn. di Batt. XX, Rend. 
Lincei 1892, 1899), Hazzidakis (Crelle LKXXVHI), Weingar- 
ten (Crelle XCIV, XOV), Darboux (Compt. rend. 1883. Ée. norm. 
1890), Guichard (Ée. norm. 1890) i t. d. Najnowszą pracą z teoryi 
powierzchni, traktowanej przy pomocy metody Weingartena, jest 
rozprawa Bianchi'ego (Anc. di mat. (3) LI). O przekształceniach 
powierzchni o krzywiznie stałej dodatniej, prócz cytowanej pracy 
Hazzidakisa, patrz noty Bianehi'ego (Rend. Lincei 1899). 
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S 12. 


Powierzchnie o krzywiznie średniej dodatniej. Powierzchnie 
minimalne. 


Dwie powierzchnie, równoległe do powierz- 
1 


chni S o krzywiznie stałej dodatniej K=-, 
iodległe od niej na -K, mają krzywiznę śred- 


nią stałą A= (Bonnet). Odwrotnie: Każda po- 
1 


wierzchnia o krzywiznie średniej stałej +- 
ma równoległą w odległości K o krzywiznie 
bezwzględnej stałej ję. 


Jeżeli będziemy uważali za odpowiadające sobie punkty 
trzech powierzchni, położone na tej samej normalnej, wtedy o d- 
wzorowanie dwu powierzchni o krzywiznie stałej jednej na 
drugiej jest podobnem; a odwzorowanie jednej z tych powierz- 
chni na powierzchni X jest takie, że dwom kierunkom na niej 
ortogonalnym do siebie odpowiadają zawsze na powierzchni S 
dwa kierunki sprzężone (patrz Chini, Giorn. di Batt. XXVII, 
1889). 

Element liniowy każdej powierzchniokrzy- 
wiznie średniej stałej tp w odniesieniu do 
linij krzywiznowych n, v, wyraża się wzorem: 


ds? = Ret” (du? + dv? ), 
gdzief$czyni zadość równaniu 


oa 026 


gtir m= sinh 6 cosh6. 


Powierzchnie o krzywiznie Średniej dodatniej i t. d. 565 


Stąd: 

Linie krzywiznowe każdej powierzchni 
okrzywiznie średniej stałej tworzą układ 
izotermiczny. 

Każda powierzchnia o krzywiznie śred- 
niej stałej może odkształcać się, zachowując 
tęż samą krzywiznę średnią w teu sposób, że 
nowe linie krzywiznowe stają się trajekto- 
ryami pod kątem stałym linij krzywiznowych 
dawnych. 

Powierzchnie obrotowe o krzywiznie średniej stałej otrzy- 
mujemy, według twierdzenia Bonneta, z przekształconej 
obrotowej, powstałej z kuli o promieniu R, jeżeli na normalnych 
z jednej i drugiej strony odcinamy długości równe R. Otrzy- 
mujemy w ten sposób dwa typy powierzchni obrotowych o krzy- 
wiznie średniej stałej; są niemi: unduloida i nodoida. 
Do określenia krzywej południkowej tych powierz- 
chni służy następujące piękne twierdzenie Delaunay'a: 

Krzywe południkoweundoloidy i nodoidy 
sąto krzywe, opisane na płaszczyznie przez 
ognisko elipsy albo hyperboli,toczącej się bez 
ślizgania po prostej (osi obrotu powierzchni). Jeżeli 
zaś około tej prostej obraca się krzywa, opi- 
sana na płaszczyznie przezognisko paraboli, 
toczącej się po prostej bez ślizgania, wtedy 
powstająca powierzchnia obrotowa jest po- 
wierzchnią także o stałej średniej krzywi- 
znie, ale równej zeru. Jest to katenoida (nale- 
żąca do powierzchni o polu powierzchniowem najmniejszem). 


Nazywamy powierzchniami o polu najmniej- 
szem, powierzchniami minimalnemi, najmniejsze- 
mi, lub wreszcie e lasoi da m i — powierzchnie, które pomię- 
dzy wszystkiemi powierzchniami, zakończonemi jednym obwodem 
i nieskończenie mało różniącemi się od siebie, zamykają poie 
najmniejsze. 

Jeżeli z=/(x,y) jest równaniem powierz- 
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chni,p,q,r,e,ftzaś mają zwykłe znaczenie, wtedy 
równanie o pochodnych cząstkowych dla po- 
wierzchnio polu najmniejszem jest: 


d p 0 q 

Jx sooo ta noro = A 

z VEP py U FPFE 
(1-4) r — 2p9s + (1-Fp*)t = 0. 


W powierzchniach minimalnych promie- 
niegłównekrzywizny są w każdym punkcie 
równe iznaków przeciwnych, lub inaczej: krzy- 
wizna średnia jest zerem, Udwrotnie: każda po- 
wierzchnia okrzywiznie średniej zero jest 
powierzchnią o polu najmniejszem. 

Odwzorowanie kuliste powierzchni minimalnej jest odwzo- 
rowaniem podobnem (Bon net). 

Jedyną powierzchnią rzeczywistą rozwijalną o polu naj- 
mniejszem jest płaszczyzna. 

Na powierzchni minimalnej linie asymptotyczne tworzą 
układ podwójny ortogonalny, linie krzywiznowe — układ po- 
dwójny ortogonalny izometryczny. 

Spółrzędne punktu powierzchni o polu 
najmniejszem wyrażają się wzorami Weier- 
strassa: 


lub 


z= | U-5Rok, y= J rH F Od, z=| 2: Fo)dz, 


gdzieakcent”, położony nad znakiem całki, 
oznacza, że należy wziąć tylko część rzeczy- 
wistą otrzymanego wyrażenia; F(z) jest jaką- 
kolwiek funkcyą zmiennej zespolonej z; każ- 
dej wartości Fodpowiada określona powierz- 
chnia minimalna; i na odwrót. 

Jeżeli przez z,, F, (z,) oznaczymy zmienne sprzężone wzglę- 
dem z, F(t), wtedy element liniowy powierzchni 
minimalnej wyrazisię wzorem: 


ds? = (1 r)? F(t) F;(x,) didt. 


Powierzchnie o krzywiznie średniej dodatniej i t. d. 567 
apromień główny dodatni krzywizny przez: 
1 EEE 
Tę = (1+)? V F(z) F (14) - 


Wzory Weierstrassa można napisać jesz- 
cze w postaci: 


z =£(1—2?) p" (z) + Żzp' it) — Żp(z)y; 
y = {i d+?) p" (z) —2izgp'(1) —2iy(zr))'; 
z = {2r g" (1) — 2 p'(1) Y, 


gdzieakcent’'matosamo znaczenie co wyżej, 
funkcya zaś g(t) jest funkcyą dowolną. 

Wszystkie powierzchnie minimalne alge- 
braiczneotrzymujemy ztych wzorów, biorąc 
na p(t) funkcye algebraiczne zmiennej r. 

Jeżeli dwie powierzchnie minimalne roz- 
wijają się jedna na drugiej, wtedy funkcya F, 
należąca do jednej powierzchni, musi być rów- 
na funkcyi F, należącej do drugiej, pomnożo- 
nej przez funkcyę wykładniczą e", gdzie a jest 
dowolną stałą rzeczywistą. W ten sposób 
otrzymujemy najogólniejsze odkształcenia 
powierzchni minimalnych, przy których zo- 
stają one powierzchniami minimalnemi. 

Dwie powierzchnie minimalne, w ten sposób otrzymane, 
nazywają się stowarzyszonemi. 


Jeżeli weźmiemy a = -5 , wtedy dwie powierzchnie mi- 


nimalne nazywają się sprzężonemi w rozwijalności 
(Bonnet) 

Powierzchnie o polu najmniejszem, rozwijalne na powierz- 
chniach obrotowych, a więc i nieskończenie wieloma sposobami 
na sobie samych, otrzymujemy z wzorów Weierstrassa, 
kładąc Fi1)=(Cf7*, gdzie k jest stałą rzeczywistą, C stałą 
jakąkolwiek. 
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W przypadku k=— 2 mamy powierzchnie heli- 
soidalne. Jedyną powierzchnią prostolinio- 
wą o polu najmniejszem jest helisoida, której 


równaniem jest z= mare tg £ (Tw. Catalana). 


3 5 5 A =- z 
Powierzchnia o równaniu V a: y? = m cosh ~y 


(katenoida lub aliseida) jest powierzchnią o polu naj- 
mniejszem; jest ona powierzchnią obrotową, na której roz- 
wija się helisoida prostoliniowa twierdzenia poprzedzającego; 
jesttojedyna powierzchnia obrotowa o polu 
najmniejszem. 

Jeżeli we wzorach Weierstrassa położymy 


F(z)=l1 -4, otrzymamy powierzchnię minimalną algebra- 


iczną, zwaną powierzchnią minimalną Henneber- 
ga; jest ona jednostronna (patrz Rozdz. XVIII) klasy 
5-ej i rzędu 15. 

Jeżeli w ogólności zamiast F,(r) weżmiemy funkcyę taką, 
że, oznaczywszy przez F;(r) funkcyę, otrzymaną z funkcyi F, (z) 
przez zamianę spółczynników na sprzężone, będziemy mieli 


FO=— GF,(-—]. wtedy otrzymane powierz- 


chnie będą jednostronnemi. 
Kładąc F(z)=3, otrzymujemy powierzchnię, dla której 
spółrzędnemi punktu są: 


x = 8a + 3af? — aè; y = b’ —38—3a*8; z = 8 (a*— f’). 
(r =a +8) 


Powierzchnia ta nazywa się powierzchnią Enne- 
pera i jest rzędu 9-go; jej liniekrzywiznowesą 
sześciennemi płaskiemi rodzaju zero; linie 
asymptotyczne a—f= const, a+ p= const są sze- 
ściennemi skośnemi. Powierzchnia Ennepera 
daje się rozwinąć na powierzchni obroto- 
wej; jest ona obwiednią płaszczyzn prosto- 
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padłych w punktach środkowych do prostych, 
łączących punkty dwóch parabol, mających 
jednoognisko (Darboux). 

Wszystkie powierzchnie stowarzyszone 
zpowierzchniami Ennepera mają postać tej 
powierzchni. i 

Jeżeli położymy Fiz)= sYa) otrzymamy 
powierzchnię minimalną Schwarza, zakończoną 
czworobokiem skośnym, utworzonym przez dwie pary przeciw- 
ległych krawędzi czworościanu foremnego. Powierzchnia ta 
rozwiązuje dla przypadku szczególnego t. zw. zagadnienie 
Plateaua, mianowicie: mając obwód zamknięty, zbudować 
powierzchnię minimalną, zakończoną tym obwodem i pozbawioną 
w swem wnętrzu punktów osobliwych. 

Plateau rozwiązał doświadczalnie to zagadnienie, za- 
nurzywszy pręt metalowy, zgięty w odpowiedni kontur, w ciecz 
specyalną lekko lepką,, błonka bardzo subtelna cieczy, przy- 
legająca do konturu, układa się według praw mechaniki do- 
kładnie jako powierzchnia o polu najmniejszem. 

Wymieniamy jeszcze powierzchnię przesunię: 
cia Scherka, ktorą otrzymujemy, szukając rozwiązań po- 
staci z = g(x) +y(y) równania różniczkowego powierzchni naj- 
mniejszych. Równaniem jej jest: 


z = — {log cos (1a) — log cos (ay)} (Crelle XII, 1835). 


a|H 


Jeżeli jedenukład linij krzywiznowych 
powierzchni minimalnej składa się z linij 
płaskich, to i linie krzywiznowe drugiego 
układu będą płaskie. 

Każda prosta, leżąca na powierzchni mi- 
nimalnej, jest osią symetryi powierzchni. 

Jeżelipłaszczyzna przecina ortogonal- 
nie w każdym punkcie przecięcia powierz- 
chnię minimalną, wtedy jest płaszczyzną 
symetryi dla powierzchni. 
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Abypowierzchnia dała się rozwinąć na 
powierzchni minimalnej, jest koniecznem 
idostatecznem, by forma różniczkowa. która 
przedstawia jej element liniowy po pomno- 
żeniuprzez/—K,gdzie A jestkrzywizną cał- 
kowitą, była zerem (Ricci). 

Jeżeli pominiemy przypadek bardzo szczególny, rozważany przez 
Eulera (Methodus inveniendi ete. 1744). to można będzie powie- 
dzieć, że pierwszy Lagrange (Misc, Taur. lI) zajmował się teoryą 
powierzchni najmniejszych jako zastosowaniem rachunku waryacyjnego. 
Równanie różniczkowe tych powierzchni badali: Meusnier, Monge, 
Legendre, Ampóre. Później przedmiotem tym zajmowali się: 
Poisson (Crelle VIII), Scherk (l c.), Steiner (Berl. Ber. 1840), 
który znalazł twierdzenie o powierzchniach równoległych do po- 
wierzchni minimalnych, Bonnet (Compt rend. 1853), Enneper 
(Zeitschr. f. Math. IX, 1864) Weierstrass (Berl. Ber. 1866), 
Riemann (Gótt. Abh. XIII, 1867), Beltrami (Mem. Bologna 
1868), Schwarz (Berl Ber. 1872, Crelle LXXX, Werke I), Lie 
(Math. Ann. XIV) it. d. Wskazówki historyczne i wykład zupemy `“ 
tego przedmiotu mamy w dziele Darboux'a (Theorie des surf. I», 
zarys historyczny w cytowanej rozprawie Beltrami'egv. 

Modele gipsowe tych powierzchni znajdują się w kolekeyi L. 
Brilla, 

O powierzchniach o średniej krzywiznie stałej pisali: D ela u- 
nay (Crelle VI), Sturm (tamże), Jellet (tamże XVIII), Dini 
(Annali di mat. VII) it. d. 


18. 
Powierzchopie rozwinięte. 
Miejsce dwóch środków głównych krzywizny w punktach 


powierzchni(patrz $9) nazywa się powierzchnią rozwi- 
niętą danej, a dana względem niej nazywasię rozwijającą. 
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Rozwiniętą środkową nazywamy powierzchnię,ob- 
wiedzioną przez płaszczyzny prostopadłe do normalnych po- 
wierzchni w punktach środkowych odcinka, ograniczonego dwo- 
ma środkami krzywizny (Ribaucour). 

Każdą z dwu powłók rozwiniętej można też uważać za 
miejsce krawędzi zwrotu powierzchni rozwijalnej, utworzonej 
z normalnych do powierzchni wzdłuż punktów linii krzywizno- 
wej każdego z dwu układów. 

Tekrawędzie zwrotusą liniami geodezyj- 
nemi powierzchni rozwiniętej. 

Na powierzchni rozwiniętej linie, odpo- 
wiadające liniom krzywiznowym powierz- 
chni danej, tworzą układ sprzężony (patrz $ 9). 

Linieasymptotyczne na dwóch powłokach 
powierzchni, której promieniegłówne krzy- 
wizny połączone są pewnym związkiem, odpo- 
wiadają sobie wzajemnie;i odwrotnie. 

Dla tych powierzchni (które niektórzy 
nazywają powierzchniami W) iloczyn krzy- 
wizncałkowitych wodpowiednich punktach 
dwóch powłok rozwiniętej równa się ——, 
(71 — ra) 
gdzie rr, sądwa promienie krzywizny po- 
wierzchni danej w każdym punkcie (Halphen). 

W szczególności: W powierzchniach o krzywi- 
znie stałej K—i tylko w tych powierzchniach— 
linie asymptotyczne na dwóch powłokach 
rozwiniętej nietylko odpowiadają sobie wza- 
jemnie, lecz odpowiadają także liniom asym- 
ptotyczaym powierzchni. 

Na dwóch powłokach rozwiniętej, należą- 
cej do powierzchni, której promienie krzywi- 
zay są połączone związkiem r-r=const—itylko 
na tych powierzchniach—linie krzywiznowe 
odpowiadają sobie wzajemnie. 

Każda powłoka rozwiniętej,należącej do powierzchni, której 
promienie połączone są związkiem, daje się rozwinąć na powierz- 
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ehni obrotowej: i odwrotnie: poza powierzchniami prostolinio- 
wemi, będącemi miejscem normalnych głównych dla krzy- 
wych o stałem skręceniu (powierzchniami, dającemi się rozwinąć 
na katenoidzie), każdą inną powierzchnię dającą się rozwinąć na 
powierzchni obrotowej można uważać za powłokę rozwiniętej, 
należącej do powierzchni, której promienie krzywizny połączone 
są związkiem (Tw. Weingartena). 

Każda powłoka rozwiniętej, należącej do 
powierzchni pseudosferycznej, daje się roz- 
winąć na katenoidzie. 


Appell (Americ. Journ. X) i Goursat (tamże) badali 
powierzchnie, których rozwinięta srodkowa redukuje się do pun- 
ktu i dla których promienie krzywizny połączone są związkiem 
7r, = uô, gdzie u jest stałą, 6 zaś jest odległością początku 
od płaszczyzny stycznej. 

Rozwiniętasrodkowa powierzchni Gour- 
sata jest też powierzchnią Goursata. 


Powierzchniami, dla których zachodzi związek pomiędzy pro- 
mieniami krzywizny, zajmował się W e ing ar ten (Crelle LXII,CHI), 
od którego io powierzchnie te otrzymały używaną przez niektórych 
nazwę powierzchni H; dalej Halp ben (Bull. Soc. math. IV), Lie 
(tamże IV), Beltrami (Ann. di mat. VIL), Dini (tamże VII) i t.d. 
Lipschitz (Acta X, Compt. rend. 1887) i Lilienthal (Acta 
XI) badali przypadek, w którym różnica dwóch promieni krzy- 
wizny jest stała. 


Powierzchnie kanałowe są szczególnym przy- 
padkiem powierzchni W, miańowicie tym, w którym jeden z pro- 
mieni krzywizny jest stały. [nnemi przypadkami szczególnemi 
są oczywiscie powierzchnie o polu najmniejszem i powierzchnie 
o krzywiznie stałej (bezwzględnej lub średniej). 
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$ 14 
Układy potrójne powierzchni ortogonalnych. 


Dajmy, że mamy trzy układy po oo! powierzchni i takie, 
że przez każdy punkt pewnego obszaru przestrzeni przechodzi 
jedna tylko powierzchnia z każdego z trzech układów. Jeżeli 
ustanowimy odpowiedniość jednoznaczną pomiędzy każdą po- 
wierzchnią każdego z trzech układów a wartościami parametrów 
01: Pa, 03, to te trzy parametry będzie można uważać za spół- 
rzędne krzywoliniowe punktu przestrzeni Trzy ukła- 
dy powierzchni tworzą t. zw. układ potrójny powierz- 
chni. Jeżeli x, y, z są spółrzędne kartezyańskie punktów prze- 
strzeni i jeżeli 


Qy = fi (%,Y, 2), 02 =f (CZA DZA 03 = fa (2Y, 2) 


są równaniami trzech powierzchni, rozwiązanemi względem pa- 
rametrów. wtedy z, y, z będzie można wyrazić przez parame- 
try o, a jeden związek pomiędzy parametrami ọ odpowiada rów- 
naniu powierzchni w spółrzędnych krzywoliniowych g. 

Kwadrat odległości pomiędzy dwoma 
punktami nieskończenie blizkiemi przestrze- 
ni, wyrażony w spółrzędnych krzywolinio- 
wych, będzie: 


ds* = H,*do,*+ H,*dq,*+ Hy*dq;* r2lugl, dQg+24,ydo, do, rZkaydogos, 
gdzie: 


suma © rozciągasięnatrzy wyrazy: wypisa- 
nyidwa powstające zniego przez zamianę 
rnayinaz. 

Jeżeli h,s=ltgq=l,,=0, wtedy każda z powierz- 
chnijednegoukładujestortogonalna do każ- 
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dej powierzchni dwóch drugich układów, i od- 
wrotnie; w tym przypadku układ nazywa się układem po- 
trójnym ortogonalnym. Dla takich układów ma miejsce 
następujące twierdzenie zasadnicze Dupina: 

W każdym układzie potrójnym ortogonal- 
nym linia przecięcia dwóch powierzchni różne- 
goukładu jest linią krzywiznową dla obn Nadto: 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na 
to, aby do dwóch układów powierzchni ortogo- 
nalnych można było dobrać układ trzeci orto- 
gonalny do obydwóch, jest, by dwa pierwsze prze- 
cinały się wzdłuż linij krzywiznowych (Dar- 
boux, Ann. Éc. norm. 1866). 

Każdy nkład oo! knl albo płaszczyzn na- 
leży do nieskończonej liczby układów po- 
trójnych ortogonalnych. 

Każdy układ powierzchni równoległych należy do układu 
potrójnego ortogonalnego: powierzchnie dwóch drugich układów 
są powierzchniami rozwijalnemi— miejscami normalnych wzdłuż 
linij krzywiznowych pierwszych powierzchm. 

Dla układn potrójnego ortogonalnego wiel- 
kościH, jako funkcye wielkoscio, czynią zadość 
sześciu równaniom różniczkowym, zwanym 
równaniami Lamego: 

O*H, 1 ðH, òH, , 1 ðH; aH, 


dodos | H+ dg; dor "T dor tg, * 


o [1 òH, 1 [1 òM), 1 òH, òH 
dp, MH; ha dor = | H 09, dg; 
Te warunki, którym mają czynić wielkości H, są konieczne 
i dostateczne na to, aby układ był potrójnym ortogonalnym: je- 
żeli spełniają się, wtedy istnieje je den i tylko jeden odpowia- 
dający im układ potrójny ortogonalny. 
Przez przekształcenie przestrzeni za pomocą promieni wo- 
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dzących odwrotnych układ potrójny ortogonalny przechodzi na 
układ potrójny ortogonalny. 

Jednym z najprostszych i najwięcej zbadanych układów 
potrójnych ortogonalnych jest t. zw. układ kwadryk spół- 
ogniskowych. Układtentworzą trzy powierz- 
chnie (a*>b*>c*): 


y’ F g? i 
-< = l, (= 
afa tTa tafa Th Otacon 
R a e 
ato, bte: 0 
z? 
C + Oz 


z których pierwsza jestelipsoidą, druga hy 
perboloidą jednopowłokową, trzecia hyper- 
boloidą dwupowłokową (patrz Rozdz. V, $ 3). 
Spółrzędne, odpowiadające temu układowi potrójnemu orto- 
gonalnemu, nazywają się zwykle spółrzędnemielip- 
tycznemi (Lame. Element liniowy w spól- 
rzędnych eliptycznych otrzymujesię zezwiązku: 


e | _ (0) (0-0) sj _(0—0)(00—0) a 
4 (a*-[-g, ) rarele Fei a a a A 


193 — 01) (03—02) da | 


taat 03) taos) leao) 


Teoryę spółrzędnych eliptycznych przestrzeni wprowadził naj- 
przód La mć (Mem. prés. V, 1883, Crelle H) w przypadku specyal- 
nym spółrzędnych eliptycznych, a następnie w przypadku ogólnym 
spółrzędnych ortogonalnych (Crelle V, XVI; Leçons, sur les coor- 
données curvilignes, Paryż 1859). O tymże przedmiocie pisali na- 
stępnie: Aoust (Crelle LVII, Ann. di mat. (1) VI, (2) O, OI, V), 
Brioschi (tamże (2), I) 0odazzi (tamże (1) VIH, (2)1, H, IV, 
Y), Darboux (Am. Éc. norm. 1866, 1878), Roberts (Crelle 
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LXII) i t.d. W nowszych czasach ogłosili prace: Bianchi (Giorn. 
di Batt. XXI. XXII, Ann. di mat, (2), XHI, XIV, XVIII, XIX, Rend. 
Lincei 1885, 1886, 1890; Mem. Lincei 1887 it. d.). W tych pracach 
układami potrójnemi Weingartena nazywają się ukla- 
dy ortogonalne (odkryte przez W eingartena), zawierające układ po- 
wierzehni pseudosferycznych (albo też o krzywiznie dodatniej stałej), 
wszystkich o jednym promieniu. Ważną klasę tych układów zbadał 
Ribauconur (1870, Comp. rend. LXX). Twierdzenie zasadnicze 
Weingartena otych układach podał w nocie swej Bianchi 
(Rend. Lincei 25 lutego 1883, 15 marca 1885). W dziele Darboux'a 
(Lecons sur les systćmes orthog, ete., Paryż 1898) znajdujemy wykład 
zupełny teoryi układów potrójnych i spółrzędnych krzy- 
woliniow ych płaszczyzny. 


$ 15. 
Kongruencye prostych. 


Mówiliśmy już w Rozdz. XIV o kongruencyach li- 
nij prostych w przestrzeni, zwanych także ukła- 
dami promieni, a będących układami oo? prostych. Teorya 
tych utworów była wszakże badana nietylko ze stanowiska Geo- 
metryi liniiprostej, ale—jako związana ścisle z teoryą 
powierzchni—także ze stanowiska Geometryi nieskoń- 
czonostkowej; przytem rozważano kongruencye jakiekol- 
wiek algebraiczne albo niealgebraiczne. 

W yobrażmy sobie kongruencyę, przeciętą pewną powierzchnią 
i za punkt początkowy na promieniu kongruencyi weżmy jeden 
z punktów, w którym promień spotyka powierzchnię. Nie- 
chaj x,y,z będą spółrzędne tego punktu; X, Y,Z dostawy kierun- 
ku promienia. Wybierzmy układ spółrzędnych krzywoliniowych 
u, v na powierzchni, połóżmy: 
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dX y 0X 0X _ ÒX; 
sT] =E ÓW i ać z()=© 
òX òx _ ÒX Qr z 0X dr __, 0X 0x 
"M Wasilij T i Etna 


iwprowadźmy dwie formy różniczkowe zasadnieze: 
Edu? + 2 Fdudv + Gde? = ds? = Z(dX)?, 
edu? + (ff) dudv gilu? = S dr dX, 


z których pierwsza przedstawia kwadrat elementu liniowego 
w odwzorowaniu kulistem powierzchni, t. j. 
element liniowy krzywej, ktorą otrzymujemy na kuli o promie- 
niu 1, prowadząc przez środek kuli promień równoległy do pro- 
mienia kongruencyi i uważając punkt, w którym promień ten 
spotyka powierzchnię kuli, jako punkt, odpowiadający promie- 
niowi kongruencyi. Jeżeli przez dp oznaczymy odległość najkrót- 
szą (nieskończenie małą) pomiędzy promieniem (u, v) kongruen- 
cyi a promieniem nieskończenie blizkim (u-du, v--dv), będzie: 


1  Edn--Fdv, Fdu-- Gdv 


lp = —2Ł.—-— 
i VEG—F, .ds, | idup fiw, f'du-gde 


a odciętar spodka tej odległości najkrótszej 
na promieniu u, r wyrazi się wzorem: 


edu? + (f +f) du dv + y dv? 
~ Edw +2Fdudv + Gd? ` 


Na każdym promieniu kongruencyi rozważamy: dwa pun- 
kty graniczne, dwa ogniska, punkt środkowy, a dla każdego 
promienia: dwie płaszczyzny główne, dwie płaszczyzny ognisko- 
we i t. d.; określenia tych utworów podaliśmy w Rozdz. X1V. 

Odcięte 7, m dwóch punktów granicznych 
dają pierwiastki równania: 


(B6—F3) r + |E— (Ff) F -06]|r+eg- EE} = 0, 


Pascal. Rep. II. 37 
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a odcięte o, e dwóch ognisk pierwiastki rów- 
nania: 


(EG— Fe + |gE—(+f) FreG|etuy—ff" =0. 


Jeżeli w Oznacza kąt, jaki odległość naj- 
krótsza p promieni (u,v), (u+ in, o+} w), tworzy 
z odległoscią najkrótszą, której spodek przy- 
pada w punkcie granicznym, jest: 


r= r cos* w + r°sin*w (wzór Hamiltona). 


Jeżeli 2d oznacza odległość dwóch punktów 
granicznych, 280dległość dwóch ognisk, y kąt 
między płaszczyznami ogniskowemi, wtedy: 

oj „EPE abe 


. ô 
cosy = ; siny=— 


(EG—F3)' d d 


W punkcie /* promienia kongruencyi poprowadźżmy płasz- 
czyznę z prostopadłą do promienia i nakreślmy na niej w około 
punktu P krzywą nieskończonostkową c, zamykającą pole A. 
Na kuli odwzorowującej, promienie, odpowiadające promieniom, 
wychodzącym z punktów krzywej c, wyznaczą krzywą kuli- 
stą, zamkniętą nieskończonostkową ¢' o polu A. Granica sto- 
sunku £ nazywa się gęstością kongruencyi w pun- 
keie P. 

Gęstość kongruencyi w punkcie P, poło- 
żonym na promieniu /. równasięodwrotności 
iloczynu odległości punktu Pod dwóch ognisk 
na promieniu l. 

Pęk promieni, wychodzących z obwodu krzywej c, stanowi 
to, co nazywamy pękiem nieskończenie wązkim, 
promieni (unendlich dünnes Strahlenbiindel); promień / jest 
jego osią. Jeżeli przetniemy ten pęk płaszczyzną, przechodzącą 
przez punkt Pi prostopadłą do promienia zasadniczego /, otrzy- 
mamy jako przekrój krzywą c; jeżeli zaś przetniemy go płasz- 
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czyzną równoległą do poprzedniej i przechodzącą przez punkt 
P, promienia /, otrzymamy inny przekrój e. Pola, ogra» 
niczone takiemi dwiema krzywemi, są odwrot- 
nieproporcyonalne do gęstości w odpowied- 
nich punktach P, /,. Jeżeli r jest odciętą punktu P na 
promieniu l, to gęstość w punkcie Pwyraża wzór: 


m Z EO a RA 


Gęstość jest zawsze rzeczywista; nadto, gdy ogniska są rze- 
czywiste, jest ona dodatnią w punktach zewnątrz odcinka ognisk, 
ujemna w punktach wewnątrz tego odcinka; ma wartość ujemną 
największą w punkcie środkowym promienia; jeżeli ogniska są 
urojone, gęstość jest zawsze dódatnia i ma wartość największą 
w punkcie środkowym promienia. 


W badaniu kongruencyi promieni rozważamy pięć po- 
wierzchni, a mianowicie: powierzchnie, utworzone z dwóch pun- 
któw granicznych, dwóch ognisk i przez punkty środkowe; na- 
zywamy je powierzchniami granicznemi, powierzchniami 
ogniskowemi. powierzchnią środkową. 

Promienie kongruencyi sąstycznemi wspól- 
nemi do dwóch powierzchni ogniskowych. 

Nazywamy powierzchniami prostolinio- 
wemi kongruencyi, powierzchnie prostoliniowe, których 
tworzącemi są promienie kongruencyi: prostoliniowemi 
głównemi zaś te prostoliniowe kongruencyi, których linie 
zwężenia zlewają się z miejscem punktów granicznych promieni, 
do nich należących. 

Istnieją dwa szeregi prostoliniowych 
głównych. 

Pomiędzy prestoliniowemi kongruencyi 
jest nieskończenie wiele rozwijalnych, a mia- 
nowicie są dwa szeregi takich powierzchni. 


Nazywamy kongruencyami normalnemi kon- 
gruencye, których promienie są normalnemi do jednej i tej samej 
powierzchni. 
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby kengruencya była normalną, jest, 
aby ogniska zlewały się zpunktamigranicz- 
nemi, lvb aby płaszczyznyogniskowe były do 
siebie prostopadłe. 

W kongruencyi normalnej dwie powierzchnie ogniskowe 
zlewają się z dwiema powłokami rozwiniętej dla powierzchni 
normalnej do kongruencyi; gęstość zaś w punktach tej powierz- 
chni normalnej jest identyczna z krzywizną całkowitą tej po- 
wierzchni. 

Jeżeli kongruencya normalna promieni 
świetlnych podlega pewnej liczbie odbić i za- 
łamań, to pozostaje zawsze koogruencyą nor- 
malną (Twierdzenie Malusa- Dupina; patrz też $ 3 
o kaustykach w Rozdz. XVII. 

To sławne twierdzenie jest pokrewne z iunem twierdzeniem, 
znalezionem później przez Beltrami'ego (Ricerche di analisi 
etc., Giorn. di Battagl II, III), które orzeka. że gdy wyobra- 
zimy sobie promienie / kongruencyi normal- 
nej, wychodzące z punktu powierzchni S, zbu- 
dnjemy powierzchnię normalną do tej kon- 
gruencyi, przecinającą jej promienieł w pun- 
ktach P, a następnieodkształcimy powierz- 
chnię Sw ten sposób, aby unosiła z sobą pro- 
mienie kongruencyi w sposób niezmienny znią 
związane, wtedy nowa otrzymana kongruen- 
cya będzietakże normalną, miejscem zaś no- 
wych położeń punktów / będzie powierzch- 
nią dotej kongruencyi ortogonalna. 

Jeżeli w kongruencyi promieni tak odległość ognisk, jak 
i odległość punktów granicznych, jest stała, wtedy dwie powierz- 
chnie ogniskowe są powierzchniami pseudosferycznemi o promie- 
niu równym odległości punktów granicznych (Bianchi, Ann. 
di mat. XV). Kongrucye takie Bianchi nazwał pseudo- 
sferycznemi. 
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Kongruencya, dla której jest: 


nazywa się kongruencyą izotropową Ribaucoura, 

Powierzchnia, obwiedziona przez płaszczyzny prostopadłe 
do promieni kongruencyi izotropowej w punktach środkowych 
jest powierzchnią o polu najmniejszem (Ribau cour). 

Monge i jego uczniowie zajmowali się wraz z teoryą powierz- 
chni i kongruencyami, utworzonemi z normalnych do powierzchni; M a- 
lus odkrył podane wyżej twierdzenie o tych kongruencyach dla przy- 
padku, w którym mamy początkowo układ promieni, wychodzących 
z jednego punktu (J. Éc. pol. XIV, cab. 1808); twierdzenie to uzupeł- 
nił później Dupin (Appl. de gćom. etc. pour faire suite aux Dóve- 
lopp. de gćom. Paryż 1822). Kongruencye ogólne badali: Gergon ne, 
Quetelet, a zwłaszcza Hamilton; później badanie to podjął na 
nowo i szczęśliwie rozwinął Ku mm er (Crelle LVH, 1880, Berliner 
Monatsber. 1859—60). Po tych pracach nastąpiło wiele innych; 
najnowszemi są prace: Weingartena (Crelle XCVIII), Bian- 
chiego (cytowane wyżej), Guicharda (Ann. Ke. norm. (3) VI, 
Comptes rendus 1890 — 92). 
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GŁÓWNE SPOSOBY TWORZENIA I PRZEKSZTAŁCANIA KRZYWYCH, 
WYSPECYALIZOWANE METRYCZNIE. GEOMETRYA KRZYWYCH 
SPECYALNYCH 


St 


Krzywe i powierzchnie odwrotne i Desargues'a. Przekształcenie 
za pomocą promieni odwrotnych. Przekształcenie Desargues'a. 


W $5 Rozdziału VI była już mowa o tem, że prze- 
kształcenie za pomocą promieni odwrotnych 
lub inwersyę otrzymać można jako przypadek szczególny 
przekształcenia dwuwymiernego kwadratowego, jeżeli trzy pun- 
kty podstawowe przekształcenia umieścimy w ten sposób: dwa 
w punktach kołowych płaszczyzny, trzeci zaś w początku spół- 
rzędnych kartezyańskich. 

Greometrycznie przekształcenie to możemy określić w spo- 
sób następujący : 

Niechaj będzie na płaszczyźnie koło o promieniu R, mające 
środek w początku O spółrzędnych; każdemu punktowi płasz- 
czyzny, którego promieniem wodzącym jest r, argumentem g, 


odpowiadać ma punkt o promieniu wodzącym > i o tymże 


argumencie p. Promień R nazywa się modułem inwer- 
syi, punkt O jest biegunem lnb środkiem. 
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Dla wykonania przekształcenia przez pro- 
mienie odwrotne w przestrzeni przyjmujemy kulę 
podstawową o promieniu R. 

Stosując te przekształcenia do krzywej albo do powierzchni, 
otrzymujemy krzywe albo powierzchnie, będące odwrotnemi 
względem danych. 

Punktowi O odpowiada prosta w nieskończoności albo 
płaszczyzna w nieskończoności. 

Jedynemi punktami, odpowiadającemi samym sobie, są 
punkty okręgu albo powierzchni kuli. 

Każda prosta, przechodząca przez biegun (0, odpowiada 
samej sobie. 

Prostej w ogólności odpowiada okrąg koła, przechodzący 
przez punkt C; w przypadku przekształcenia płaskiego osią pier- 
wiastną obu kół, t. j. koła o promieniu (i koła, przechodzącego 
przez punkt O, jest prosta dana. 

Kołu odpowiada inne koło, mające z kołem podstawowem 
(w przypadku przekształcenia płaskiego) tę samą oś pierwiastną, 
co koło dane. 

Łatwo rozumieć, w jaki sposób twierdzenia te rozciągają 
się na przypadek przekształcenia w przestrzeni. 

Najważniejszą własnością rozważanego przekształcenia jest 
ta, że jest ono przekształceniem podobnem, t.j. 
niezmieniającem kątów. 

Grodnem uwagi jest twierdzenie : 

Normalna dokrzywej w punkcie P i nor- 
malna do krzywej odwrotnej w punkcie Q spo- 
tykają sięw punkcie prostopadłej, wystawionej 
do prostej PQ w punkcieśrodkowym. 

Krzywa albo powierzchnia, mająca tę własność, iż prze- 
kształca się na samą siebie przy pomocy pewnego szczególnego 
przekształcenia przez promienie odwrotne, nazywa się zwykle 
analagmatyczną. 

Krzywe skośne analagmatyczne rzędu 4-go lub cykliki 
(jak je nazywa Darboux: Sur une classe remarquable ete., 
Paryż, wyd. 2-gie, 1896) są przecięciami kuli i kwadryki 
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Powierzchnie analagmatyczne rzędu 4-go są cyklidami 
(patrz Rozdz. XII, §$ 7) Moutard dowiódł, że każda po- 
wierzchnia analagmatyczna jest obwiednią 
szeregu kół ortogonalnych do koła stałego; 
mającego środek swój w środku inwersyi a pro- 
mień równy modnułowitejże (patrz Rozdz XII, § 7). 

Nazywamy przekształceniem Desargues'a 
przekształcenie kwadratowe, wyspecyalizowane metrycznie we- 
dług następującej konstrukcyi geometrycznej. 

Niechaj będzie dany trójkąt podstawowy ABC; punkt od- 
powiadający punktowi P otrzymujemy, łącząc punkt P ztrzema 
wierzchołkami trójkąta, kreśląc proste symetryczne do prostych 
AP, BP, CP względem dwusiecznych kątów trójkąta; punkt 
spotkania tych trzech nowych linij będzie właśnie punktem szu- 
kanym. Krzywa, otrzymana z danej za pomocą takiego prze- 
kształcenia, nazywa się argezyaną (arguesienne) danej. 

Koło, opisane na trójkącie ABC, jest arge- 
zyaną prostej w nieskończoności płaszczy- 
zny; argezyana średnicy tego koła jest hy- 
perbolą równoboczną. 

O tem przekształceniu pisali: Cayley (J. de Liouv. 1849), 
Mathieu (Nouv. Ann. 1865, str. 393, 481, 529), Saltel (Mém. 
de Belg. 1872) i inni. Ten ostatni autor nadał powyższą nazwę prze- 
kształceniu temu, badanemu zresztą dawniej już przez Steinera 
i Magnusa. 


$ 2. 
Spodkowa krzywej płaskiej i powierzchni. 


Nazywamy spodkową (także spodkową dodatnią lub 
prostą) punktu P względem krzywej płaskiej 
miejsce geometryczne spodków prostopadłych, poprowadzonych 
z punktu danego do stycznej linii krzywej. Krzywa dana nazywa 
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względem utworzonej krzywą spodkową ujemną lub 
odwrotną. 

Definicye analogiczne można utworzyć dla spodkowych 
powierzchni danej. 

Normalna w punkcie do spodkowej prze- 
chodzi przez punkt środkowy prostej, łączą- 
cej punkt stały zuważanym punktem krzywej. 

Spodkowa punktu P względem krzywej © 
jest krzywą, powstającą przez przekształce- 
nieza pomocą promieni odwrotnych zkrzy- 
wej biegunowej dla krzywej C, w odniesieniu 
dojakiegokolwiek koła, opisanego ze środka P. 

Jeżeli oznaczymy przez s”, g' łuk i promień krzywizny 
krzywej spodkowej, przez s, ọ też wielkości dla krzywej danej, 
przez r odległość punktu P od punktu Q krzywej, przez 6 kąt, 
jaki prosta PQ tworzy ze styczną w punkcie 4, wtedy rów- 
nanie wewnętrznespodkowej znajdziemy, eli- 
minującszrównań: 

"r F r3 
«= j do aT 

Steiner (Crelle XXI) podał następujące twierdzenie 
o spodkowych: 

Jeżeli wykreślimy spodkową krzywej zam- 
kniętej i bez przegięć względem jakiegokol- 
wiek punktu P, a następnie wyobrazimy sobie, 
żeta krzywa w stałem połączeniu zpunktem 
Ptoczy się po pewnej prostej tak, że punkt 
Popisuje t. zw. linię cykloidalną lub ruletę 
(patrz $6), wtedy łuk tej krzywej równać się bę- 
dzieodpowiadającemu mułukowispodkowej, 
a pole, zamknięte pomiędzy ruletą a prostą, 
będzierówne podwójnemu polu, ograniczone- 
mu linią spodkową. 

Nadto: Jeżelispodkowa względem punktu 
Ptoczy się po rulecie, opisanej przez punkt P 
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w sposób wyżej wskazany, wtedy miejscem 
punktu P będzie prosta (Twierdzenie Habicha). 

Odwrotność promienia wodzącego krzywej płaskiej równa 
się różnicy odwrotności promieni krzywizny spodkowej i rulety 
tej krzywej; spodkowa jest ta wyznaczona przez stosunek po- 
czątkowy promieni wodzących, ruleta zaś jest ruletą, utworzoną 
ruchem tego punktn, stale związanego z krzywą, która toczy się 
po prostej. 

O związku pomiędzy spodkową i kaustyką patrz $ 8. 


U. 
W 


Krzywe i powierzćhnie kaustyczne. 


Kaustyką krzywej płaskiej nazywamy obwied- 
nią promieni odbitych od tej krzywej albo załamanych 
w niej *), gdy promienie padające na krzywą wychodzą z jedne- 
go punktu w skończoności albo w nieskończonosci (punktu pro- 
mieniowania)  Odróżniamy według powyższego kanu- 
styki przez odbicie czyli katakaustyki lub 
kaustyki katoptrycznei kaustyki przez zała- 
manie czyli diakaustyki lub kaustyki dioptryczne. 

Można uogólnić pojęcie kaustyki w ten sposób, że zamiast 
rozważania promieni padających, wychodzących tylko z jednego 
punktu, wyobrażamy sobie ogólnie, że są normalnemi do krzywej 


1} Jak wiadomo z fizyki elementarnej — jezeli dany jest promień pada- 
jący w punkeie P krzywej, to promieniem odbitym od krzywej jest promień 
tworzący ten sam kąt z normalną do krzywej w punkcie P, co promień pada- 
jący; nazywa się załamany m, gdy stosunek wstaw kątów, jakie ten promień 
padający i odbity tworzą z tąż normalną do krzywej jest stały: stosunek ten 
nazywa się spółezynnikiem (skaźnikiem) załamania. 
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danej, t. j. że tworzą to, co nazywamy układem normalnym. 
Można też oczywiście rozważania te rozciągnąć na przestrzeń 
i wyobrazić sobie układ podwójnie nieskończony promieni pada- 
jących (wychodzących z punktu albo normalnych do powierz- 
chni). t. j. tak zwaną kongruencyę normalną promieni 
padających (patrz Rozdz. XVI); dalej mając jakąkolwiek po- 
wierzchnię, rozważać miejsce punktów spotkania promieni od 
nich odbitych lub w niej załamanych i nieskończenie blizkich. 

Twierdzenie Malusa-Dupina, dotyczące normalnych 
kongruencyj promieni (p. Rozdz. XVI), zawiera w sobie jako przy - 
padek szczególny twierdzenie następujące: mając na płasz- 
czyżnie układ normalny promieni, t j. nor- 
malny do pewnej krzywej). otrzymujemy zaw- 
sze, po pewnej liczbieodbić i załamań, znowu 
system normalny, t j. istnieje zawsze krzywa, 
do której te promienie odbite i załamane są 
normalnemi. 

W ten sposób kaustyki płaskie są rozwiniętemi pewnych 
krzywych, które Quetelet nazwał kaustykami wtór- 
nemi lub antykaustykami. 

Gergonne podał następujące twierdzenia ogólne: 

I. Kaustyka przezodbiecie dla układu nor- 
malnego promieni jest rozwiniętą krzywej, 
którąotrzymujemy jako obwiednią kół, mają- 
cych środek na krzywej odbijającej i stycz- 
nych do krzywej,do której promienie padające 
sąnormalnemi. 

I. Kaustyka przez załamanie dla układu 
normalnego promieni jest rozwiniętą krzy- 
wej, którą otrzymujemy jako obwiednią kół, 
mających środki na krzywej załamującej, 


a których promieniesą w stosunku - (a jest 


spółczynnikiem załamania) do odległości tychże środ- 
kówodkrzywej, do której wszystkie promie- 
nie padające są normalnemi. 
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Jeżeli promienie wychodzą z punktu P w odległosci skoń- 
czonej, a za krzywą do nich normalną obierzemy okrąg o pro- 
mieniu zero ze środkiem w punkcie P, będziemy mieli twier- 
dzenie Queteleta; jeżeli P znajduje się w odległości skoń- 
czonej, a za krzywą normalną obierzemy okrąg ze środkiem 
w punkcie Pi o promieniu jakimkolwiek, albo też prostą prosto- 
padłą do kierunku promieni padających, będziemy mieli twier- 
dzenie, które znalazł Gergonne, a przed nim Sarrus. 

Uogólnienie tych twierdzeń w przypadku powierz- 
chni kaustycznych, dla którego antykaustyki mogą być 
uważane jako obwiednie kul, podał Gergonne w pracy, 
ogłoszonej w tomie XV „Annales de mathématiques“ ıp. 18.807). 

Kąt, ntworzony przez styczną do kaustyki wtórnej i przez 
promień wodzący, poprowadzony z punktu promieniowania, 
równa się kątowi, jaki styczna do krzywej odbijającej albo zała- 
mującej tworzy z promieniem wodzącym, poprowadzonym także 
z punktu promieniowania. 

Kąt, zawarty pomiędzy promieniami wodzącemi kaustyki 
wtórnej a promieniami krzywej odbijającej albo załamującej, 
równa się kątowi załamania. 

Spodkowa punktu stałego względem krzywej danej jest 
kaustyką wtórną przez odbicie krzywej podobnej do danej, w za- 
łożeniu, że punkt promieniowania znajduje się w punkcie sta- 
łym (Dandelin, Mém. Ac. de Belgique IV; Genocchi, 
Ann. di Tortotini VI, str. 117, E. Weyr, Zeitchr für Math. 
1869, str. 376). 


Tschirnhausen (1682) pierwszy rozważał kaustykę pła- 
ską, utworzoną przez promienie równoległe, odbite od koła, ale C a s- 
sini, Mariotte, De la Hire, referenci Akademii nauk w Pa- 
ryżu, uznali badanie jego za błędne; póżniej kaustykami zajmowali się: 
Bernonlliowie, Hópital i inni. 

Malus wr 1810 badał pierwszy teoryę ogólną powierzchni 
kaustycznych i znalazł piękne twierdzenia, które uogólnił dopiero 
w r. 1822 Dnpin (Ann. de Georgonne XIV, str. 129). Twierdzenia 
o antykaustykach, gdy promienie padające wychodzą z jednego pun- 
ktu, przewidziane przez Gergonne'a wr.1815 (Ann. de Gerg. IX, 
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str. 283, XI str. 229, XIV str. 1) znalazł Quetelet najprzód 
w przypadku szczególnym , gdy krzyw» dana jest kołem (tamże 
XV, str. 205), a następnie w przypadku krzywej jakiejkolwiek 
(Mem. Ac. Bruxelles III, str. 89). Sarrus badał przypadek 
promieni padających równoległych, Gergonne podał formę 
ogólniejszą konstrukcyi, znalezionej przez Queteleta, a nastę- 
pnie znalazl twierdzenie wvgólniej;ze, wyżej podane (dla przy- 
padku jakiegokolwiek układu normalnego promieni padających). 
W pracy Gergonne'a (Annales XV, str. 345 i nast) podana jest 
historya tych badań i także wiadomość o rezultacie, otrzymanym przez 
Sarrusa. |Inne prace vo tym przedmiocie ogłosili: Timer- 
man (Uorresp. math. I, str, 336 o powierzchniach antykaustycznych), 
Cayley (Phil. Trans. CSLVAIL, str. 273)i t. d. Bibliogratię o kau- 
stykach znajdujemy w „VIntermćdiaire dos mathómaticiens* 1895, 
str. 321. 


S 4. 
Krzywe i powierzchnie równoległe. Krzywe i powierzchnie muszłowe. 


Krzywą równoległą do krzywej płaskiej danej nazy- 
wamy obwiednią prostych prostopadłych do normalnej do krzy- 
wej i odległych od niej w obu kierunkach na odległość stałą 
równą +k. Tak więc krzywe równoległe są także krzywemi 
równoodległemi 

Dwie krzywe płaskierównoległe mają ten 
sam środek krzywizny. 

Krzywa równoległa do danej rozpada się na dwie części, 
z których jedna odpowiada odległości -- k, druga odległości —k; 
w ogóle zatem mamy dwie gałęzie tej samej krzywej. 

O teoryi krzywych równoległych patrz Salmon-Fiedler 
Ebene Curven. ete. $ 118 i nast., Ue saro, Geom. intrinseca str. 29 i t.d. 


W sposób analogiczny można określić i powierzchnie 
równoległe. 
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Nazywamy konchoidami lub krzywemi muszlo- 
wemi krzywe, które powstają w sposób następujący: Niechaj 
będzie O punktem na płaszczyżnie. / —punktem krzywej danej 
na promieniu wodzącym OP: weżmy z jednej i drugiej strony 
punktu P dwa odcinki długości +k. Miejscem końców tych 
odcinków jest krzywa muszlowa. 

W sposób analogiczny określamy powierzchnie 
konchoidalne. 

Łatwo wykreslić normalną do konchoidy, dość bowiem 
przez punkt (0 poprowadzić prostopadłą do promienia wodzą- 
cego i znaleść punkt spotkania S tej prostopadłej z normalną do 
krzywej: normalne do konchoidy w punktach, 
odpowiadających punktowi /, przechodzą 
przez punkt S. Innemi słowy: konchoida ma w każ- 
dym punkcie tę samą podnormalną bieguno- 
wą, co krzywa dana. 

O konstrukcyi środka krzywizny konchoidy patrz | Interm. 
des math 1804 str. 165; 1895, str. 112, 224. 

Krzywą muszlową można też określić w sposób następujący: 

Niechaj będą trzy krzywe /,ę,%; poprowadźmy styczną 
do krzywej /, która spotyka krzywe g, y w dwóch punktach 4, 
B; na tej stycznej odetnijmy, poczynając od punktu styczności, 
z jednej i drugiej strony dwa odcinki równe AB: miejscem koń- 
ców tych odcinków będzie krzywa muszlowa. 


§ 5. 
Krzywe dzielnicze lub dzielcze. 


Nazywamy dzielniczemi lub dzielczemi krzywe, 
będące miejscem przecięcia A dwóch prostych, obracających się 
zprędkościami jednostajnemi około dwóch pun- 
któw stałych P, P”. 

Jeżeli stosunek dwu prędkości dwóch 
obrotów jest u:n' (gdzie n<n), wtedy kąt do- 
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pełniający dla kąta AAP jest do kąta PAA' w sto- 
sunku n:xw. 

Krzywa dzielnicza przechodzi n—1 razy 
przez punkt K, w—l razy przez punkt P’ iw 
razy przez punkty kołowe płaszczyzny. 

W przypadku w =l albo n'=n—1 mamy krzywe je- 
dnobieżne; w przypadku n=l i n=3 krzywe trój- 
dzielcze Maclaurina. w przypadku w =2, n=3 šli- 
makową Pascala (patrz § 11), którą można nazwać krzy- 
wą sześciodzielczą. 

Nazwa krzywych dzielniczych pochodzi stąd, że pozostają 
one w związku z zagadnieniem o dzieleniu kąta; i tak, jest n'==1, 
to mogą one służyć do podziału kąta na n części równych. 


Patrz o tych krzywych pracę Schoutego (Journal desmath. 
spéc. 1885). 


$ 6. 
Krzywe cykłoidalne lub rulety. Glisety. 


Nazywamy krzywemi cykloidalnemi lub z francu- 
ska ruletami krzywe, utworzone ruchem punktu płasz- 
czyzny krzywej, która toczy się bez ślizgania po innej krzywej 
stałej, zwanej podstawą rulety. 

Nazywamy glisetami krzywe, utworzone ruchem pun- 
ktu płaszczyzny krzywej, która nie zmieniając swej postaci, 
porusza się, pozostając wciąż styczną do krzywych danych albo 
przechodząc przez punkty dane. 

Jeżeli x= yfíy) jest równaniem glisety, t. j. miej- 
scem punktu P płaszczyzny krzywej, która jest stale styczna 


do prostej stałej w punkcie stałym, wtedy + = — fiy) będzie 
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równaniem różniczkowem rulety tego punktn, gdy taż krzywa 
toczy się po prostej (Brocard, Nouv. Corresp. LI. 1876, str. 
377, 383) 

Normalna do rulety przechodzi przez punkt M stycznosci 
pomiędzy krzywą stałą a krzywą ruchomą. 

Środek krzywizny rulety znajdujemy następującym sposo- 
bem. Połączmy punkt P ralety ze środkiem krzywizny krzywej 
ruchomej aż do spotkania w punkcie /' z prostopadłą, spuszczo- 
ną z punktu M na MP Połączywszy R ze srodkiem krzywizny 
krzywej stałej, otrzymamy środek krzywizny na przecięciu tej 
prostej z prostą PM. 

Inną własność rulety w związku ze spodkową podaliśmy 
w $3. 

Pierwsza z badanych rulet była cykloidą właściwą (patrz 
$12) utworzoną ruchem punktu koła, gdy podstawą jest prosta. 
Monografię dość kompletną rulet i gliset wydał Besant (Notes 
on rulettes and glissetes, Cambridge 1870); patrz też rozmaite 
artykuły w Nouv. Ann. 1871 i wskazówki zawarte w nowej książce 
litografowanej Brocarda (Notes de bi»liogr. des courbes góometr. 
Bar le Duc 1893). 


$ 7. 


Powierzchnie obrotowe walcowe stożkowe, konoidy. 


Równanie (w postaci skończonej) powierz- 
chni obrotowej (osią obrotu jest oś z) przed- 
stawia się tak: 

z = p (2+ y’), 
gdzie g jestsymbolem funkcyi dowolnej. 


saie a. OY —_ dz . 
Jeżeli Pr A równanie o pocho- 
dnych cząstkowych powierzchni obrotowej 
będzie postaci: 


py—qz = 0. 
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Równanie powierzchni walcowej ma po- 
stać: 
p (:—az, y—bz) = 0, 


arównanieróżniczkowe tejże powierzchni: 


ap-+bq = 1. 


Równanie powierzchni stożkowej przed- 
stawia się tak: 


Ad WEW). 
p| Z—2% 2—2 = 


Zo Y, Za są spółrzędne wierzchołka; równanie 
różniczkowe tej powierzchni jest: 


p (2—e,) +4 (Y—yo) = z— 29. 


Nazywamy konoidą powierzchnię, utworzoną ruchem 
prostej, opierającej się na prostej stałej i równoległej do płasz- 
czyzny stałej. Jeżeli prostą daną jest oś z, a płaszczyzną 
daną płaszczyzna zy, wtedy równanie różniczkowe 
konoidy jest: 


pæ+ qy =0, 


arównanie w postaci skończonej: 


z= o |2 
M 


Ogólnie, równanie różniczkowe konoidy jest; 


arównanie w postaciskończonej: 


= PA 
AE = i 


Pascal. Rep. II 38 
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55. 
Stożkowe. 


Do rozważań geometrycznych i analitycznych o stożko- 
wych, w Rozdziale IV podanych, dołączamy tu niektóre wyniki 
metryczne, zależne specyalnie od ich geometryi nieskończonost- 
kowej. 

Równanie wewnętrzne tych krzywych podaliśmy już 
w Rozdziale XVI. 

Spodkowa ogniska stożkowej jest okrę- 
giem koła. 

Promień krzywizny w punkcie elipsy o pół- 
osiach aib jest pjroporcyonalny do szescianu 
normalnej (kończącej się na osi większej). 


0] 


2 
Rozwinięta elipsy o równaniu =y 2 y+ ra ==] 


(a>b) ma równanie ara 


2 
rs 


aa — (by) = (a—?) 


Pole całej elipsy wynosi zad, pole jej roz- 


winiętej g zab. 
Długość łuku elipsy przedstawia całka 


eliptyczna gatunku 2-go. 


p 
„AROMA ża 
S==n [VIs „ałqp ; (e =f% z) 
; a 
u 
gdzie p jest t. zw. anomalią, t. j. kątem, danym przez wzory 
w==xvsinp, y=bcosp. Jeżeli nakreślimy koło o promieniu a, 
spółśrodkowe z elipsą, to wtedy p będzie kątem, jaki tworzy 


z osią y promień wodzący punktu koła o spółrzędnych zi ra A 


jeżeli z i y są spółrzędnemi punktu elipsy. 
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Obwód całej elipsy można wyrazić przez 
szereg: 


Ie 1/18 „P 5 2 

2x01—||-glag *|-5(55 *|- ZE 

Jeżeli dany jest łukelipsy, to można zna- 
leść inny jej łuk taki, aby różnica tych dwóch 
łuków była wyprostowywalną (t.j. dała się wy- 
razić za pomocą odcinka prostej (Fagnano 
Prod. mat. 1750, t. IT) 

Weżmy mianowicie dwa punkty Pi & na kwadrancie elipsy 
takie, aby ich anomalie p, w były połączone związkiem 


b ; 
tgp .tgy = -g ` SZnaczmy przez Ai B końce kwadrantu; po- 


poprowadżmy styczne do elipsy w punktach /'i Q, ze środka zaś 
elipsy prostopadłe do tych stycznych, i niechaj P, i Q, będą spod- 
kami prostopadłych; wtedy różnica pomiędzy łukami 
PBiQA jestrówna długości PP, lub takiejże 
długości QQ. 

Punkt Q, gdy dany jest punkt P, można otrzymać za po- 
mocą następującej konstrukcyi Eulera (Nova Comm. Petr. 
1761). Poprowadźmy w punkcie P styczną aż do spotkania osi 
małej (przechodzącej przez B) w punkcie hu; weżmy na stycznej 
długość kPM==u; punkt kwadrantu, mający tę samą odciętą 
<o punkt M, jest szukanym punktem Q. (Patrz co do tego noty 
I iII w końcu dzieła E nn e pera, Ellipt. Funct. Halla, 1890), 


2 2 
Łuk hyperbolio równaniu — jg =! wy- 


rażasię wzorem: 


ka V1—k*sin?p 


—]2 2 
SZ” -gjan k? sin -ER 


a= i] 


gdzie K e i określoną jak wyżej; 


i= Jn ; > 
kż=——— wj? = ji: wo wzorzetym mamy cał 
kieliptyczne gatunku 1-go i 2-go. 
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Fagnano znalazł dla hyperboli twierdzenie analogiczne 
do powyższego o wyprostowywalnosei snmy dwóch łuków, zktó- 
rych jeden jest dowolny. 

Twierdzenie Lande nau (Phil. Trans. 1065) wyraża łuk 
hyperboli za pomocą dwóch Inków elips. 

Granica różnicy pomiędzy długością asym p- 
toty, livzoną od srodka aż do pun ktu F’, a dłu- 
goscią łuku hyperboli, liczoną od wierzchoł- 
ka d aż dopunktu P. mającego tę samą od- 
ciętą co punkt P’ (osi położone są. jak wyżej), jest 
wielkośtią okresloną gdy Poddala się do nie- 
skończonosci 


Pomiędzy innemi badaniami, odnoszącemi się do łuków elips 
i hyperbol, wymieniamy: Legendre'a, (Traité I, str. 46), Küp- 
per (Crelle LV, LXII). 


Niechaj będzie hyperbola równoboczna o równaniu (w od- 
niesieniu do asymptot) ry= m3, Pole, zawarte pomię- 
dzy łukiem krzywejaasymptotą y=0, równa 


B 


się m*log-- „gdzie Bia są odległości końców 
luku od drugiej asymptoty x=0. 

Dla m=l1, a=l otrzymujemy: pole, zawarte po- 
między łukiem krzywej, liczonym od wierz- 
chołka, a asymptotą, równa się logarytmowi 
neperowemuodległosci końca łuku od dru- 
giej asymptoty 


Inne własności hyperboli równobocznej znaleźć można w książce 
Milinowskiego (Elem synt. Geom. der gleichseitigen Hyper- 
bel, Lipsk 1883). 


W paraboli promień krzywizny równa się 
podwójnemu odcinkowi normalnej, zawartej 
pomiędzy punktem danym a kierownicą. 

Rozwinięta paraboli stożkowej jest para- 
bolą półsześcienną, zwaną także parabolą 


C; solidy. Krzywa sześcienna lub zwrotnica i t. d. 597 


Neila: jeżeli y*==2pz jest 1ównaniem paraboli, to równaniem 
rozwiniętej będzie: 


Łuk paraboli, liczony od wierzchołka, wyraża 
się wzorem: 


pee Lau + plog aui cm zaj 


2 p 


Gysoidy. Hrzywa sześcienna lub zwrotnica |verviera) Maryi Agnesi. 
Trójdzielcza Maclaurina. Strofoida. Liść. 


Najważniejszą pomiędzy cysoidami jest krzywa, zwana 
cysoidą Dioklesa, który za pomocą niej chciał rozwiązać za- 
gadnienieo podwojeniusześcianu, to jest t, zw. Za- 
gadnienie delijskie (patrz Cantor, Gesch. d. Math. I, 
str. 302—306). Starożytni stosowali też tę krzywą do rozwa- 
żania zagadnienia o znalezieniu dwóch średnich pro- 
porcyonalnych (patrz Newton, Arithm. univ. Lugd, 
Batav. 1732, str. 281). Krzywa ta powstaje w sposób następu- 
jący: Mamy kąt prosty stały, którego jedno ramie OP jest 
długości stałej = 2a; drugi kąt prosty ruchomy ma jedno ramię, 
przechodzące przez P, koniec zaś drugiego ramienia, mającego 
długość stałą 21; przesuwa się po drugiem ramienin pierwszego 
kąta prostego. Miejscem punktu środkowego na 
ramieniu o długości 2a jest cysoida (Newton). 

Równanie tej krzywej jest: 


x? = y? (2a— 2). 
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Punkt c=0 jest ostrzem: prosta x=2a jest asymp- 
totą. Krzywa jest zawsze wypukła względem osi 
£. Krzywaprzechodzi przez dwa punkty koło- 
we (umbiliki) płaszczyzny (jest krzywą cykliczną). 

Krzywą można też utworzyć sposobem następującym: Na- 
kreślmy koło o średnicy 2u i niechaj AB będzie jego średnicą; 
niechaj BT będzie styczną do koła w punkcie B; z punktu A 
prowadźmy wszelkie proste AM N, przezinające okrąg M, styczną 
zaś BT w punkcie N. Jeżeli waż miemy 4P= MN, to miej- 
scem punktu P będzie cysoida. 

Pole zawarteromiędzykrzywą a asymp- 
totą (którą jest prosta BT), równa się potrojonemu 
polu koła, któresłuży doutworzenia krzywej. 

Cysoida jest spodkową paraboli wzglę- 
dem jej wierzchołka. 

Można kreślić cysoidy pochyłe w ten sam sposób, 
w jaki kreślimy cysoidę Dioklesa przy pomocy koła; w tym 
celu zamiast średnicy koła bierzemy jego cięciwę.Jeżeli zaś zamiast 
koła weźmiemy elipsę, otrzymamy cysoidę, zwaną cysoidą 
Zahródnika (Grun. Arch. LVI, 8; Nouv. Corresp. math, 
1874—1875, str. 86). 


Ta cysoida jest zawsze krzywą sześcienną wy- 
mierną. 


Niechaj będzie okrąg koła i dwie jego średnice do siebie 
prostopadłe. Z końca (© jednej średnicy prowadzimy prostą, 
przecinającą okrąg w punkcie A, drugą zaś średnicę w puakcie B; 
z punktów A i B prowadzimy równoległe do dwóch średnie, spo- 
tykające się w punkcie P. Miejscem punktu P jest krzywa 
sześcienna lub zwrotnica (versiera) Maryi Agnesi. 
Jest to sześcienna z punktem podwójnym wnie- 
skończoności; równaniem jej jest: 


yz +r? (a—2r) = O, 


gdzie r jest promień koła, służącego do kon- 
strukcyi. 


Qysoidy. Krzywa sześcienna lub zwrotnica it. d. 599 


Aby mieć styczną do krzywej w punkcie P, robimy na- 
stępującą konstrukcyę. Przez punkt A prowadzimy styczną do 
koła aż do przecięcia z średnicą drugą w punkcie Mi po stronie 
przeciwległej bierzemy 4M==4M; na prostej 04B bierzemy ze 
strony przeciwległej od ÆA względem 0 długość 0R=AB; z pun- 
ktu # prowadzimy prostą równoległą do średnicy pierwszej aż 
do spotkania się w punkcie $ z prostą, przechodzącą przez Á 
i równoległą do średnicy drugiej. Z punktu § prowadzimy rów- 
noległą do KM' aż do spotkania w punkcie K ze średnicą 
pierwszą. Prosta, poprowadzona przez K równoległe do średnicy 
drugiej, spotyka styczną 4M do koła w punkcie 7, który—połą- 
czony z punktem P — daje styczną do krzywej. 

Styczna do koła w punkcie O jest asymp- 
totą krzywej. 

Pole, zawarte pomiędzy krzywąajejasymp. 
totą,jest równe poczwórnemu polu koła, które 
służy do konstrukcyi. 

Zwrotnica ito koło, obracającsięokoło 
asymptoty, wytwarzają dwie bryły, z których 
pierwsza ma objętość dwa razy większą niż 
druga. 


Krzywą tę badała Agnesi w swoich „Inst. analitiche*, Me- 
dyolan 1748. Co do tego i innych krzywych analogicznych, które 
niesłusznie mieszano z zwrotnicą, patrz artykuł Lorii (w Bibl, math. 
1897, str. 7). Inny sposób konstrukeyi stycznych znaleść można 
uLongchampsa, Gćom. de la règle, str. 111. 


Nazywamy trójdzielczą Maclaurina krzywą, 
której równaniem jest: 


© (a2ry?) = gy (4—32?) . 


Kreślimy ją w sposób następujący: Niechaj będzie koło 
o promieniu v i środku C, ze średnicą OCO' i prostą do niej pro- 
stopadłą w punkcie środkowym linii OC; z końca O średnicy 
prowadzimy prostą, przecinającą w punkcie A koło, w punkcie B 
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prostą prostopadłą do średnicy; bierzemy po stronach przeciw- 
ległych OP= 4B; miejscem punktu P jest trój- 
dzielcza. 

Krzywa ta jest krzywą sześcienną z pun- 
ktem podwójnym w punkcie 0. 

Styczna w punkcie 4 do koła spotyka w punkcie J/ prostą 
prostopadłą do średnicy: jeżeli w kierunkach przeciwległych 
weżmiemy AT=AM, będzie TP styczną do krzywej. 

Krzywa ta jest krzywą dzielczą (patrz $5). Co do innyeh 
jej własności odsyłamy (do pracy Brocarda, cytowanej w końcu 
36. O rektyfikacyi tej krzywej za pomocą funkcyj eliptycznych 
patrz Longchamps, Compt. rend. 1887. 


Jeżeli w konstrukcyi poprzedzającej, zamiast prostej 110 
stopadłej do średnicy. przechodzącej przez środek prostej OC, 
weżmiemy prostą prostopadłą do średnicy i przechodzącą pzez 
punkt C (środek), wtedy krzywa, którą otrzymujemy pzy po- 
mocy takiej konstrukcyi, jest strofoidą prostokąt- 
ną (zwaną także logocykliką) równaniem jej jest 


r (a — 1) = 2 (aty. 


Jest to krzywa zpuni.tem pudwójnym w punk- 
cie O. Styczną do niej otrzymujemy przy pomocy podobnej 
konstrukcyj, jak dla trójdzielczej. 

Strofoidajestspodkową paraboli wzglę- 
dem spodka kierownicy; wierzchołek paraboli jest 
w punkcie C; kierownica jest styczną w punkcie 0 do koła. 

Jeżeli rzucimy punkt ČC ortogonalnie na promień wodzący 
OP, to rzut będzie punktem środkowym odcinka PB. 

Jeżeli w konstrukcyi powyższej, zamiast prostopadlej prze- 
chodzącej przez punkt C, weżmiemy prostą pochyłą do sredni- 
cy, otrzymamy strofoidę pochyłą albo ogniskową 
Queteleta, którą można też uważać jako spod- 
kową paraboli względem punktu jej kiero- 
wnicy. 

Bibliografię, historyę i inne własności tej krzywej znaleść mo- 
Żna: w nocie Tortoliniego (Nouv. Anu. 1661, str. 82), w nocie 
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Lorii (Bull. di Bibliogr. delle scienze matem 1878, str. 1), w pracy 
Brocarda (cyt. w $ 6); patrz także art. Schoutego (Crelle, IC) 
i wiadomość w Interm. des math. 1895 str. 425, 1896 str. 278. 


Liść Descartesa jest krzywą szescienną wymierną, 
bardzo podobną do trójdzielczej i do strofoidy; równaniem 
tej krzywej jest: 

©: +y’ = Brey; 
albo, gdy ją okrócimy około osi o 45": 
r (r?—y’ = r (a? + 3y2). 

Kreslimy ją geometrycznie, podobnie jak wyżej strofoidę 
prostokątną: Jeżeli na promienin wodzącym OPB weżmiemy 
punkt Q, sprzężony harmonicznie z punktem O względem: PB, 
to miejscem punktu Q$będzieliść Descartesa. 

Styczną do krzywej w 4) otrzymujemy, prowadzące styczną 
do strofoidy w punkcie P (patrz wyżej( i łącząc następnie Q 
z punktem, w którym ta styczna spotyka średnicę drugą. 

Krzywę tę badali Roberval. który nakreślił jej postać fał- 
szywie (stąd jej nazwaj i Descartes. Szczegóły w cytowanej 
pracy Brocarda. 


$ 10 
Owale Cassini'ego. Lemniskata. Ósemka 


Nazywamy owalem Cassini'ego, kasynoidą lub 
elipsą Cassinie'go krzywą, dla której iloczyn odległości 
jej punktu od dwóch punktów stałych (ognisk) jest stały. 

Jeżeli 2u jest odległością punktów stałych, %? iloczynem 
odległości, to równanie krzywej w spółrzędnych 
kurtezyańskich ortogonalnych jest: 


(2? p y?) — 2a? (a? — y”) == b — at, 
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jeżeli za osi społrzędnych przyjmiemy oś 
ogniskowąi prostą prostopadłą do niej w pun- 
kciesrodkowyrmodcinkaogniskowego. 

W spółrzęednych biegunowychoi4 rów- 
nanie krzywej jest: 


g* — Żuro-cosży = b — ut. 


Pnnhty kołowe nrojone w nieskończono- 
seisą punktami podwójnemi krzywej. która 
jest klasy 5-el 

Promien krzywizny jest: 
aa 2}: o i 
ME 3 pt =p gr" 

Jeżełi ù< u, kasynoida rozpada się na dwa owale, znaj- 
dujące się zewnątrz siebie: jeżeli b = a, mamy lemniskatę (patrz 
niżej); jeżeli a} 2>42>a, krzywa ma formę elipsy spłaszczonej 
w dwóch końcach osi mniejszej; jeżeli d>al2, krzywa składa 
się z jednego owalu. 

Styczną w punkcie P otrzymujemy, prowadząc z ognisk 
F, E' prostopadłe do promieni ogniskowych FP, F'P, a następ- 
nie przez punkt P prostą, przecinającą te prostopadłe tak, że 
punktem srodkowym zawartego pomiędzy niemi odcinka jest P. 

Jeżeli w kasynoidę wpiszemy równoległobok, mający śro- 
dek w środku krzywej, to suma algebraiczna kątów, pod któ- 
remi są widzialne boki przeciwległe z punktu krzywej jest stała. 
(Dar boux, Sur une classe remarquable etc., Paryż 1896, s. 82). 

W tej to książce (str. 61 i nast.) znajdujemy badanie kiasy ogólnej 
krzywych algebraicznych, obejmujących w sobie jako przypadek 
szczególny krzywe Cassini'ego. 


Lemniskata. W przypadku b=a mamy lemnikatę 
Jana Bernoulli'ego (Acta Erud. 1694). Lemnikatę możemy 
też określić jako krzywą, powstającą zapomocą następującego 
wykreślenia. Weżmy koło i dwie jego styczne, prostopadłe do 
siebie i spotykające się w punkcie: na każdej prostej, poprowa- 
dzonej przez punkt 0, weżmy odcinki + OP, równe odpowie- 
dnio długosciom cięciw, wyznaczonych w kole przez te proste; 
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miejscem punktów P będzie lemniskata. Krzy- 
wa jest miejscem spodków linij prostopadłych, spuszczonych ze 
środka O hyperboli równaobocznej na jej styczne (spodkowa 
punktu O względem hyperboli równobocznej) Ztego powodu lem- 
niskata nazywa się zwykle lemniskatą hyperboliczną. 
Lemniskata jest także przypadkiem szczególnym krzywej 
Watta (patrz cyt. książkę Brocarda). 
Lemniskata ma formę ósemki; ma punkt podwójny w pun- 
kcie 0; kąty dwóch stycznych w punkcie O z osią ogniskową są 
1 


— R 


3 

4% 4" 
Średnica, przechodząca przez punkt 0, jest oczywiście osią 
symetryi tej krzywej i przechodzi przez dwa ogniska (oś ognis- 
kowa); kąt, który styczna do krzywej w punkcie P tworzy z pro- 
mieniem wodzącym, przechodzącym przez punkt 0. równa się 
podwójnemu kątowi prostej PO z osią ogniskową, powiększo- 
nemu o kąt prosty; stąd: 

Nachylenie normalnej do osi ogniskowej równa się potrojo- 
nemu nachyleniu promienia wodzącego do tejże osi. 

Rzut promienia krzywizny na promień wodzący jest 
trzecią częścią tego promienia. 

Równanie krzywej współrzędnych pro- 
stokątnych (za osi spółrzędnych przyjmujemy oś ognisko- 
wą i prostą prostopadłą do niej w punkcie 0) jest: 

(1° -py*)? — 2a? (x? — y?) =0. 


Równanie krzywej w spółrzędnych biegu- 
nowych (biegun O, oś biegunowa zlewa się z osią ogniskową) 
jest: 

i o° = 2a’ cos 2g. 
243 
30 

Pole, zamknięte przez lemniskatę, równa 

się 2a?. 


Promień krzywizny R= 


Rozwinięta lemniskaty wyraża się rów- 
naniem: 


E 2y a a 2V2 
(5+7) EZEJE — 4 
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Objętość bryły, ntworzonej obrotem le- 
mniskaty około jejosiogniskowej, wynosi: 


zaj LL gl 
aka E T a G 


Luklemniskaty wyraża się wzorem: 


-aa dr . = o , 
pra | i= al 2 


u 

gdzie o jest promieniem wodzącym. 
Widzimy stąd, że lemniskata jest krzywą, mającą tę wła- 
sność, że łuk jej wyraża się przez całkę eliptyczną gatunku 1-go; 
moduł Legendre'a, odpowiadający tej całce eliptycznej, 


jest k = 3 (patrz Repertoryum tom I, str. 865). 
Jeżeli uczynimy r = 2 , będzie: 


dr | Żdu 

V1—r Ve ' 
znaczy to, że mając łuk, któremu odpowiada promień wodzący 
ar¥2, możemy za pomocą poprzedniego wzoru algebraicznego 
(związku pomiędzy r i u) znaleść promień wodzący au/2, odpo- 
wiadający połowie łuku. Mamy tedy sposób algebraicznego 
rozwiązania zagadnienia o podziale na dwie równe części łuku 
lemniskaty. 

Kwadrant lemniskaty można podzielić al- 
gebraicznie na 3ina5 części równych; a zatem 
na każdą liczbę części równych, dającą się wyrazić w postaci 2”, 
3.27, 5.2” (Tw. Fagnano, Produz. mat Pesaro.1(50, II, 
str. 368). Do tego twierdz”nia można dołączyć następujące 
twierdzenie A bela (Crelle III). Za pomocą kółi pro- 
stych można zawsze kwadrant lemniskaty po- 
dzielić na n części równych, jeżelinjest posta- 
ci 2” albo liczbą pierwszą postaci 2+1. Abel 
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dowiódł, że można w tym celu stosować metodę analogiczną do 
stosowanej przez Gaussa przy podziale koła (t. j. 1ozwiązy- 
wanie równań dwumiennych, patrz Repertorynm t. I, str. 120) 
zdaje się, że wiedział o tem i sun Gauss. Patrz (Werke I 
str. 412, 413, Disų arith.) 


+ 


Prócz Fagnano i Eulera (Mem. de St. Petersb, V, str. 
1751—52) o podziale lemniskaty (teorya ta ma związek z mnożeniem 
zespolonem funkcyj eliptyczi ych) pisali Li bri (CrelleX ). Liouville 
(Compt. rend. 1843) Clausen (Astr. Nachr. 1842), Wichert 
(Progr. Conitz, 1846), Eisenstein (Crelle XXX. XXXIX), H o ff- 
mann (Crelle XKLVHI), Kiepert (tamże LXXV). Funkcya od- 
wrotna względem całki lemniskatowej nazywa się zwykle funkcyą 
lemniskatową. Co do innych szczegółów patrz Enneper 
(Ellipt. Funet. str. 382, 531, 546). 


Określiwszy lemniskatę przy pomocy hyperboli równobocz- 
nej (patrz wyżej) i ustanowiwszy tym sposobem odpowiedniość 
pomiędzy punktami tej krzywej, C hasles (Compt. rend, 1845) 
znalazł, że dwom łukom hyperboli których róż- 
nica jest wyprostowywalna, odpowiadają łuki 
wyprostowywalne lemniskaty. 


Krzywemi, których łuki, podobnie jak łuki lemniskaty, wyrażają się 
całkami gatunku 1-go, zajmowali się Legendre (Traité des fonct. 
ellipt. II, 590), Roberts (J. de Liouv. IX, Serret (tamże X), 
Szczegóły u Ennepera (l, e. str. 560); patrz też „Funkcye elipt.“ 
Cayley'a (Rozdz. HI, XV). 


Obwód całej lemniskaty można wyrazić szeregiem : 
3.5 1 
Wa + getar toe t "" P 


Óse.nka. Krzywa tejże postaci co lemniskata Ber- 
noulliegoi dla tego nieraz znią mieszana (patrz Interm. des 
math. 1897, str. 98i 190—191) i nazywana niekiedy lemni- 
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skatą Gerono, przez iunych ósemką. ma równanie 
(w postaci najprostszej): 


Ge m Y 


Konstruk ya jej jest następująca: Punkt P koła rzucamy 
ortogonalnie na srednieę i na styczną w jej końcu; niechaj rzu- 
tem na srednicę będzie P'; jeżeli połączymy środek koła z rzu- 
tem na stycznąi wyznaczymy punkt spotkania tej prostej z pro- 
stą PP', to miejscem punktu spotkania będzie 
ósemka, 


sit, 


Owale Descartes a. Slimakowa Pascala. Kardioida. Konchoida 
Nikomedesa. Spiryki. 


QO owalach Descartesa mówiliśmy już w Rozdz. VI1I 
$ 2 tego tomu. Są to krzywe rzędu czwartego z dwoma ostrza- 
w dwóch punktach kołowych płaszczyzny; są 
to zatem krzywe cykliczne. Do własności zaś podanych 
dołaczamy co następuje: 

Równanie krzywej w spółrzędnych pro- 
stokątnych można napisać w postaci: 


(«3 +y — a) --b(x—d) = 0; 


w spółrzędnych biegunowych (biegun w ognisku 
patrz Rozdz. VII, $2) równanie jest postaci: 


o — (u beosp)o+e? = 0; 


wreszcie w spółrzędnych dwubiegunowych 
(jeżeli o, ọ' są promienie wodzące, poprowadzone z dwóch ognisk 
krzywej) mamy równanie 


lormo = eè, 


gdzie /,m,c są stałe. 
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Krzywa ma trzy ogniska rzeczywiste, po- 
łożone w linii prostej: przez ogniska krzywej rozumie- 
my w ogólnosci punkty przecięcia prostych stycznych do krzy- 
wej i poprowadzonych przez dwa punkty kołowe płaszczyzny, 
które w naszym przypadku należą do krzywej i są jej ostrzami. 

Chasles odkrył trzecie ognisko krzywej. Descartes 
znał tylko dwa. 

Krzywa powstaje jako miejsce trzeciego wierzchołka trój- 
kąta, którego dwa pozostałe wierzchołki (końce podstawy) poru- 
szają się na dwóch okręgach, gdy równocześnie podstawa obraca 
się około punktu, znajdującego się na prostej środków, a dwa 
drugie boki obracają się około środków okręgów. Te środki są 
dwoma ogniskami krzywej. 

Własność optyczna ognisk owalów Descartes'a jest na- 
stępująca: Promienie wychodzące z jednego ogniska. załamane 
przez krzywą. zbiegają się w drugiem ognisku, jeżeli spółczynnik 
załamania równa się stosunkowi promieni awóch okręgów, słu- 
żących do utworzenia krzywej. 

Owale Descartes'a są rozwiniętemi kaustyki przez od- 
bicie, należącej do koła patrz Salmon-Fiedler, (Ebene 
Curven, 2-gie wyd. str 127). 


W .,Geometryi” Descartes'a z r. 1637 znajdujemy po 
raz pierwszy badania własności tych krzywych. Z nowszych prac 
o nich wymieniamy: G enocehi (Nouv. Ann. 1855, Mathesis 1884), 
Zeuthen (Nouv. Ann. 1864, str. 304, Sylvester (Phil, Mag. 
XXXI, 1866), D'Ocagne (Compt. rend. 1883, str. 1429) i t d. 
Bibliografię ich dość obszerną znaleść można u Ligina (Bull. 
Darboux 1882) i w Interm. des math. 1896, str. 238—239. O rek- 
tyfikacyi tych krzywych przy pomocy łuków elips patrz Genocchi 
(Ann. di Tortol. VI, str. 11; Compt. rend. 1875). 


Ślimakowa Pascala. Jeżeli w równaniu biegunowem owalu 
Descartes'a położymy e=0, otrzymamy równanie biegu- 
nowe ślimakowej Pascala, która, prócz ostrzy 
w punktach kołowych. ma jeszcze punkt po- 
dwójny w początku. Nazwę tej krzywej nadał Rober- 
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val (Acad. des sciences 1705, str. 78). Równaniem tej krz y- 
wej współrzędnych biegnnowych jest: 


9 = a = bcosą, 
a współrzędnych prostokątnych: 
(17-93 — br)? sza (aż + y*). 


Krzywą tę można okreslic jako spodkową albo jako kon- 
choidę (patrz $ Żi 4). 

Krzywa Pascala jest honchoidą kołaijest 
także spodkową koła. 

Nie :haj będzie koło o promieniu a: na jednej z jego sredrie 
weźmy punkt P odległy od srodka na długosć h. Spodkowa 
punktu Pwzględem koła jest slimakowąo po- 
wyższem równaniu. Nakreślmy następnie koło, którego 
średnicą jest odcinek, zawarty pomiędzy punktem /* a środkiem 
koła; odciąwszy na promieniach wodzących od punktu P do koła 
długości stałe równe « z obu stron końca tego promienia wodza- 
cego, otrzymamy slimakową. 

Inne konstrukcye krzywej są następujące: 

Krzywa jest odwrotną (patrz $ 1) stożkowej; środkiem in- 
wersyi jest jedno z ognisk elipsy 

Niechaj będzie uójkąt wpisany w koło, niechaj jeden 
wierzchołek A będzie ustalony. kąt „ł zaś stały; slimakowa bę- 
dzie miejscem środków kół, wpisanych wewnętrznie i zewnętrznie. 

Jest także miejscem wierzchołka kąta stałego, którego dwa 
boki są styczne do dwóch danych okręgów. 

Jest także ruletą (patrz $ 6), utworzoną ruchem punktu, 
związanego z płaszczyzną koła, toczącego się po innem kole 
tegoż promienia. 

Przypadkiem szczególnym ślimakowej Pascala jest 
kardioida, którą otrzymujemy kładąc a =D. 

Krzywa ta jest miejscem punktu okręgu koła. toczącego 
się po innym okręgu równego promienia; albo jest spodkową 
okręgu względem jednego z jego punktów; albo konchoidą koła 
względem jednego jego punktu, jeżeli odcinamy odcinki równe 
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średnicy; albo wreszcie odwrotną paraboli, gdy środek inwersyi 
znajduje się w ognisku. 

Normalna w punkcie kardioidy przechodzi przez punkt 
styczności dwóch okręgów, które służą do jej utworzenia. 

Pole kardioidy równa się sześciokrotne- 
mu polu koła. którego jest konchoidą; jest = 
pola koła, którego jest spodkową (promień tego 
drugiego koła jest dwa razy większy od promienia pierwszego; 
koło zaś pierwsze równa się kołom, które służą do utworzenia 
krzywej jako rulety). 

Długość kardioidy równa się 16 razy wzię- 
tej długości okręgu koła, którego jest kon- 
choidą, a Śrazy wziętemu obwodowi koła, któ- 
rego jest spodkową. 

Promień krzywizny w danympunkcie jest 


odcinka średnio proporcyonalnego pomię- 


dzy promieniem wodzącym tego punktu a pro- 
mieniem koła,którego krzywa jest spodkową, 
Konchoida Nikomedesa jest konchoidą (patrz $ 4) prostej. 
W spółrzędnych biegunowych równaniem jej 
jest: 
a 
COS W 


g =" * b, 


w spółrzędnych kartezyańskich zaś: 


y? (c—a)* = 2? (b+a—zx) (b—a+-2), 


gdzie a jest odległością punktu od prostej, b długością stałego 
odcinka, odcinanego na promieniu wodzącym. Prosta podsta- 
wowa konchoidy Nikomedesa jest oczywiście jej asymptotą. 


Nikomedes wprowadził konchoidę do rozwiązania t. zw. za- 
dania delijskiego, Newton stosował ją do rozwiązywania 
równań stopnia 3-go i 4-go. Patrz Cantor, Geschichte der Mathe- 
matik, I 

Pascal. Rep. II 39 


610 Rozdział XVII. — $ 12. 


Spiryki są przecięciem pierscienia (powierzchni, utworzo- 
nej obrotem koła około prostej na jego płaszczyżnie, patrz 
Rozdział XII, $ 7) z płaszczyznami równoległemi do osi 
obrotu pierscienia. 

Krzywete mają pnukty podwójne w dwóch 
punktach kołowych płaszczyzny isą wogóle 
rzędu 4-go. 

Szczególnym przy, adkiem tych krzywych są owale Des- 
cartesa, lemniskata i t d. Niektórzy autorowie nazywają 
w ogóle spirykami krzywe, przechodzące przez punkty kołowe 
płaszczyzny, t. j. krzywe cykliczne; patrz Darboux (Sur 
une classe remarquable etc., Paryż 1896) 

Co do historyi tych krzywych patrz Tannery (Bull. scien. 
math. 1884) i Sehiaparelli (Le sfere omocentriche di Eudosso, 
Calippo etc ). 


g 12. 


Cykłorda. Trochoida. Hypocykłoida Eprcyklorda. Astroida. 
Czworoostrze. 


Cykloidą własciwą jest krzywa, utworzona ruchem punktu 
okręgu koła o promieniu 7, toczącego się po prostej | podstawie). 
Równaniem kartezyańskiem cykloidy jest: 


4 


x = r are cos —. -. l 2ry— y. 


Jeżeli 6 oznacza kąt pomiędzy prostą, łączącą punkt P 
krzywej ze środkiem koła tworzącego, a prostą prostopadłą do 
podstawy (osi z, wtedy spółrzędne z, y punktu P 
wyrażają się w funkcyi kąta 6 w ten sposób: 


x = r (9 — sin 8), y = r (1 — cos 89). 
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Równanieróżniczkowecykloidy jest postaci: 


równaniem wewnętrznem krzywej jest: 
o” +s* = 16%. 


Normalną w punkcie P otrzymujemy, łącząc punkt P z pun- 
ktem styczności koła i prostej. 

Jeżeli przedłużymy normalną o długość równą P4 poza 4, 
wtedy koniec tego odcinka będzie środkiem krzywizny. 

Rozwinięta cykloidy jest cykloidą równą danej. 

Pole, zawarte pomiędzy podstawą a jedną z gałęzicykloidy, 
równa się potrójnemu polu koła tworzącego. 

Łuk jednej gałęzi cykloidy równa się ośm razy wziętej 
długości łuku koła tworzącego. 

Za pomocą cykloidy rozwiązuje się zadanie o brachy- 
stochronie (patrz „Repertoryum* t. I, str. 241). 

Cykloida jest krzywą, przechodzącą przez dwa punkty 
i obejmującą pole najmniejsze i zawarte pomiędzy nią, jej rozwi- 
niętą i normalnem w punktach skrajnych (patrz „Repertoryum* 
t. I, str. 244). 

Cyklorda jest tautochroną, t.j. czas, jakiego potrze- 
buje punkt ciężki dla przebieżenia łuków cykloidy wywróconej 
dla dojścia do punktu najniższego, jest stały, bez względu na 
punkt, od którego rozpoczyna się spadanie (Huygens 1678). 


0 tautochronach i ich historyi patrz monografie Ohrtmanna 
Berlin 1872 i Amodeo 1883. Cykloida jest krzywą sławną w hi- 
storyi matematyki: badali ją Mersenne i Galileusz; Ro- 
berval wr. 1634 znalazł jej kwadraturę, Descartes konstruk- 
cyę stycznej do niej; po tem zajmowali się nią B. Pascal, Huy- 
gens, Bernoulliowie iinni. Co do innych szczegółów patrz 
Chasles (Aperçu histor. str. 529), Günther (Bibl. math, 1887, 
str. 8) i cytowaną książkę Brocarda. 
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Nazywamy cykloidami wydłużonemi i cy- 
kloidami skróconemi lub w ogólnosci trochoidami 
krzywe, opisane przez punkt stale przytwierdzony do płaszczy- 
zny koła, toczącego się po prostej, a którego odległosć od środka 
koła jest odpowiednio mniejsza albo większa od promienia. 
Jeżeli u jest tą odległością, r zaś promieniem koła, wtedy 
równanie krzywej jest: 


Y Vy. 


£ = r are cos 


Jeżeli koło o promieniu a toczy się po innem kole o pro- 
mieniu A, wtedy krzywa, opisana przez jeden z jego punktów, 
nazywa się epicykloidą, gdy koła znajdują się wewnątrz 
jedno drugiego; hypocykloidą, gdy jedno jest zewnątrz 
drugiego Spółrzędne punktu dane są dla epi- 
cykloidy przez wzory: 


x s=(r-- A) cos 8--r cos ZĘ, y = (rh-R)siu6- rsin = 8; 


dla hypocykloidy zaś należy zmienić R+r 
na t-r. 

Rozwinięte i rozwijające epicykloid i hypocykloid są krzy. 
wemi tego samego gatunku. 

Jeżeli r=R, mamy kardioidę (patrz $ 10). 

Jeżeli r=+ i koło ruchome znajduje się wewnątrz sta- 


łego, otrzymujemy hypocykloidę o czterech ostrzach 
czyli astroidę, której równaniem jest: 


co] 14 


2 


2 
x3 py; = Rs; 
równanie wewnętrzne tej krzywej jest postaci: 


o + 48 =9R* (Cesaro, Nouv. Ann. 1885, 
str. 258). 
Obwód astroidy jest równy sześć razy wziętemu promienio- 


wi koła stałego; pole jej równa się = pola koła. 


Cykloida. Trochoida. Hypocykleida i t. d. 613 


Astroida jest obwiednią prostej o długości stałej, opierają- 
cej się na dwóch prostych prostopadłych. 


Jeżeli r=, otrzymujemy hypocykloidę trój- 
ostrzową lub trójkątną Steinera. 


Hypocykloida trójostrzowa jest obwiednią t. zw. prostej 
Simpsona albo Wallacea, należącej do trójkąta trzech 
ostrzy; jest to prosta, na której znajdują się spodki prostopa- 
dłych, spuszczonych na boki trójkąta z punktn koła opisanego 
(patrz Rozdz. XXII). 

Nazywamy w ogólności epitrochoidami krzywe, 
utworzone ruchem punktu płaszczyzny koła, toczącego się ze- 
wnętrznie po innem kole stałem. Stosownie do tego, czy ten 
punkt jest punktem zewnętrznym czy wewnętrznym koła rucho- 
mego, mamy dwa gatunki krzywych, które nazywamy epi- 
cykloidami skróconemi iepicykloidami wy- 
dłużonemi. Podobne definicye określają bypotrocho- 
idy. t.j. hypocykloidy skrócone i wydłużone. 


Epicykloidy i hypocykloidy badali: De La Hire (Mém. de 
Paris 1694, 1706): Newton (Principia), który zajmował się ich 
rektyfikacyą; Euler (NovaComu.Petrop. 1766, 1781; Acta Petrop, 
1784); Raabe (Orelle l), Eckardt (Zeitschr. f. Math. XV, 1870), 
Kiepert (tamże XVII, 1872). Hypocykloidami trójostrzowemi 
zajmowali się: Steiner (Crelle LII, LV), Cremona (Crelle 
LXIV), Clebsch (tamże), Battaglini (Giorn. di Batt. IV, 
1866), Painvin (Nouv. Ann. 1870), Cahen {tamże 1875), La- 
guerre (Bull. Soc. math, VII, str. 108), Intrigila (Giorn. di 
Batt. 1885) i t. p. Pole tych krzywych obliczał Balitrand (Jonrn. 
de Longchamps 1893, str. 75). Patrz też Salmon-Fiedler Teo- 
rya krzywych, płaskich Rozdz, VH). 


Jeżeli w drugiej konstrukcyi astroidy (uważanej za ob- 
wiednią) przyjmiemy, że dwie proste nie są prostopadłemi lecz 
pochylonemi do siebie pod kątem a, wtedy otrzymamy krzywą, 
zwaną czworoostrzem. Jest to zatem obwiednia prostej 
długości stałej a, której końce opierają się na dwóch prostych, 
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pochylonych do siebie poł kątem a. Jest to krzywa rzędu 6-go 
i klasy 4-ej; jej pole wynosi: 


z 
8 KA > '1--2sin? a). 

Badanie tej krzywej zaproponował Merlienx wr. 1842 
(Nouv. Ann. 1842, str. 59, pyt.12), Joachimsthal (tamże 1847) 
znalazł jej równanie, Steiner (tamże) wiele jej własności. Potem 
badali ją: Bellavitis (Metodo delle eqnipollenze), który nadał 
jejnazwę, i Mannheim (Nouv. Am. 1878); o jej rektyfikacyi patrz 
„Mathesis* 1394, str. 129, a co do innych wskazówek Interm. des 
math V, str. 160, 


$ 13. 
Krzywe spiralne. Krzywe Ribaucoura. 


Nazywamy zwykle spiralnemi krzywe, rozwijające 
się w nieskończoną liczbę zwojów naokoło punktu, znajdują- 
cego się zewnątrz albo wewnątrz krzywej, Nazwa ta dotyczy 
raczej sposobu, w jakim postać tych krzywych przedstawia się 
oczom naszym, aniżeli pewnej własności, wspólnej wszystkim 
tym krzywym. 

Krzywa spiralna jest koniecznie krzywą 
przestępną. 

Równaniem współrzędnych bicgunowych 
spiralnej Archimedesa (znanej także spiralną Ko- 
nona) jest o=ao. 

Krzywa ta jest tedy trajektoryą punktu, posuwającego się 
ruchem jednostajnym po prostej, gdy sama prosta obraca się ru- 
chem jednostajnym na około jednego*ze swych punktów. Krzywa 
składa się z dwóch części symetrycznych i odpowiadających 
dwóm częściom, na które punkt stały dzieli prostą ruchomą. 

W spiralnej Archimedesa podnormalna 
biegunowa jest stała irówna parametrowi a. 


Krzywe upiralne. Krzywe Ribaucoora, 615 


Pole biegunowe, zawarte pomiędzy łu- 
kiem spiralnej Archimedesa a dwoma skraj- 
nemi promieniami wodzącemi, wyraża wzór: 


a? 
"R (7;—pa'), 


gdzie p, Psa argumenty dwóch końców łuku. 
Spiralna Archimedesa jest spodkową rozwijającej koła 
względem środka samego koła. 


Spiralna logarytmowa jest krzywą o rów- 
naniu biegunowem po=e”. 

Jej rozwinięta, jej kaustyka przez odbicie i kaustyka przez 
załamanie są także spiralnemi logarytmowemi i to równemi da- 
nej (Jakób Bernoulli, Acta Erud. 1691). 

Krzywa spotyka promień pod kątem sta- 
lym (stąd nazwa spiralnej równokątowej). 

Początek promieni wodzących jest punktem asymptotycz- 
nym krzywej. 

Łuki, liczone od punktu g=l, p=0 i w zwrocie ujem- 

Vipo 
a 


nym obrotu, dążą do wielkości skończonej , gdy punkt 


ich końcowy dąży do bieguna. 

Środek krzywizny jest końcem podnormalnej biegunowej. 

Ruleta i gliseta (patrz $ 6) bieguna spiralnej logarytmo - 
wej względem tej samej prostej, służącej za podstawę, są dwie- 
ma krzywemi ortogonalnemi. 

Spiralna logarytmowa i jej własna biegunowa wzajemna 
względem każdej hyperboli równobocznej, mającej swój środek 
w biegunie spiralnej, jest do niej styczna (Klein-Lie, Bull. 
des sciences math. 1872, str. 831). 

Odwrotną spiralnej logarytmowej, gdy środek inwersyi 
znajduje się w biegunie, jest spiralna logarytmowa równa 
danej. 

Spiralną logarytmową badał pierwszy Descartes, po nim 
Jakób Bernoulli. Niektóre wskazówki bibliograficzne o tej 
krzywej można znaleść w cytowanej książce Brocarda; krótką 
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jej monografię napisał Whitwhort (Nouv. Ann. 1869). Patrz także 
Rozdz. VII, cyt. traktatu Salmona. 


Spiralna hyperboliczna jest odwrotnością spi- 
ralnej Archimedesa; równaniem jej biegunowem 


jest o = - 


Biegun krzywej jest jej punktem asymptotycznym; krzywa 
ma prostą asymptotyczną i składa się z dwóch gałęzi symetrycz- 
nych względem prostopadłej do prostej asymptotycznej a prze- 
chodzącej przez biegun. 

Podstyczna biegunowa jest stała. 

Spiralna hyperboliczna jest rzutem helisy na płaszczyznę 
prostopadłą do osi z punktu tej osi. 


Spiralna paraboliczna lub spiralna Fer- 
mata ma równanieg=og. 

Niechaj O będzie biegunem, 0Mosią biegunową, którą krzywa 
spotyka w punktach O, M, W, M"... Ze srodka O promieniem 
OM opiszmy okrąg koła. Pole, zamknięte pierwszym łukiem 
spiralnej i osią OM, jest połową pola koła; pole to jest połową 
pola, zawartego pomiędzy pierwszą gałęzią spiralnej, drugą ga- 
łęzią MM' a prostą MM’; to drugie pole równa się polu, zawar- 
temu pomiędzy gałęzią drugą, gałęzią trzecią a prostą M' M"; 
to znów równa się polu, zawartemu pomiędzy gałęzią trzecią, 
gałęzią czwartą a prostą M" 3M" it.d.it.d. 

Krzywe takie, że rzut środka ich krzywizny na promień wo- 
dzący dzieli ten promień wodzący w stosunku stałym, nazywają 
się spiralnemi—sinusoidalnemi (De la Goupil- 
lierej;ich równaniem biegunowem jest: 


o" = u'sin(ug), 


arównaniem wewnętrznem: 


E E = 


Krzywe spiralne. Krzywe Ribaucoura. (m 


Kąt, jaki styczna do krzywej tworzy z promieniem wodzą- 

cym, jest p. 
Dla wartości szczególnych liczby n (skaźnika) mamy krzywe 
już znane iniezłożone; i tak: dla n=1 mamy koło, dla n=l prostą. 
Pokrewnemi z temi krzywemi są krzywe Ribau- 
coura, których równaniem wewnętrznem jest: 


"m n--l 
nl NYC"; j 
ara I el 


W krzywych tych promień krzywizny jest proporcyonalny 
do odcinka normalnej, zawartego pomiędzy punktem krzywej 
a prostą stałą. 

Jeżeli spiralna—sinusoidalna o skaźniku z toczy się 
po prostej, to biegun jej (początek promieni wodzących) opisuje 
n=l 

nl" 

O spiralnych—sinuscidalnych pisali: De La Goupilliere 
(Nouv. Ann. 1876, str. 97). Brocard (tamże 1866it d. Krzywą 
Ribaucoura napotkał ten autor w poszukiwaniach swoich nad po- 
wierzchniami najmniejszemi (Mém. de l'Acad. de Belg. XLIV, Nouv. 
Ann. 1888)it. d. Wykład tej o tych dwóch gatunkach krzywych 
znajduje się u Cesaro w Geom. intr. 1996, str. 15; inne wskazówki 
w $ 6 cytowanej ksiące Bro carda. 


krzywą Ribaucoura o skaźniku 


$ 14. 


żańcuchowa. Krzywa Dełaunay'a. Traktorya. Sinusoida. Hwadratryca. 
Krzywa sprężysta. 
Łańcuchową jest krzywa równowagi nici ciężkiej, 


przytwierdzonej w dwóch punktach; jej równaniem jest: 


a 


ğ = = (+ ss) , 
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równaniem zaś wewnętrzne m: 
ug = 0@ 4. 


Oś odciętych u, odległa na a od najwyższego punktu krzy- 
wej, nazywa się osią łańcuchowej; względem tej osi krzywa 
jest wypukłą. 

Łańcuchowa jest ruletą ogniska paraboli, toczącej się po 
prostej. 

Styczną do łańcuchowej w punkcie ? otrzymujemy, opisu- 
jąc ze spodka rzędnej punkt P okrąg koła o promieniu u i pro- 
wadząc z punktu P styczną do tego koła. 

Promień krzywizny równa się odcinkowi normalnej aż do 
spotkania z osią odciętych v; srodek krzywizny tedy znajdujemy, 
przenosząc w kierunku przeciwnym taką długość normalnej. 

Łańcuchowa posiada najniższy środek ciężkości pomiędzy 
wszystkiemi krzywemi równoobrotoweni (patrz „Repertoryum* 
t. I. str. 243). 

Obrót łańcuchowej około osi wytwarza katenoidę 
(powierzchnię łańcuchową), która jest powierzchnią 
minimalną 'patrz Rozdz. XVI i tom I, str. 245, gdzie podano 
i inną własność katenoidy). 

Długość łuku A P łańcuchowej znajdujemy, prowadząc z pun- 
ktu spotkania stycznej w P ze styczną w A prostopadłą do 
stycznej w P aż do spotkania z osią w punkcie R, a następnie 
rzucając ten punkt na oś; jeżeli rzutem jest Q, wtedy długość QR 
równa się długości łuku AP. 

Pole, zawarte pomiędzy łukiem APłańcu- 
chowej aosią odciętych, równa się iloczynowi 
łuku AP przez parametr u. 

Krzywą równowagi nici ciężkiej przyjmował Galilei błęd- 
nie za parabolę; potem badali ją Leibniz i Jakób Bernoulli. 
Wiadomości historyczne znajdują się u Laisan ta (Ass, Franę. Con- 
gres de Toulouse 1887. str, 64). 


Łańcuchowa zwykła jest, jak powiedziano, ruletą ogni- 
ska paraboli; można też badać rulety ognisk elipsy i hyperboli. 
Krzywe, w ten sposób powstające, nazywają się łańcucho- 


Łańeuchowa. Krzywa Delaunay'a. Traktoryait n. 619 


wemieliptycznemii hyperbolieznemi, albo też 
krzywemi Delaunay'a, bo on pierwszy badał i znalazł, 
że są krzywemi południkowemi powierzchni obrotowej o krzy- 
wiznie średniej stałej (unduloidy i nodoidy, patrz Rozdz. XVI. 
Równanie różniczkowe krzywych jest postaci: 


TE 
2 ,2 / ża way: SĄ == 

W F | 1+(32| Żuy = |, 
arównaniem ich wewnętrznem jest: 


s gad 
SIET >= 


s [M 
— o = e — COs — — 
a e a T 


e — cos — 
[27 


Każda krzywa Delaunay'a jest równoległa do krzywej 
równej. 
O tych krzywych patrz np. Cesaro, Geom. intr. str. 69, 


Traktorya jest krzywą taką, że długość stycznych, za- 
warta pomiędzy punktem styczności a prostą stałą, jest stała 
(==a). Prosta stała nazywa się asymptotą traktoryi. R ó wn a- 
nieróżniczkowe krzywej jest postaci: 

E. IESEJNE 


dx  Vq* Zy 9 


arównaniem jej w wyrazach skończonych jest: 
=— Vy? + a log I. 


Krzywa ta jest trajektoryą ortogonalną kół o promieniu a, 
których środki znajdują się na osi; jest ona rozwijającą łańcu- 
chowej. Jest obwiednią osi paraboli, która toczy się po prostej. 
Jest krzywą południkową pseudosfery i helisoidy psendosferycz- 
ne Dinie'go (patrz Rozdz. XVI). 

Promień krzywizny w punkcie P tej krzywej wyznaczamy, 
prowadząc z jej wierzchołka (© =0, y=a) równoległą do stycz- 
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nej w punkcie P aż do spotkania z asymptotą w punkcie R: od- 
cinek OK (gdzie () jest rzurem ortogonalnym wierzchołka na 
asymptotę) jest promieniem krzywizny. 

Nazywamy traktoryą wydłużoną i skróco- 
ną rzuty traktoryi zwykłej na płaszczyznę, przechodzącą przez 
asymptotę, otrzymane przy pomocy prostych rzucających prosto- 
padłych do płaszczyzny traktoryi i odpowiednio prostopadłych 
do płaszczyzny rzutu (patrz Bianchi, Geom. diff. str. 24,8. 

Traktorye badał Bomie (Acad. des. sciences des Paris 1712, 
str. 2S1). patrz także Cesare (Mathesis 1882, str. 217). 


Równanie sinusoidy jest postaci y =sinx. 

Krzywa ta ma nieskończenie wiele przegięć na osi r, znaj- 
dujących się w równej odległości; w tych punktach styczna jest 
pochylona pod kątem 45°. 

Pole, zamknięte pomiędzy łukiem sinu- 
soidy, pomiędzy dwoma kolejnemi przegię- 
ciami a osią z, równa się podwójnemu polu 
kwadratu, wystawionego najednostce linio- 
wej; jednostką tą jest wysokość ponad osią z 
punktu krzywej, w którym styczna jest równo- 
legła do tej osi. 

Długość łuku sinusoidy pomiędzy dwoma 
kolejnemi przegięciami równa się długości 
półelipsy o półosiach /Żi1 i wyraża się wzo- 


rem: 
To HE] 


Kwadratryca (quadratrix) Dinostrata jest krzy- 
wą, której równaniem jest: 


2 w 
e S-a sin p 
lub 
y= stg Y 


Łańcuchowa. Krzywe Delauneya. Traktorya it. d. 621 


Asymptotami jej są proste równoległe do prostej y<=0, 
odległe od niej na + 2, + 4,.... 

Krzywą tę można określić i następującym sposobem: Nie- 
chaj będzie koło, a w nim dwie średnice prostopadłe 04 i OB. 
Z punktów O i 4 wychodzą jednocześnie dwa punkty ruchome 
i poruszają się ruchem jednostajnym: jeden na OB, drugi na łuku 
koła AB tak, aby równocześnie znalazły się w punkcie Æ; jeżeli 
Li M są dwoma punktami, w których równoczesnie znajdują się 
punkty ruchome, to miejsce spotkania prostej OM z prostą rów- 
noległą do 04, poprowadzoną przez punkt Z, jest kwadra- 
trycą. 

Odległość wierzchołka krzywej od środka koła wynosi 


EE stąd, nakreśliwszy kwadratrycę, moglibyśmy znaleść liczbę z, 
i dla tego krzywa ta może służyć do kwadratury koła. 


Krzywą tę badał Newton (Opuscula I, str. 104). Wiadomo- 
ści historyczne o niej podał P. Tannery (Bull. des. sciences math. 
1883, str. 278). 


Krzywa sprężysta (sprężystości) jest to krzywa, 
której równaniem różniczkowem jest: 

di aa 
S VEZA 

Jest to krzywa równowagi blaszki sprężystej, przytwier- 
dzonej w jednym końcu i poddanej ciśnieniu odpowiednich sił 
w drugim. Badał ją po raz pierwszy Jakób Bernoulli 
(Acad. de Paris, 1708, 1705). 

Promień krzywizny tej krzywej jest od- 
wrotnie proporcyonalny doodciętej. 

Krzywa sprężysta pomiędzy wszystkiemi krzywemi równo- 
obwodowemi, przechodzącemi przez dwa punkty stałe, daje 
bryłę obrotową o największej objętości (patrz „Repertoryum* 
tom. I, str. 245). 

O krzywej ze stanowiska teoryi funkcyj eliptycznych patrz 
Enneper Ellipt. Funct, i Halphe n Funct. ellip. t. I. 


© 
hó 
re 
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Krzywe skośne. Helisy. Loksodromie. 


Nazywamy helisą (krzywą srubową) walcową 
krzywą. nakresloną na waleu, która spotyka pod kątem stałym 
wszystkie tworzące walea. Jest ona linią geodezyjną 
walca. 

Po rozwinięciu walca na płaszczyznę helisa staje się prostą. 

W każdym punkcie helisy jej normalna 
główna zlewa sięz normalną do powierzchni. 

Dla każdej helisy stosunek dwóch krzywizn jest stały; i od- 
wrotnie: krzywa, dla której stosunek dwu krzywizn jest stały, 
jest helisa. 

Dwie krzywizny są stałe jedynie dla helis, nakreślonych na 
walen kołowym prostym (Puiseux, patrz także Rozdz. 
XVI, $ 4). 

Rozróżniamy helisy lewozwrotnei prawozwrot- 
ne. odpowiednio do ich zwrotu względem tworzących walca. 
Dajmy mianowicie. że ustawilismy walec tak, aby jego tworzące 
były w kierunku promienia widzenia i że punkt ruchomy prze- 
biega helisę w ten sposób, iż zbliża się do spostrzegacza; jeżeli 
wtedy rnch punktu ma zwrot taki. jak ruch skazówki zegaro- 
wej, mówimy, że helisa jest lewozwrotną; w przeciwnym 
razie jest prawozwrotną. I tak helisa na zwykłej śrubie 
stolarskiej jest helisą prawozwrotną 

Spółrzędne punktu helisy walcowej koło- 
wej (t. j. opisanej na walcu kołowym prostej) wyrażają się 
wzorami: 


« =rcosń, y= rsin ð, z =rdtgo, 


gdzie r jest promieniem podstawy walca, 9 
kątem stałym, pod którym helisa spotyka two- 
rzące. 


Krzywe skosne. Helisy Loksodromie 623 


Luk helisy wyraża się wzorem: 
s = rbVl+ tg’ g. 

Helisą walcowo-stożkową nazywamy helise, na- 
kreśloną na stożku obrotowym i spotykającą pod kątem stałym 
jęgo tworzące. 

Rzut takiej helisy na płaszczyznę prostopadłą do osi stoż- 
ka jest spiralną logarytmową; stąd helisa ta daje się nakreślić na 
walcu, którego podstawą jest spiralna logarytmowa i dla tego 
walca jest ona także helisą, t.j. spotyka tworzące jego pod kątem 
stałym. Jeżeli rozwiniemy stożek na płaszczyznę, wtedy helisa 
walcowo-stożkowa przekształca się na spiralną logarytmową. 
Jej normalna glówna jest prostopadła do osi stożka. 

Helisy wyżej rozpatrzone należą do ogólniejszej klasy krzy- 
wych, zwanych loksodromiami:; t.j. do krzywych, na- 
krzywych, nakreślonych na powierzchniach obrotowych, i spoty- 
kających pod kątem stałym południki tych powierzchni. 

Zbadano specyalnie przypadek, w którym powierzchnia 
obrotowa jest kulą. Patrz np. Joachimsthal (Anw der 
Diff. und Integr. Lipsk 1890). 


O historyi tych krzywych pisał Günther (Studien zur Gesch, 
der math. Geogr, Halla 1874) i Brocard wartykule bibliogta - 
ficznym (Bull. Darboux 1879, str. 239) 


$ 16. 
Cykliki kuliste. Okna Vivandi' ego. Spiryki kuliste. 


Cyklikami kulistemi nazywamy przecięcia kuli 
z powierzchnią stopnia 2-go. Przypadkiem ich szczególnym są 
stożkowe kuliste (patrz Rozdz. X, $ 1) 

Cykliki płaskie można uważać za krzywe odwrotne 
względem cyklik kulistych; dość w tym celu uskutecznić inwer- 
cyę, przez którą kula przekształca się na płaszczyznę. 

Krzywe te badał Darboux (Sur une classe remarquable etc., 
gdzie jest i wiele wskazéwek bibliograficznych). 
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Niechaj będzie dana półkula; nakreslmy średnicę płaszczy- 
zny równkowej i na dwóch promieniach tej srednicy nakresl- 
my dwa koła. których srednicami są te promienie; następnie 
wystawmy walce, których te koła są podstawami: przecięcie 
jednego ztych walców z kulą jest krzywa, którą nazywamy 
krzywą Viviani'eyo lub oknem Vivianiego. 

Początek tej krzywej dało zadanie, postawione przez Vivia- 
ni'ego w r. 1692 i rozwiązane przez samego Viviani'ego, przez 
Leibniza (Acta Erud. 1602) i Jana Bernoulliego (tamże); 
szło o nakreslenie na sklepieniu półkulistcm czterech okien równych 
w ten sposób, aby część pozostała dała się zkwadrować, 


Jeżeli wystawimy dwa walce wyżej wskazane, to pozostałe 
pole na kuli równa się polu kwadratowemu, wystawionemu na 
srednicy kuli. 

Spiryki kuliste są przecięciami kuli z pierścieniem 
(Darboux l c.) 

O innych krzywych specyalnych można znaleść wiadomosci 
w nowej pracy Brocarda (Notes de bibliographie des courbes 
góom. Bar-le-Duc 1897. litogr. z dopełn. 1899); początek tej pracy, 
dało postawione przez De La Goupilliere'a wt. I pisma „Interm, 
des math.* (1894, str. 37) pytanie. w którem żŻądano monografii 
wszystkich krzywych specyalnych, mających osobne nazwy. Podo- 
bne pytanie zawierał temat konkursowy za lata 1894 i 1897 Akademii 
nauk w Madrycie. Nagrody konkursowe otrzymali Gino Loria 
iF. Gomes Teixeira. Praca (nie ogłoszona dotąd) pierwszego 
z nich obejmuje krzywe płaskie algebraiczne i przestępne, ich teoryę 
i historyę; próbę porównawczej geometryi płaszczyzny. 


ROZDZAŁ XVIII. 


ANALYSIS SITUS CZYLI TOPOLOGIA. TEORYA WIELOŚCIANÓW. 
SPÓJNOŚĆ POWIERZCHNI RIEMANNA. 


$1 


Spójność powierzchni, Powierzchnie jednostronne i dwustronne. 
Liczba zasadnicza. Rodzaj. 


Powierzchnia może być otwarta albo zamknięta; jest 
otwartą wtedy, gdy posiada brzegi, t. j. linie, w której pun- 
ktach się kończy; jest zamkniętą, gdy brzegów nie posiada. 

Pole nieskończonostkowe naokoło jednego punktu powierz- 
chni może być uważane z dwóch stron przeciwnych, odpowia- 
dających dwóm kierunkom normalnej do powierzchni w tym 
punkcie; odnośnie do tych dwóch stron każdy punkt może być 
uważany podwójnie, t j. jako należący do jednej albo do dru- 
giej strony; takie dwa punkty, na które się rozdwaja jeden 
punkt, nazywać będziemy wzajemnie sprzężonemi. 

Powierzchnia może być dwustronną albo też jednostronną. 
Dwustronną jest wtedy, gdy wychodząc z punktu powierz- 
chni i postępując na niej po drogach ciągłych, bez przekrocze- 
nia brzegów, nie można dojść do punktu sprężonego z punk- 
tem wyjścia; nazywa się j e d nostro nną wrazie przeciwnym. 

Przykładami powierzchni dwustronnej są: kula, część 
płaszczyzny i t. d.; przykłady powierzchni jednostronnych podał 


Pascal Rep. H, 40 
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Móbius (Zur Theorie der Polyeder i t. d., Werke II; Ueber die 
Bestimmung des Inhalts eines Polyeders, 1865, Werke II). 
Niechaj będzie karta prostokątna „dostatecznie długa 4BCD; 
dłuższemi jej bokami niechaj będą ACi BD. Złączmy brzeg CD 
z brzegiem „4 B, po obrócenin go około prostej, łączącej punkty 
środkowe boków AB, CD, tak aby punkt D przypadł w 4, 
a punkt C w B. Powierzchnia. powstała tym sposobem, będzie 
powierzchnią jednostronną otwartą z jednym 
tylko brzegiem. Jeżeli przed złączeniem boku CD z bo- 
Liem AB. obrócimy bok CD nieparzystą liczbą razy około pun- 
któw środkowych boków AB, CD, a potem doprowadzimy je jak 
poprzednio do zlania, wtedy otrzymamy także powierzchnię 
jeędnostronną otwartą z jednym tylko brzegiem. 

Można utworzyć powierzchnię jednostronną zamknięta 
w sposób następujący (Móbinus): 

Dajmy pięć punktów 4, B, C. D, E, z których żadne czte- 
ry nie leżą na jednej płaszczyznie; wtedy trójkąty ABC, BCD, 
CPE, DEA, EAB utworzą powierzchnię jednostronną otwartą, 
której konturem jest pięciokąt 4 (EBD. Jeżeli weźmiemy punkt P, 
który z trzema któremikolwiek z pięciu punktów 4, B, 0, D, E 
nie leży na jednej płaszczyźnie, wtedy poprzednie pięć trójkątów 
oraz trójkąty PAC, PCE, FEB, PBD. PLA będą ścianami wielo- 
ścianu splecionego, który stanowi powierzchnię zam- 
kniętą jednostronną. 

Inną powierzchnię zamkniętą jednostronną można otrzymać 
następującym sposobem:  Wyobrażmy sobie kulę z dwoma 
otworami; z jednego z nich niechaj wychodzi rura na zewnątrz 
kuli, wchodząca następnie w kulę, tworząca splot i kończąca się 
w drugim otworze lecz od wewnątrz kuli. Otrzymujemy tym 
sposobem powierzchnię jednostronną zamkniętą (Dyck, Math. 
Ann. XXXII). 


Przecinając powierzchnię wzdłuż punktów jakiejkolwiek 
linii, na niej nakreślonej, robimy tak zwane cięcie. Cięcie może 
być otwarte albo zamknięte. Pomiędzy cięciami odrożnia- 
my takie, których końce są dwoma punktami tego samego brze- 
gu; sątocięciagatunku 1-go — oraz cięcia, których końce 


Spojność powierzchni i t. d. ur 


są dwoma punktami różnych brzegów: są to cięcia gatun- 
ku 2-go. 

Cięcie zamknięte albo otwarte 1l-goi 2-go 
gatunku nie może rozcinać powierzchni wię- 
cej niż na dwa kawałki. 

Jeżeli powierzchnia jest dwustrouna, 
wtedy cięcieotwarte gatunku pierwszego po- 
większa o 1liczbę brzegów; jeżeli powierz- 
chnia jest jednostronna wtedy takie cięcie 
albo nie zmienia wcale liczby brzegów albo 
powiększająo l. 

Cięcie gatunku 1-go nazywamy cięciem klasy l-ej albo 
klasy drugiej, stosownie do tego, czy w przypadku po- 
wierzchni jednostronnej powiększa liczbę brzegów albo 
nie powiększa jej. 

Cięcie gatunku 1go i klasy 2-giej nie rozcina powierzchni 
jednostronnej. 

Cięcie gatunku 2-go zmniejsza o 1 liczbę brzegów powierz- 
chni jednostronnej, ale nie może jej rozcinać. 

Cięcie, wykonane wzdłuż linii otwartej, której jeden ko- 
niec jest na brzegn, drugi zaś, jak również i cała linia, jest we- 
wnątrz powierzchni (wnętrzem powierzchni rozumiemy ogół 
wszystkich jej punktów, nie należących do konturu), nie po- 
większa liczby brzegów i nie rozcina powierzchni. 

Jeżeli wreszcie końce linii otwartej i całkowicie położonej 
wewnątrz powierzchni nie znajdują się na żadnym brzegu, wte- 
dy liczba brzegów powiększa się o 1. ale powierzchnia nie roz- 
pada się. 

Jeżeli powierzchnia jest dwustronna, wtedy cięcie zam- 
knięte powiększa o 2 liczbę brzegów; jeżeli jest jednostronna, 
wtedy cięcie zamknięte powiększa o 2 albo o 1 liczbę brzegów. 
Stosownie do tego, czy staje się jedno czy drugie, nazywać bę- 
dziemy powierzchnię jednostronną powierzchnią klasy l-ej 
albo klasy 2-giej. 

Cięcie zamknięte klasy 2-giej nie rozcina powierzchni jed- 
nostronnej. 
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Jeżeli na powierzchni można wykonać cięcie otwarte ga- 
tunku 1-go, nie rozcinając jej na kawałki, wtedy można też wy- 
konać takież cięcie zamknięte, i odwrotnie. 

Powierzchnia nazywa się jednospójną (jedno- 
łączna) jeżeli jest skończoną, otwartą, ograniczoną jednym 
tylko brzegiem i taką, że jakiekolwiek cięcie zamknięte (albo— 
co na jedno wychodzi—jakiekolwiek cięcie otwarte, łączące dwa 
punkty brzegu) rozcina ją na kawałki. 

Powierzchnia jednospójna jest zawsze 
dwustronną. 

Kawałek płaszczyzny, ograniczony okręgiem koła, jest 
najprostszym przykładem powierzchni jednospójnej. 

Jeżeli wyobrazimy sobie, że powierzchnia jest utworzona 
z tkanki giętkiej i sprężystej, to każdą powierzchnię jednospójną 
będziemy mogli uważać za dającą się przekształcić na powierz- 
chnię, wyżej wskazaną, za pomocą odkształceń ciągłych, t. j. za 
pomocą rozciągań i ściśnień, lecz bez rozrywania 

Na powierzchni dwustronnej można zaw- 
szeuskutecznić takie cięcia zamknięte albo 
otwarte gatunku 1-go i 2-go, aby otrzymać 
powierzchnię jednospójną. 

Za pomocą cięć otwartych gatunku 1-go 
i klasy 2-giej, albo też za pomocą cjęć zam- 
kniętych klasy 2-giej można zawsze powierz- 
chnię jednostronną sprowadzić do dwustron- 
nej. 

Niechaj będzie dana powierzchnia; za pomocą cięć odpo- 
wiednich podzielmy ją na skończoną liczbę a części jedno- 
spójnych, Przyjmijmy, że w tym celu wykonaliśmy: pewną 
liczbę cięć zamkniętych i takich cięć otwartych, których jeden 
tylko koniec należy do jednego brzegu; dalej z, cięć otwartych 
gatunku 1-go, 1 częć otwartych gatunku 2-go, z, cięć otwar- 
tych, znajdujących się całkowicie i swemi końcami wewnątrz 
powierzchni. Znajdziemy wtedy, że liczba t +t t;— a jest 
stałą, niezależnie od sposobu wykonania cięć. 

Liczba ta, powiększona o 2, nazywa się liczbą zasa- 
dniczą powierzchni. 
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Dla grupy s powierzchni istnieje twierdzenie analogiczne 

i liczba analogiczna, nazwana liczbą zasadniczą grupy. 

Liczba zasadnicza K grupy wyraża się 

przezliezby zasadnicze K każdej z powierz- 
chni zapomocą wzoru: 


+=» 
K=2 K— 28-P2. 

Liczba zasadnicza powierzchni nie może 
byćujemnainie może być zerem, gdy powierz- 
chnia jest otwarta. 

Liczba zasadnicza powierzchni jednospój- 
nej jest l, iodwrotnie, jeżelitylko przyjmie- 
my, żepowierzchnia jest otwartą lub dwu- 
stronną. 

Jeżeli powierzchnia rozpada się na dwie 
części przez wykonanie jednego cięcia zam- 
kniętegoalbo cięciaotwartego gatunku 1-go, 
wtedy suma liczb zasadniczych obu części 
równa się liczbie zasadniczej samej powierz- 
chni, powiększonej odpowiednio o 2albo o1. 

Niechaj będzie dana powierzchnia dwustronna zamknięta 
albo otwarta z w(>0) brzegami. Nazywamy rodzajem 
tej powierzchni największą liczbę cięć zamkniętych albo otwar- 
tych gatunku 1-go, jakie wykonać można na powierzchni bez 
rozcięcia jej. Jeżelip jest rodzajem powierzchni 
dwustronnej otwartej albo zamkniętej, wtedy 
liczba zasadnicza K wyraża się wten sposób: 


K=2p +o. 


Nazywamy rodzajem powierzchni jednostronnej liczbę, 
którą daje suma dwóch liczb: jedną jest liczba cięć zam- 
kniętych klasy 2-giej, albo cięć otwartych.gatunku 1-go i klasy 
2-giej, jakie potrzebne są, aby powierzchnię zamienić na dwu- 
stronną; drugą jest rodzaj tej ostatniej powierzchni. 

Jeżeli a jest rodzajem powierzchni jedno- 
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stronej otwartej albo zamkniętej z o(>0) 
brzegami, Kliczbą zasadniczą, wtedy: 


K=a+o. 


Nazywamy rzędem spójności albo wprost spójno- 
ścią powierzchni liczbę K +2, jeżeli powierzchnia jest zam- 
knięta, liczbę zaś K, jeżeli jest otwarta. 

Twierdzenie zasadnicze, dotyczące rodzaju powierzchni, jest 
następujące: Dwie powierzchnie,obie dwustronne 
albo obie jednostronne, będące jednego ro- 
dzajui posiadające jednakową liczbę brze- 
gów, dają sięodkształcać jedna na drugą. 

Rodzaj powierzchni nie zmieniasię, gdy 
zrobimy w niej otwór. 

Otwór powiększa o 1 spójność powierzchni 
otwartej, zmniejsza o l spójność powierz- 
chni zamkniętej. i wkażdym przypadku po- 
większao lliczbę zasadniczą. 

Rozważania nad spójnością powierzchni rozpoczął Riemann 
(Theorie der Abel schen Funct, $ 2, Crelle LIV i „Fragment aus der 
Analysis situs, Werke s. 448); prowadził je w dalszym ciągu Neumann 
(Abel'sche Integrale, wyd. 1° 1865, 2° 1884). Z czasem badania te 
razem z innemi (np badaniami Listinga, Vorst. zur Topologie, 
Getynga 1847) utworzyły osobną część swego rodzaju Geometryi no- 
woczesnej, którą nazywamy zwykle Analysis situs, a jeszcze 
lepiej Topologią (jakkolwiek, zdaje się, że niektórzy nadają wy- 
razowi temu znaczenie, nieco bardziej ścieśnione, niż nazwa Analysis 
situs), która bada własności utworów geometrycznych, niezależnie od 
leh postaci i od ich wielkości. Innemi słowy: ta część geometryi bada 
ormy, które przybiera utwór geometryczny; przyczem nie uwa- 
żamy za różne dwóch form utworu, gdy od jednej można przejść 
do drugiej za pomocą odkształcenia ciągłego, t.j. gdy te dwie 
tormy odpowiadają sobie punktami dwujednoznacznie; nie ma wszakże 
potrzeby zakładania, że prawo odpowiedniości jest analityczne, 
wystarcza bowiem, że jest ciągłe. 

Pierwsze uogólnienia na przestrzeni trójwymiarowe (rozpoczęte 
już przez Riemanna w cytowanym „Fragmencie*) poczynił Listing 
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(Census riiumlicher Complexe, Gótt. Abh. X, 1861, Gótt. Nachr. 1867), 
a jeszcze dalsze po raz pierwszy Betti (Ann. di mat. IV, 1870). 
Dalej ogłosili w tym przedmiocie prace: Picard (Journ. de Liouv. 
(4), I, W. Dyck (Math. Ann. XXXH, XXXVH), De Paolis 
(Teoria dei gruppi geom. ete. Boe. Ital. delle scienz. (3), VII), T o n- 
melli Lincei 1890)i Poincaré (Journ, de IBcol. pol. (2) I, 
1890). Po tej pracy Poincarćgo nastapiła inna (Rend. Palermo 
XHI, 1899), w której znajduje się odpowiedź na pracę Heegarda 
(Kopenhaga 1898), i w której Poincaré prostuje niektóre błędy, 
popełnione w pracy pierwszej. Trzecią rozprawę w tym przedmiocie 
ogłosił Poincaré wr. 1900 (Second complément à 1 Analysis Situs, 
Proceed. London Math, Society XXXH. 1900 str. 277—308). 

Pokrewne z powyższemi badania dotyczą sposobów rozwiązy- 
wania, tworzenia węzłów zlinij krzywych i t.p.; przedmiotem tym 
zajmował się Simony (Math. Ann. XIX, XXIV); Hoppe (Arch. 
der Math. LXIV 1879. LXV 1880), Duretge (Wien. Ber. 1880) 
iSchlegel (Zeitschr. f. Math. XXVII, 1883) rozciągnęli te badania 
na przestrzenie wielowymiarowe. 


YU. 
1 


Spójność przestrzeni. 


Listing rozciągnął rozważania, dotyczące spójności po- 
wierzchni, na przestrzenie trójwymiarowe, Betti na prze- 
strzenie wielowymiarowe. We wspomnianym już wyżej „Frag- 
mencie* Riemanna znajdujemy niektóre wyniki, odnoszące 
się do tego przedmiotu. 

Niechaj będzie n zmiennych z,, Zo.. Zn, mogących przy- 
bierać wszystkie wartości rzeczywiste od — oo do -|-0o; ob- 
szar u-krotnie nieskończony układów wartości tych zmiennych 
nazywać będziemy przestrzenią n wymiarową i ozna- 
czać przez N,; układ wartości z stanowić będzie to, co nazy- 
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wamy spółrzędnemi punktu tej przestrzeni. Układ m 
równań pomiędzy ilościami z określa przestrzeń o n—m wymia- 
rach, zawartą w przestrzeni Śą„. Przestrzeń Ś,_„, zawarta 
w przestrzeni 5„, nazywa się liniowo-spójną albo ma- 
jącą spójność gatunku 1-go, jeżeli dwa jej punkty mo- 
żna połączyć zawsze linią, zawartą w niej całkowicie, t. j. gdy 
punkt ruchomy można przenieść do innego punktu sposobem 
ciągłym, pozostając wciąż w przestrzeni Ś,.„. Jeżeli 
F (24, 79, . .. Zn) 20 jest związkiem pomiędzy ilościami z, funk- 
cya zaś F jest ciągłą i jednoznaczną dla każdego ukladu warto- 
ści rzeczywistych z, wtedy przestrzeń S„_;, przedstawiona przez 
równanie F=0, podzieli w ogóle przestrzeń $, na dwa obszary: 
dla jednego z nich będzie F>>0, dla drugiego F<0. Jeżeli te 
dwa obszary są liniowo-spójne, przestrzeń 8,_, nazywa się za m- 
kniętą. 

Przestrzeń 5,_„ nazywamy przestrzenią, mającą spój- 
ność powierzchniową czyli gatunku 2-go, jeżeli 
jakakolwiek linia zamknięta, w niej zawarta, daje się odkształcić 
sposobem ciągłym na każdą inną analogiczną i należącą wciąż 
do przestrzeni S„-„; w ogólności mówić będziemy, że prze- 
strzeń “n-un ma spójność gatunku r go, jeżeli każda 
przestrzeń zamknięta »—1 wymiarowa, w niej zawarta, daje się 
odkształcić sposobem ciągłym na inną analogiczną, należącą we 
wszystkich stadyach odkształcenia do przestrzeni 8,_ „. 

Jeżeli przestrzeń S-n nie ma spójności 
rzędu r-go, to można wniej zawsze utworzyć 
przestrzenie zamknięte or—l wymiarach i ta- 
kie, że dwie znich nie dają sięodkształcić 
sposobem ciągłym jedna na drugą, aniżadna 
znich sprowadzić do punktu, ale każda inna 
podobna przestrzeń zamknięta dajesię zaw- 
sze odkształcić na jednę znich,albosprowa- 
dzić do punktu. 

Liczba p takich przestrzenrzamkniętych 
jest stała i niezależna od sposobu, w jaki two- 
rzymy te przestrzenie; liczba p41 nazywa się 
rzędem spójności gatunku r-tego. 
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Dla przestrzeni, mającej spójność gatun- 
ku», liczba p jest zerem; rząd spójności ga- 
tunku r jest 1. 

Kawał płaszczyzny, zawartej pomiędzy dwoma kołami, 
z których jedno jest wewnątrz drugiego, ma rząd 1 dla spójno- 
ści liniowej, rząd 2 dla spójności powierzchniowej. 

Dla przestrzeni, zawartej pomiędzy dwiema kulami. z któ- 
rych jedna znajduje się wewnątrz drugiej, rząd spójności liniowej 
jest 1, spójności powierzchniowej 1, spójności przestrzeniowej 2. 

Przestrzeń, zawarta w pierścieniu, ma spójność liniową po- 
jedyńczą, t. j. rzędu l-go, spójność powierzeliniową podwójną 
t. j. rzędu 2 go, spójność przestrzeniową pojedyńczą. 

Przestrzeń. zawarta pomiędzy dwoma pierścieniami, z których 
jeden znajduje się wewnątrz drugiego, ma spójność liniową poje- 
dyńczą, powierzchniową—podwójną, przestrzeniową— podwójną. 

Inne szczególy i bibliograłię podajemy w paragrafie następnym. 
Co do pojęcia przestrzeni jednostronnych i dwustronnych patrz cyto- 
wane rozprawy Poincarćgo. 


Sieci wielościanowe. Twierdzenie Eulera. Wielościany w przestrzeni 
o trzech i więcej wymiarach. 


Na powierzchni rodzaju p rozwińmy sieć wielościanową 
w ten sposób. aby kontur każdej ściany zamykał kawałek poje- 
dyńczo-spójny powierzchni. 

Jeżeli ta sieć ma F ścian, S$ krawędzi, V wierzchołków, 
wtedy mamy związek: 


VT+FP=s—23y+2. 


Jeżeli przyjmiemy, że powierzchnia dana jest rodzaju zero, 
wtedy otrzymujemy twierdzenie, podane przez Eulera: 
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Dla wielościanu zwyczajnego wypukłego, 
mającego V wierzchołków, Fścian, Skrawędzi 
zachodzi związek zasadniczy: 


V|+-F=S+2. 


Wielościany tego gatunku nazywamy zwykle wielo- 
ścianami Eulera (patrz Hessel, Crelle VIII}. 


Twierdzenie to było, być może, znane już geometrom starożyt- 
nym; znajdujemy je we fragmencie Descartes'a, wydanym do- 
piero w r. 1860 (patrz Baltzer, Monatsber. Berl. Akad. 1861), ale 
ogłosił je i udowodnił dopiero Euler (Nova Comm. Petrop. IV, 
1752). Inne dowody podali; Legendre (Géométrie), L Huilier 
(Ann, de Georg 1812, HI), Cauchy (Journ. de I'Eeol. pol. 1813), 
Steiner (Crelle I), Grunert (Crelle H)iv.Staudt (Geom, der 
Lage). Rozważania nad twierdzeniem Eulera i nad przypadkami, 
w których ona nie ma miejsca, podali; Poinsot (Journ de IKeol. 
pol. cah. X, 1801), L'Huilier (l.e.), Legendre (l.c.), Ger- 
gonne (Am, de Gerg. XV), Steiner (tamże XIX)it.d Patrz 
Baltzer, Stereometrie. O uogólnieniu tego twierdzenia dla prze- 
strzeni o większej liczbie wymiarów pisali: Stringham (Amerie. 
Journ. of Math. II, Biermann (Wien. Berl. XC, 1884), Hoppe 
(Grunert's Archiv LXVII), Schlegel (Nova Acta der Leop. Deutsch. 
Akad. XLIV), Eberhard (Math Ann. XXXVI) (patrz koniec tego 
paragrafu). 


Niechaj będzie dany wielościan i niechaj F, S, V mają te 
same znaczenia, co wyżej; mamy wtedy nierównosci: 


6--SKIFK25; 6-SKZVYKIS; 
++ VK2ZFK+IV—8; 4+4-FK2V<X4F—8. 
Liczba kątów płaskich wielokątów (ścian) 


wielościanu równa się podwójnej liczbie kra- 
wędzi. 


Ześcian wieloscianu nie mogą mieć wszyst- 
kie więcej niż po pięć wierzchołków; z kątów 
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bryłowych wielościanu nie mogą mieć wszyst- 
kie więcej niż po pięć ścian. 

Nieistnieje wielościan o siedmiu krawę- 
dziach. 


Jeżeli przez F, oznaczymy liczbę ścian trójkątnych wielo- 
ścianu, przez F, liczbę jego ścian czworokątnych i t. d.. przez V, 
liczbę jego kątów bryłowych trójściennych, przez V, liczbę ką- 
tów bryłowych cezworościennych i t d, wtedy zachodzą 
związki: 


2(7, +F,+.. = 17, +2V, +87, + ... 
117, + 7 +...) =4147, +06 SNL... 
BFN =8+(7,+V)+2(F; +) +... 


Jeżeli damy wielościan, to w ogóle istnieje inny względem 
danego dwoisty, t.j. mający tę samą liczbę krawędzi, i tak, 
że każdej ścianie m-krawędziowej jednego odpowiada kąt bryłowy 
m-ścienny drugiego. Własności wielościanów poddane są tedy 
widocznie prawu dwoistości. 


Nazywamy wielościanami foremnemi lub wie- 
lościanami Platona wielościany, mające ściany foremne 
i kąty brytowe foremne, wszystkie jednego gatunku. 

W przestrzeni zwykłej istnieje tylko pięć 
gatunków wielościanów foremnych. Są niemi: 

1. Czworościan: 4 ściany trójkątne, 4 wierzchołki 

kątów bryłowych trójściennych, 6 krawędzi. Jeżeli 
promień kuli, w którą czworościan jest wpisany, 
przyjmiemy za 1, to długość krawędzi wyniesie 


l = 1,632994 ..... . Punkty środkowe ścian tworzą 
inny czworościan, a punkty środkowe krawędzi tworzą 
ośmiościan. 


2. Sześcian: Gścian czworokątnych, 8 wierzchoł- 
ków kątów bryłowych trójściennych, 12 krawędzi 
długości } = 1,154700... . Punkty środkowe ścian 
tworzą ośmiościan. 
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8. Ośmiościan: 8 ścian trójkątnych, 6 wierzchołków 
kątów bryłowych czworościennych, 12 krawędzi dłu- 
gości l==1,414214... Punkty środkowe ścian two- 
rzą sześcian, 

4, Dwunastościan: 12 ścian pięciokątnych, 20 
wierzchołków kątów bryłowych trójściennych, 30 kra- 
wędzi długości 7 = 0,718644... . Punkty środkowe 
ścian tworzą dwudziestościan, punkty środkowe kra- 
wędzi tworzą 5 ośmiościanów. 

5. Dwudziestościan: 2Ż0ścian trójkątnych, 12 
wierzchołków kątów bryłowych pięciościennych, 80 
krawędzi długości 1 = 1,051462... Punkty środkowe 
ścian tworzą dwunastościan, punkty środkowe kra- 
wędzi 5 ośmiościanów. 


Nazywamy wielościanami półforemnemi lub 
wielościanami Archimedesa wielościany, których 
wszystkie kąty bryłowe są równe albo podobne, ściany zaś są 
zawsze wielokątami foremnemi lecz w ogóle różnemi; oraz wielo- 
ściany z niemi wzajemne . 

Jeżeli kąty bryłowe są wszystkie m-ścien- 
ne, wtedy mamy: 


V= 2-0, 
a więc przypadkami możliwemi są następu- 
TAVER m=B  28=BV=6(F-2; 

m = 4, S = 2V = 2 (F—2) : 


m = Ď, 25 = r= È (F-2). 


Tylko w dwóch przypadkach m==8, 4 możliwe są wie- 
lościany o Żn wierzchołkach (n jakiekolwiek), przyczem każ- 
dy kąt bryłowy tworzą albo dwie ściany trójkątne i jedna ściana 
n-kątna, albo trzy ściany trójkątne i jedna n-kątna. Prócz tych 
przypadków wielościanów nieoznaczonych istnieje tylko 
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18 wielościaaów Archimedesa, a mianowicie: 7 dla m==3, 
4 dla m=4, 2 dla m=5. 


Obliczenie to podali Pappus (Collect. math. V) i Kepler 
(Harm. mundi H, str. 28). Szczegóły w Stereometryi Baltzera. 


W przestrzeni czterowymiarowej jest 
sześć wielościanów foremnych, mianowicie: 

1. 1) ograniczony 5 czworościanami, z których każde 4 
mają wierzchołek wspólny; ma 5 wierzchołków, 10 
krawędzi i 10 ścian. Ten wielościan jest wzajemny 
z samym sobą. 

2.*) ograniczony 8 sześcianami, z których każde 4 mają 
wspólny wierzchołek; ma 16 wierzchołków, 32 kra- 
wędzie, 24 ściany. 

3 *) ograniczony 16 czworościanami, mający 8 wierzchoł- 
ków, 24 krawędzie, 32 ściany; ten wielościan jest wza- 
jemny z poprzednim w sposób analogiczny do tego, 
w jaki ośmiościan jest wzajemny z sześcianem. 

4. *) wielościan o 24 ośmiościanach, 24 wierzchołkach, 96 
krawędziach, 96 ścianach trójkątnych; jest wzajemny 
ze samym sobą. 

5. 5) wielościam o 600 czworościanach, 120 wierzchołkach, 
720 krawędziach, 1200 ścianach trójkątnych. 

6. 5) wieloscian o 120 dwunastościanach, 600 wierzchoł- 
kach, 1200 krawędziach, 720 ścianach pięciokątnych; 
jest wzajemny z poprzedzającym. 


1 Pentraetroid według Stringhama, Fiinfzell we- 
dług Schlegela. 

3) Oktaedroid (Stringham), Achtzell (Schlegel). 

3) Ileksadekaedroid($tringham), Sechszehnzel! 
Sechlege l). 

 Ikosatetraedroid (Stringham), Vierund- 
zwanzigzel!] (Schlegel). 

5 Heksakosiedroid (Stringham), Sechshun- 
dertzell sechlegel). 

s Hekatonikosaedroid Stringham), Hundert- 
zwanzigzeli (Schlegel). 
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W przestrzeni, mającej więcej niż cztery wymiary. istnieją 
tylko trzy wielościany foremne, bzdące uogólnieniem trzech 
pierwszych w przestrzeni czterowymiarowej; te zaś ostanie od- 
powiadają czworościanowi, sześcianowi i ośmiościanowi prze- 
strzeni trójwymiarowej. 

W przestrzeni n-wymiarowej liczba wierz- 
chołków tych wielościanów równa się odpo- 
wiednio: nl, 2, 2m; wielościan, mający wierz- 
chołków n+l, jest wzajemny zsamym sobą, dru- 
gizaś jest wzajemny z trzecim. 

Jeżeli promień kuli n-wymiarowej, w którą wpisane są te 
wielościany, przyjmiemy za 1, wtedy długości ich kra- 
wędzi będą odpowiednio: 


| = 15 2 
n i * ED 
Wzór Eulera, uogólniony dla wielościanu 
w przestrzeni n-wymiarowej, jest postaci: 


1—N+N —N +..... +(—1n"1=0, 


to My, M, Na. *..oznaczająodpowiednio liczbę 
wierzchołków, krawędzi, ścian, przestrzeni 
trójwymiarowych...., należących do danego 
wielościanu (Stringham). 


O wielościanach foremnych w przestrzeni o 4 i więcej wymia- 
rach patrz Stringham (l. ¢.) Scheffler (Die,polydim. Grós- 
sen, Brunświk 1889 , Schlegel (l. e. oraz Bull. Soc. math. X, str, 
172, Rend. Palermo 1891). O wielościanach w ogóle pisali nadto: 
Möbius (Werke II, Kirkman (Soc. Manchester 1854 1862), 
Jordan (Crelle LXVI, LXVII, LXX), Eberhard (tamże CVI). 

W kolekcyi L. Brilla znajdują się modele rzutów wielo- 
ścianów foremnych czterowymiarowych na przestrzeń trójwymiarową. 
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AE: 


Spójność powierzchni Riemanna. Powierzchnie Riemanna foremne 
i symetryczne, 


Mówiliśmy już w Rozdz XV, $ 2 tomu I-go, z okoliczności 
funkcyj algebraicznych, o t. zw. powierzchniach Rie- 
manna, specyalnie zaś o powierzchniach dwupowłokowych (lub 
dwuliściowych), i wspomnieliśmy już o tem, że za pomocą cięć 
można te powierzchnie przekształcać na jednospójne. 

Podobnie dla powierzchni jakiegokolwiek rodzaju wystę- 
puje przedewszystkiem zagadnienie o sprowadzaniu powierzchni 
do pewnego typu określonego, a następnie zagadnienie o wyko- 
nywaniu takich cięć, które powierzchnię zamieniają na jedno- 
spójną. 

Nie będziemy tu wchodzili w szczegóły rozwiązania tych zagad- 
nień; powiemy tylko, że zajmowali się niemi Liiroth (Math. Ann, 
IV), Olebsch (tamże VI), którego rezultaty zastosował Kasten 
(Rozprawa, Getynga 1876) do przypadku powierzchni trójliściowej, 
Graf (Rozprawa, Bern 1878) dla przypadku powierzchni sześcio- 
liściowej o 20 punktach rozgałęzienia. Pokrewnemi są prace Lü- 
rotha (Erlang. Ber. 1883, Abh. d, Bayr. Akad. 1885 i 1887). 


Każdy punkt rozgałęzienia, w którym m, powłok (liści) po- 
wierzchni jednoczy się w jednym cyklu, jest równoważny z m,—1 
pojedyńczemi punktami rozgałęzienia, t. j. punktami, w którym 
spajają się tylko dwa liście (patrz Repert. t. I, str. 384). 

Jeżeli powierzchnia n-liniowa jest rodzaju p,, zaś t oznacza 
całkowitą liczbę pojedyńczych punktów rozgałęzienia, równoważ- 
nych ze wszystkiemi punktami rozgałęzienia powierzchni, będzie: 


t = 2m. -+ 2p — 2. 
Rodzaj powierzchni Riemanna wyraża się 
wzorem; 


p=—n +1 +5 Z (m, 
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gdzie suma Z rozciąga się na wszystkie licz- 
by m, oznaczające, ile liści powierzchni 
spaja się cyklicznie w każdym .punkcie roz- 
gałęzienia. 
Dla danej liczby pb najmniejszą wartością 
liczby n jest największa liczba całkowita, za- 
143 | 
z 


Horwitz (Math. Ann. XXXIX) rozwiązał następujące 
zagadnienie: Danych jestł wartości zmiennej z, w których powierz- 
chnia Riemanna n-lisciowa i rodzaju p posiada punkty rozgałę- 
zienia; ile może być takich powierzchni? Znajdujemy, że 


warta w 


gdy n-=2, liczba powierzchni Riemanna jest 1, 
n=3 z 3 z » (3 —L, 
n=ł n i „ H2M-I8-21) 


Jeżeli rodzaj p=0, a liczba powłók jest 
ni>œ>2), wtedy liczba powierzchni Riemanna 
wynosi: 

(2n—2)! a 
(n—1)! ` 

Tem zagadnieniem w przypadku n=3 zajmował się i K a- 
sten w wyżej wspomnianej rozprawie. 

Powierzchnię Riemanna rodzaju p można 
w ogólności o2 sposobami odwzorować podo- 
bnie na samej sobie; o=0 gdy p=0; o=l gdy p=l; 
o=0 gdy p>l, (Schwarz, Crelle LXXXVII; Hettner, 
Gött. Nachr. 1880, str. 386; Noether. Math. Ann. XX, XXI, 
Klein, Ueber Rismann's Theorie der alg. Fun., Lipsk 1882, 
str. 66—67). 

Wszystkie powierzchnie rodzaju zero 
dają się przekształcać za pomocą odwzoro- 
wania podobnego jedna na drugą; nie mają 
one żadnego niezmiennika bezwzględnego 
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lub modułu, t j.nieistniejeżadne wyrażenie 
zależne od stałych, określających powierz- 
chnię Riemanna i pozostające niezmiennem 
przy przekształcaniu powierzchni. 

W przypadku p=l istnieje jeden moduł 
dlap>l jestich 3p—3; wogólności liczba mo- 
dułów wynosi 83p—3+ọ, gdzieg ma znaczenie, 
wyżej wskazane (Riemann, Abel'sche Func. $ 12). 

Każda powierzchnia Riemanna o n liściach 
it punktach rozgałęzienia daje się za pomocą 
przekształcenia ciągłego przekształcić na 
każdąinną otej samej liczbie liści i punktów 
rozgałęzienia (Patrz Liiroth, Math. Ann. IV; Clebsch 
tom VI; Klein, 1. c. str. 66). 

Posługując się własnością powierzchni najmniejszych, mia- 
nowicie tem, że ich odwzorowanie kuliste jest podobnem (patrz 
Rozdz. XVI), otrzymamy, że powierzchnia Riemanna, 
rozciągnięta na kuli (zamiast na płaszczyżnie) wielo- 
liściowej, daje się odwzorować sposobem po- 
dobnym na powierzchni najmniejszej (Weier- 
strass). 

Mamy tym sposobem powierzchnię o zwykłym wyglądzie, 
mogącą służyć, podobnie jak powierzchnia Riemanna, do badania 
funkcyj analitycznych. Przy pomocy zasad Analizy położenia 
(Analysis sitns) można zawsze, jak wiemy, otrzymać powie- 
rzcbnię o wyglądzie zwykłym (t. j. bez rozgałęzień', będącą 
odkształceniem jakiejkolwiek powierzchni Riemanna rodzaju p 
(np. kulę p powłokową, patrz „Repertorynmu* t. 1 Rozdz. XV, 
$2) stąd ważność powyższego twierdzenia polega na fakcie, 
że powierzchnia najmniejsza i powierzchnia Riemanna dają 
się odwzorować na sobie przez podobieństwo, co nie ma miej- 
sca dla kuli p-powłokowej w stosunku do powierzchni Rie- 
manna. 


Powierzchnia Riemanna rodzaju p>l nie może mieć oco 
przekształceń dwujednoznacznych na samą siebie; a może mieć 
tylko skończoną liczbę takich przekształceń. 


Pascal. Rep. II. 41 
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Niechaj f (w, 2) =0 będzie równaniem, odpowiadającem 
powierzchni Riemanna w płaszczyznie z: połóżmy: 


ly = R (0,2), 7, = R(t, 2), 


gdzie K,, R. są fankcyami wymiernemi takiemi, że w i z wyra- 
żone być mogą jako funkcye wymierne ilości wy i 24. 

Dajmy, że to przekształcenie, które oznaczmy przez Ś, jest 
takie, że przez nie powierzchnia Riemanna prze- 
kształca się na samą siebie. 

Liczba przekształceń dwuwymiernych lub 
dwujednoznacznych powierzchni Riemanna 
na samą siebie nie może być większa niż 84(p—l) 
dlap>l(BRurwitz, Math. Ann. XLI, str. 424). 

Przekształcenie dwuwymierne powierz- 
chni Riemanna na samą siebie jest zawsze pe- 
ryodyczne; to znaczy, że jeżeliwyjdziemy z pun- 
ktu Pi zastosujemy m-razy to przekształce- 
nie, to musimy powrocić do punktu P. Naj- 
większa wartość liczby mjest 10(p—l). 

Każda powierzchnia Riemanna, posiada- 
jąca przeksztąłcenie na samą siebie o peryo- 
dzie m, może być określona przez równanie 
typu p(w”,2)=0, a samo przekształcenie za po- 
mocą wzorów zredukowanych: 


Twierdzenie to ma także miejsce dla p=0 i dla »„=1. 
Twierdzenia powyższe podał Hurwitz (Math. Ann. XXXII). 

Oprócz przekształceń S można wyobrazić sobie inne, okre- 
ślone wzorami: 


w, = R, (1,2), z, = Ry(w,2), 


gdzie w, z oznaczają wartości sprzężone z wartościami w, z. Ta- 
kie przekształcenie oznaczać będziemy przez Æ, i możemy przy- 
jąć, że do powierzchni Riemanna należą także przekształcenia Z. 
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Wszystkie przekształcenia Slub Z, należące do powierz- 
chni Riemanna, tworzą oczywiście grupę. 

Powierzchnia Riemanna, do której należy przekształcenie 
Z o peryodzie 2 (t. j. takie, że Ż?=l) nazywa się syme- 
tryczną. 

Jeżeli związek f(w,z) =0 ma spółczynniki rzeczywiste, 
jest jasnem, że powierzchni Riemanna odpowiada podstawie- 
nie © typu 


SA 


104 Fw, Zy = 


że więc powierzchnia Riemanna jest symetryczną. Ale i od- 
wrotnie: jeżeli powierzchnia jest symetryczną, wtedy pomiędzy 
nieskończenie wieloma postaciami odpowiadającego mu równa- 
nia jest zawsze jedna, której spółczynniki są rzeczywiste. 

Na powierzchniach symetrycznych istnieją linie, pozosta- 
jące niezmiennemi przy przekształceniu linij (symetrya); liczba 
tych linij nie może być większa od liczby p+-1. 

Powierzchnie Riemanna symetryczne badali: Klein (Rie- 
mann's Theorie ete. Lipsk 1891) i Weichlol1d (Zeitschr. f. Math. 
XXVII); temu przedmiotowi poświęcona jest znaczna część drugiego 
tomu litogratowanych wykładów Kleina; Ueber Riemann'sche Flä- 
chen, Getynga 1892. 


Powierzchnia Riemanna o N-powłokach, jednakoworozgałę- 
zionych w ten sposób, że istnieje N przekształceń, przez które jedna 
powłoka może przekształcać się na którąkolwiek inną, nazywa 
się powierzchnią Riemanna regularnie rozga- 
łęzioną lub wprost regularną (foremną). 

Powierzchnia Riemanna, odpowiadająca 
równaniu.dwumiennemu, jest regularną. 

W powierzchni takiej punkty rozgałęzienia są rozmiesz- 
czone w sposób następujący: jeżeli z==z, jest wartością zmien- 
nej z, dla której mamy rozgałęzienie, wtedy N powłok rozdzieli 


się w punkcie z= z, na = cyklów, każdy o r, powłokach. Ro- 


dzaj powierzchni wyraża się wzorem: 
r, — 1 


N 
p="N+l+g z", 


M 
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gdzie r, jest liczba powłók, złączonych cyklicznie w każdym 
punkcie rozgałęzienia, suma zaś © rozciąga się na wszystkie 
t. zw. miejsca rozgałęzienia, t. j. na wszystkie punkty rozgałę- 
zienia, zawarte w jednej tylko powłoce. 

Niechaj będzie równanie f(w,z)= 0; uważajmy je jako al- 
gebraiczne względem jednej tylko zmiennej w, zmienną zaś z 
uważajmy jako parametr i utwórzmy rozwiązującą Galoisa 
tego równania. Będzie to równanie pewnego stopnia N (odpo- 
wiadającego liczbie podstawień grupy, należącej do danego rów- 
nania algebraicznego, patrz Repert t. I, str. 115); powierz- 
chnia Riemanna N-liściowa, odpowiadająca 
rozwiązującej Galoisa o z jednym parametrze, 
jest regularnie rozgałęzioną. 

Powierzchnie Riemanna regularnie rozgałęzione badał po 
raz pierwszy K ! ein (Math. Ann. XIV), a mianowicie specyalnie 
przypadek p=3, N=168, odpowiadający rozwiązującej Galois'a 
równania modułowego przekształcenia 7 rzędu funkcyj eliptycz- 
nych. Potem przedmiotemtym zajmował się D y e k (Rozpr., Mo- 
nachium 1879, Math. Ann, XVII. XX), który rozwiązał przypadki 
7=1,2,3; w innej zaś rozprawie (w tomie XVII Math. Ann. 
str. 510) rozważał także przypadek p=3, N=96. Co do warto- 
ści N, odpowiadających wartościom p==(, 1,2, patrz A ppell- 
Goursat (Fonct. alg. 1895, str. 241 i nast., gdzie można zna- 
lesć i inne wskazówki). 

Dla p==(0 mamy powierzchnie Riemanna o 12, 24, 60 li- 
niach; odpowiednie grupy są grupami wielościanowemi (patrz 
Repert. t. I, str.316 i nast). Równania algebraiczne, odpowiada- 
jące tym przypadkom, są następujące: 


(wt — 2/—3 w* + L)? 


N= 12, —— 3 
(20% + 2V—3 w? 4-1)’ 
SĘ. (w8 + 140% + 1)? 
aA T 108w* (u* pi’ 
N= 60 Pon (— 10% — 228 w15 — 494 w1" — 22805 — 1} 


17280 (wo F 1lw5— Ip 


Powierzchnie Riemanna 1 t. d. 645 


Wielomiany, zawarte w pierwszym z tych wzorów, są to 
wielomiany czworościanu (patrz Repert. I, str.318); licznik i mia- 
nownik wzoru drugiego odpowiadają wielomianom sześcianu 
i ośmiościanu; mianownik trzeciego jest piątą potęgą wielomianu 
dwudziestościanu, licznik zaś jest jego formą Hessego (patrz 
Klein, Ikosaeder it. d., Lipsk 1884). 

Ważnem jest następujące twierdzenie Dycka (Math. 
Ann. XX, str. 30), uogólnione przez Hurwitza (tamże XLI. 
str. 421). 

Jeżeli dana jest grupa skończona N prze- 
kształceń, to można zawsze znaleść powierz- 
chnię Riemanna N-liściową regularnierozga- 
łęzioną, której grupa jest holoedrycznieizo- 
morficzna zgrupą daną. 

Przy pomocy tego twierdzenia, mając daną powierzchnię 
Riemanna z grupą przekształceń na samą siebie. można zbudo- 
wac zawsze powierzchnię Riemanna regularnie rozgałęzioną o tej 
samej grupie. Nadto: Mając grupę przekształceń, można zawsze 
rozmaitemi sposobami zbudować powierzchnię Riemanna, mającą 
grupę holoedrycznie izomorficzną z grupą daną (Hurwitz). 


$ 5. 
Powierzchnie Riemanna w znaczeniu rzutowem według Kleina. 


Ze względu na pokrewieństwo przedmiotu powiemy tu 
kilka słów o powierzchniach Riemanna w znaczeniu rzutowem, 
rozważanych przez Kleina. 

Niechaj będzie krzywa klasy w. Z punktu rzeczywistego 
P płaszczyzny można do tej krzywej poprowadzić m stycznych, 
z których niektóre mogą być urojonemi; każdemu punktowi 
urojonemu odpowiadać będzie punkt styczności urojony, t. j. 
punkt urojony krzywej. 
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Wyobraźmy sobie punkt P, liczony tyle razy w tyluż leżą- 
cych na sobie liściach, ile jest stycznych urojonych, poprowadzo- 
nych z punktu P do krzywej lub ile jest punktów (styczności 
stycznych, poprowadzonych z punktu FP) urojonych krzywej, 
Ogół punktów P, tak rozmieszczonych, będzie utworem geome- 
trycznym rzeczywistym, którego punkty jeden po jednym odpo- 
wiadać będą punktom urojonym krzywej. Co się tyczy punktów 
rzeczywistych krzywej, to otrzymamy je, skoro punkt P przy- 
padnie na rzeczywistej gałęzi krzywej; albowiem wtedy dwie 
styczne sprzężone jednoczą się i dają styczną rzeczywistą z pun- 
ktem styczności rzeczywistym. Z tego powodu części płaszczyzn, 
utworzone z punktów P, muszą się kończyć na obwodzie rzeczy- 
wistym krzywej i tu spajać się ze sobą po dwie. 

Niechaj będzie np. elipsa. Jedynemi punktami płaszczy- 
zny, z których można poprowadzić styczne urojone, są punkty 
wewnątrz krzywej. Wychodzą z nich po dwie styczne urojone 
sprzężone; trzeba będzie tedy wyobrazić sobie część płaszczyzny, 
zawartą wewnątrzelipsy zdwojoną, t.j. jako dwa liście równe, spo- 
jone wzdłuż samej elipsy. Otrzymujemy tym sposobem powierz- 
chnię, która, jak widzimy, daje się bezpośrednio przekształcić na. 
kulę (powierzchnię rodzaju zero). 

Nie tak łatwo zbudować powierzchnię, gdy krzywa zasa- 
dnicza jest klasy wyższej. Zagadnienie to sprowadza się do 
szukania sposobu spajania różnych liści; przyczera pewne części 
płaszczyzny uważać będzie trzeba za podwójne, inne za po- 
czwórne i t. p. 


O tym przedmiocie pisał K l ein (Math. Ann. VII, X); Harnack 
Math. Am. IX) zbudował powierzchnie Riemanna, odpowiadające 
krzywym klasy 3-ej; Haskell (Rozpr. Baltimore 1890) zajmował się 
specyalną krzywą klasy 4-ej, której równaniem w spółrzędnych pro- 
stej jest 1470? -|- Ug? tig - gt, 20. 


ROZDZIAŁ XIX. 


GEOMETRYA RZUTOWA NADPRZBSTRZENI. 


$1. 


Rzeczy ogólne. Rozmaitości liniowe. Związki rzutowe i metryczne. 
Odpowiedniości homograficzne. 


Jeżeli dane są zmienne 2%, £a, . . . Za, to każdy układ war- 
tości szczególnych (rzeczywistych albo zespolonych) tych zmien- 
nych jest elementem (punktem) w przestrzeni 
om wymiarach, którą oznaczać będziemy przez S,. 

Zamiast n zmiennych można wziąć ich n41 i rozważać sto- 
sunki n zmiennych do ostatniej; punkt przestrzeni S„ będzie wy- 
znaczony przez wartości tych stosunków, a odpowiadające sobie 
wartości n--1 zmiennych można nazwać spółrzędnemi 
jednorodnemi punktu. Spółrzędne te mogą przybierać 
wszelkie wartości, tylko nie mogą być wszystkie zerami. 

Równanie liniowe jednorodne pomiędzy spółrzęd- 
nemi jednorodnemi określa rozmaitość liniową, zawartą w prze- 
strzeni S„ i nazwaną nadpłaszczyzną. Przestrzeń 
Sa zawiera oo* nadpłaszczyzn i także œ pun- 
któw. 

Nadpłaszczyzna i punkt mogą być uważane jako elementy 
wzajemne (dwoiste) przestrzeni Ś„, którą możemy uważać 
jako złożoną z punktów, albo też dwoiście, jako złożoną z nad- 
płaszczyzn. 
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Za spółrzędne jednorodne nadpłaszczyzny można przyjąć 
n-|- l spółczynników jej równania. 

Ogół punktów, których spółrzędne czynią zadość dwom 
równaniom liniowym, tworzy rozmaitość o n—2 wymiarach, 
którą nazywamy dwupłaszczyzną; ogół punktów, któ- 
rych spółrzędne czynią zadość /: równaniom liniowym, nazywa- 
my k-płaszczyzną. Mamy więc w ogóle wielopłasz- 
czyzny. 

Łatwo widzieć, że n-płaszczyzna jest punktem, 
(n—1)-płaszczyzna jest prostą, (n—2)-płaszczy- 
zna jest płaszczyzną zwykłą, (n-3)-płaszczy- 
zna jest przestrzenią zwykłą. 

Jeżeli jako elementy przestrzeni S, przyjmiemy nadpłasz- 
czyzny, zamiast punktów, to, przy pomocy znanego rozważania, 
zamiast wielopłaszczyzn będziemy mieli odpowiednio wielo- 
punkty. 

Wielopłaszczyzny i wielopunkty tworzą dwa szeregi zasa- 
dnicze, odpowiadające sobie dwoiście w przestrzeni Św, a miano- 
wicie: (»—1)-płaszczyzna (złożona z punktów), (n—1) - punkt 
(złożony z nadpłaszczyzn) są formami gatunku l-go (jednego 
wymiaru); (n—2) - płaszczyzna i (u—2) - punkt są formami ga- 
tunku 2-goit, d.; k-płaszczyzna jest wyznaczona 
w ogóle przez n—k--l punktów; jest ona prze- 
strzenią liniową wymiaru n—k, t. j. Sa-t, Zaw ar- 
tą w Sn. 

Dwie przestrzenie liniowe p-r, N-pH. Za- 
warte w Ś„ nie mają wogóle punktów wspól- 
nych, jeżeli k--h' >n; mają zaś co najmniej 
wspólną przestrzeń ©. jeżeli k+ k ==n— r; mo- 
gą wszakże nawet, gdy k--k>n, mieć punkty 
wspólne. 

Jeżeli S, i & nie mają punktów wspól- 
nych i należą do przestrzeni S„ wtedy prze- 
strzeń liniowa najmniejszego wymiaru, nale- 
Żąca do S, i zawierająca w sobie obie prze- 
strzenie dane, jest wymiaru r47 +1. 

Jeżeli $,i 8, mają przestrzeń wspólną S,, 
wtedy przestrzeń najmniejszego wymiaru, 


Związki rzutowe i metryczne i t. d. 649 


zawierająca w sobie obie, jest wymiaru (=r+r-m, 
czyli jest wtedy: f-m=r--y, 

Inne twierdzenia, dotyczące przestrzeni liniowych, zawartych 
w Sa, podali: Bertini (Rend. Ist. Lomb. 1866), Segre (Rend. 
Palermo II, 1883), Castelnuovo (Rend. Lincei 1889). 


Uogólniwszy zwykłe wzory i rozważania geometryi anali- 
tycznej, można utworzyć Geometryę analityczną 
przestrzeni wielowymiarowych, wprowadzając pojęcia rów no- 
ległości, prostopadłości, odległości, kątów it. p. 

Rozważania takie wprowadzili Jordan (Bull. de la Śc. math. 
HI, 103)idOvidio (Mem. Lincei 1877, Math. Ann. XII); ten ostatni 
wyprowadził wzory sposobem bardziej ogólnym, przyjmując za ab s0- 
lut przestrzeni (patrz Rozdz. XXI) nadkwadrykę. 

Dwie nadpłaszczyzny, których równania są: 

dy ty +... Gdy Fa=0; bd, +... ht, + 8 =0, 


nazywają się równoległemi, gdy: 


Niechaj będą dwie rozmaitości Sn 1 Sn wymiarów 
m=kin—k', dane odpowiednio przez równania: 


A = Gy Ty +... ln ln + a, = 0; 


Suk 
| Ar = Qp ti p o o + lynn -|- ar = 0; 
| Bi = bati + oo + hutx | h= 0; 
noae E O S e E E E r E E z 
| By = bunty H o o H Uraan > Br = 0. 


Pomiędzy nadpłaszczyznami, zawartemi w Ś»—k; niechaj bę- 
dzie o niezależnych od siebie (t. j. takich, że nie zachodzi żaden 
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związek liniowy tożsamościowy o spółczynnikach stałych pomię- 
dzy stronami pierwszemi ich równań), i równoległych do tyluż 
nadpłaszczyzn. zawartych w Ś,—;'; mowimy wtedy, że dwie roz- 
rozmaitości liniowe S„-s 1 S-w posiadają równoległość 
rzędueo. 

Jeżeli kKk' i o=k, powiadamy, że pierwsza rozmaitość 
jest równoległa do drugiej. 

Dwierozmaitości mają równoległośćrzę- 
dug, gdy równania: 

hug + -o F drm = pahi P--- TF He brn, 


Aili» + „hd = Labin + AOS My Vrn 


sprowadzają się do kę+k—g równań różnych, 
t. j gdy charakterystyka macierzy tych rów- 
nań jest k--h'—og. 

Odległość dwóch punktów (x),(y) przedstawia wy- 
rażenie: 

Vilai =y) ..... + (zy). 

Odległością punktu od rozmaitości linio- 
wej jest odległość jego od najbliższego punktu rozmaito- 
ści; ten ostatni punkt nazywa się rzntem ortogonalnym 
danego. 

Odległością dwóch rozmaitości liniowych 
jest odległość dwóch punktów najbliższych siebie: jednego wjed - 
nej, drugiego w drugiej rozmaitości. 

Rozmaitość S,_r nazywa się prostopadłą do rozmaito- 
ści S„_z, jeżeli, po poprowadzeniu przez pewien punkt przestrzeni 
dwóch rozmaitości S'/,_; i S%_-g' równoległych do rozmaitości 
danych, każdy punkt rozmaitości S'»..z' rzuca się na rozmaitość 
S'„_r w punkcie, należącym do wspólnego przecięcia obu rozmai- 
tości S'. 

Jeżeli rozmaitość S,.; jest prostopadła do S„_x, to i roz- 
maitość S„_; jest prostopadła do Ś»-;-. 


Związki rzutowe i metryczne i t. d. 651 
Niechaj będą dwie proste, dane przez równania: 


a a 0 da bo Ba 00 Bro” 


wyrażenie: 


t — li __ Wą— dą == Enan, zı —b, La— b dnb, 
= zn o Ka a Z Poz Z 


cos? $ = ZE. 
2a, ZBr 


pozostaje niezmiennem co do wartości (jest 
niezmiennikiem) dla każdego przekształce- 
nia liniowego ortogonalnego spółrzędnych, 
t. j dla takiego przekształcenia liniowego, 
wykonanego na zmiennych s, że wyznacznik 
przekształcenia jest wyznacznikiem ortogo- 
nalnym (patrz „Repertoryum*, t. I, str. 58). 

Kąt 6 nazywa się kątem dwóch prostych. 

Jeżeli dane są dwie jakiekolwiek rozmaitości, to za pomocą 
poprzedzającego wzoru można obliczyć kąt pomiędzy jakąko|l- 
wiek prostą w jednej z nich a jakąkolwiek prostą w drugiej; 
najmniejszy z tych kątów, w ten sposób utworzonych, na- 
zywa się kątem dwóch rozmaitości. 

Dwie rozmaitości są prostopadłe, gdy ich 
kątjest kątem prostym; wtym przypadku każ- 
da prosta jednej rozmaitości jest zawsze pro- 
stopadła do każdej prostej w rozmaitości 
drugiej. 


Przeciąć przestrzeń Ś, przestrzenią Sy znaczy zbudo- 
wać przestrzeń Śm = 8m} -n. wspólną obydwóm; wykonać 
rzut (rzucić) przestrzeń S, z przestrzeni $, znaczy zbudo- 
wać przestrzeń S,4v—1, obejmującą obiedwie. 

Jeżeli w dwóch przestrzeniach S, Św dane 
są grupy n--2 punktów, to można zawsze za po- 
mocą rzutówiprzecięć przejść od jednej gru- 
py do drugiej, 

Dwieprzestrzenie u-wymiarowe Ś, i S'a, nazywają się rzu- 
towemi, homograficznemi lub kolinearnemi, 
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jeżeli pomiędzy zawartemi w jednej z nich przestrzeniami linio- 
wemi a przestrzeniami jednoimiennemi, zawartemi w drugiej. 
zachodzi odpowiedniość dwujednoznaczna ciągła taka, iż dwóm 
przestrzeniom, należącym do jednej, odpowiadają dwie prze- 
strzenie, uależące do drugiej, i nadto prostej punktowej w jed- 
nej z nich odpowiada punktowa rzutowa w drugiej. 

Dwie przestrzenie S„i Sh, homograficzne 
inałożone. nie mogą mieć więcej niż n42 pun- 
któw zjednoczonych jeżeli nie zlewają się, 
oile n+1 jakichkolwiek z tych punktów nie 
znajdują się na tej samej nadpłaszczyznie. 

W sposób podobny określa się dwoistość lub wza- 
jemność między dwiema przestrzeniami 

Homografię między dwiema przestrzeniami przedstawiamy, 
jak zwykle, analitycznie, ustanawiając związki liniowe pomiędzy 
spółrzędnemi odpowiadających sobie punktów w dwóch prze- 
strzeniach: homografia jest ogólna, gdy wyznacznik spół- 
czynników tych związków liniowych jest różny od zera; lecz 
można wyobrazić sobie, że wyznacznik ten jest zerem i posiada 
charakterystykę m—h--1 (patrz „Repertoryum* t. I, str. 48); 
wtedy otrzymujemy homografie osobliwe gatun- 
kul. W tym przypadku w jednej z dwóch prze- 
strzeni istnieje przestrzeń liniowa Su, Wy- 
miaru h—l (przestrzeń osobliwa), której każ- 
demu punktowiodpowiadają wszystkie pun- 
ktyinnej przestrzeni: i wzajemnie: w przestrzeni 
drugiej istnieje przestrzeń S„-, wymiaru n—h 
(przestrzeń osobliwa), której punktom odpo- 
wiadają w pierwszej przestrzeni punkty prze- 
strzeni S/, obejmującej przestrzeń osobliwą 85 -—. 

Teoryę homografij dla nadprzestrzeni rozpoczął Veronese 
w pracy niżej wymienionej; potem prowadzili ją: Segre (Mem. 
Lincei 1884—1886, Mem. Torino 1885), Bertini (Rend. Ist. Lomb. 
1886—7, Ace. di Torino 1887), Predella (Ann. di mat. XVII, Ace. 
Torino 1890—92) i t. d. 

Cayley (Cambr. mat. J, IV 1845, Crelle 1846, Papers, I str. 
55, 317) i Cauchy (Comptes rend. 1847) pierwsi stosowali wyra- 


Związki rzntowe i metryczne i t. d. 553 
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żenia geometryi »-wymiarowej; pierwszą zaś definicyę rozmaito- 
sci -wymiarowych podał Grassmann w swojej „Ausdelnungslehre 
(18414). 

Pierwszy głęboki rozbiór zasad Geonietryi w przestrzeni jakiej- 
kolwiek zawdzięczamy Riemannowi(Ueber der Hypothesen, die der 
Geometrie zu Grunde liegen 1854, ogłosz. w r. 1867; przekład polski 
Dieksteina i Gosiewskiego, Paryż 1877): Riemannowi 
zawdzięczamy też pojęcie krzywizny przestrzeni (patrz Rozdz. XX). 

Prace i badania, odnoszące się do geometryi n-wymiarowej, 
możemy podzielić na trzy kategorye. Do kategoryi pierwszej można 
zaliczyć wszystkie prace, dotyczące zasad podstawowych geometryi 
w znaczeniu bezwzględnem, t j. niezależnie od pewnych 
hypotez zasadniczych o naturze przestrzeni. np od hypotezy linio- 
wości. Pomiędzy temi poszukiwaniami, z któremi łączą się następnie 
prace o podstawach geometryi nieeuklidesowej Łobaczewskiego 
i Bolyadl'a (patrz Rozdz. XXI), głównemi są prace: Riemanna 
(patrz wyżej). Cayley'a (Phil. Trans. 1859, Papers II) Beltra- 
miego (patrz $ 6), Helmholtza (Ueber die Thatsachen, die der 
Geometrie zu Grunde liegen, Gött. Nachr. 1868), Kleina (Math. 
Ann. IV, VI), De Tilly'ego (Essai sur les principes fondam. de la 
Géom. 1879), G. Cantora (Crelle LXXXIV, lub Acta math. Il), 
Liego (Leipz. Ber. 1886, 1890, it d. Wykład systeniatyczny tego 
przedmiotu zawierają prace: Pascha (Neuere Geometrie. Lipsk 1882), 
Veronese go (Fondamenti di Geometria ete., Padwa 1891, przekład 
niemiecki 1894), Killinga (Einführung in die Grundlagen der Geo- 
metrie, Paderborn 1893), W końcu dzieła Veronesego znajdują 
się liczne wskazówki historyczno-krytyczne. Druga kategorya badań 
dotyczy rozciągnięcia na przestrzenie wyższe pojęć i wzorów zwykłej 
geometryi nieskończonostkowej (patrz Rozdz. XX). Trzecia wreszcie 
dotyczy rozciągnięcia na rozmaitości wyższe pojęć i zagadnień geo- 
metryi rzutowej i metrycznej płaszczyzny i przestrzeni. Cytowane już 
prace Jordana i d'Ovidia należą do tej kategoryi, do której za- 
licza się też podstawowa praca Veronesego w Math. Ann. t. XIX. 
Od tej właśnie rozprawy rozpoczyna się praca nad geometryą rzutową 
nadprzestrzeni, t. j. teorya homografij ogólnych, teorya rozmaitości 
rzędów wyższych zawartych w Ś„, a specyalnie teorya nadkwadryk, 
krzywych, powierzchni prostoliniowych i t. d., zawartych w Sp. Jest 
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rzeczą naturalną, że starano się także rozciągnąć na przestrzenie 
wielowymiarowe teoryę odpowiedniosci dwuwymiernych płaszczyzn 
i przestrzeni zwykłych (patrz Rozdz. VI, $ 5, Rozdz. IX, $6). Należą 
tu prace: ŃNoethera (Math. Ann, H), Kantora (Rend Ist, Lomb. 
1894), Brilla (Quart. Journ. XXVH, 1895) i(dla przestrzeni cztero- 
wymiarowej) Del Pezzo (Ace. Napoli 1896 - 97). 

Geometryą wykreślną w przestrzeni czterowymiarowej zajmo- 
wałsię Veronese (Atti Ist. Ven. 1882), Wziąwszy za element 
przestrzeni czterowymiarowej prostą zamiast punktu, można utworzyć 
Geometryę pro»tej; badania o tym przedmiocie ogłosili: 
Segre (Rend. Palermo II) i Castelnuovo (Att. Ist. Ven. 1891). 

Należy wreszcie wspomnieć, że kinematyką w przestrze- 
niach wyższych zajmowali się: Jordan (w pracy wspomnianej): 
Clifford (Proc. Lond. math. Soe. 1878), Beltrami (Bull, coc. 
math. 1876). Długą listę prac o tym przedmiocie można znaleść 
w dziele Lorii (Teorye geometryczne it. d). 


y 18. 
Rozmaitości nieliniowe. Nadpowierzchnie. Przedstawienie monoidalne. 


Ogół tych punktów przestrzeni Ś„, których spółrzędne 
czynią zadosć równanin wymiernemu całkowitemu jednorodne- 
mu rzędu » względem spółrzędnych, nazywa się nadpo- 
wierzchnią algebraiczną rzędu». 

Liczba» jest liczbą punktów, w których 
prosta przecina powierzchnię. 

Nadpowierzchnia rzędu vjest wyznaczona 
przez 


zie 
Nm=|*7 *|-1 
v 


punktów dowolnych. 
Przez punkt P nadpowierzchni można poprowadzić do 
niej proste, mające w tym punkcie d wa przecięcia zjednoczone 
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(styczność dwupunktowa): miejscem wszystkieh tych 
prostych jest nadpłaszczyzna, którą nazy- 
wamy nadpłaszczyzną styczną do nadpowierz- 
chni w punkcie P. 

Nazywamy klasą nadpowierzchni liczbę jej nad- 
płaszczyzn stycznych, przechodzących przez rozmaitość ogólną 
Su— przestrzeni ^»; klasa nadpowierzchni rzędu y równa się 
w ogóle vi» —1)"—', jeżeli nadpowierzchnia nie ma osobliwości, 
t. j. kiedy przedstawia się przez równanie ogólne. 

Nazywamy punktami osobliwemi rzędu r nad- 
powierzchni także punkty, że każda prosta,przez nie przechodząca, 
spotyka w nich powierzchnię w r punktach zjednoczonych. 

Każdy punktosobliwy rzędur zniża kla- 
sę powierzchni o r(7—l)*"' jedności. 

Nadpowierzchnia rzędu» z punktem »-krot- 
nym składa się z œ prostych, przez ten punkt 
przechodzących (stożek). 


Nazywamy rozmaitością algebraiczną wy- 
miaru kirzędu y przestrzeń k-wymiarową, zawartą w Ś, 
i taką, że każda przestrzeń /5,_, w S, zawarta przecina nwazaną 
w ogóle w y punktach rożnych. 

Rozmaitości dwuwymiarowe nazywają się zwykle po- 
wierzchniami, jednowymiarowe krzywemi. 

Rozmaitość algebraiczna nazywa się normalną dla 
swej własnej przestrzem, jeżeli nie może być uważana jako 
rzut rozmaitości tegoż rzędu, zawartej w przestrzeni wyż- 
szej. Każda rozmaitość algebraiczna wymia- 
rukirzęduyjestzawsze zawarta w przestrze- 
niliniowej Śz+,,,ale może być zawartaiw prze- 
strzeni liniowej niższej. W szczególności: Każda 
rozmajtość rzędu 2-go k-wymiarowa jest zaw- 
sze zawarta w przestrzeni liniowej Św. 

Każda krzywa rzędu» jest zawsze zawarta 
w przestrzeni liniowej, której wymiar wy- 
nosi najwyżej» 
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Z tego twierdzenia wyprowadzamy, że krzywa rzędu 2-go 
jest zawsze naj wyżej płaską. krzywa rzędu 8-go jest naj- 
wyżej krzywą sześcienną skośną i t. d. 

Jeżeli dana jest rozmaitość wymiaru k, to 
ogół wszystkich prostych stycznych do niej 
w punkcie (patrz niżej) tworzy rozmaitość linio- 
wą tegoż wymiaru k. Co do przestrzeni liniowych stycz- 
nych do rozmaitości patrz Del Pezzo (Ace Napol 1886). 


Dwie rozmaitości algebraiczne, jedna 
rzęduy»iwymiarułk, drugarzęduy iwymiaru 
k przecinają się według rozmaitościrzęduw 
i wymiaru k+k'—n. oile kk >n, ite dwie roz- 
maitości nie mają rozmaitości wspólnej rzędu 
równego k4+k — n41 lub wyższego; jeżeli zaś 
kpk’ <n, wtedy te dwie rozmaitości nie mają 
w ogólności żadnego punktu wspólnego; jeżeli 
k--k'==n, to mają w punktów wspólnych (Hal- 
phen, Bull. Soc. math. II, Noether, Math. Ann. XI) 

Podobnie jak dla krzywych skośnych przestrzeni zwykłej, 
nasuwa się tu naturalnie zagadnienie o przedstawieniu anali- 
tycznem w przestrzeni S$, takich rozmaitości, które niezaw- 
sze.są przecięciami znpełnemi nadpowierzelini. W tym 
to właśnie celu Halphen (l. ce.) uogólnił przedstawie- 
nie monoidalne Cayley'a dla krzywych skośnych (patrz 
Rozdz IX, $ 2). 

Monoida jest nadpowierzchnią rzędu » z punktem 
(v—1) - krotnym; każda prosta, przechodząca przez punkt wielo- 
krotny, spotyka ją w jednym tylko punkcie (stąd nazwa mo- 
noidy). Każda rozmaitość wymiaru kmożebyć 
przedstawiona analitycznie przez związek 
jednorodny pomiędzyk2spółrzędnemi (jed- 
narodnemi) xy, £,, . .. Vrm, przedstawiający nadpo- 
wierzchnię stożkowąi przezn—k—1l monoid. 

Inna metoda przedstawienia analitycznego rozmaitości 
opiera się na następującem twierdzeniu Kroneckera, o któ- 
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rem mówiliśmy już w teoryi krzywych skośnych w przestrzeni 
zwykłej (Rozdz. IX, $ 2): 

Każda rozmaitość wymiaru k w przestrzeni 5, 
może być uważana za przecięcie zupełne najwy- 
żej n+1 nadpowierzchni. 


Ue 
W 


Nadkwadryki przestrzeni S„. Wskazówki o nadpowierzchniach 
sześciennych przestrzeni S$, . 


Nadkwadryka przestrzeni S, jest nadpowierzchnią rzę- 
du 2-go, analitycznie przedstawia się tedy za pomocą równania 
stopnia 2-go pomiędzy spółczynnikami. 

Przez B a punktów przestrzeni 5, prze- 
chodzi wogóle jedna tylko nadkwadryka. 

Nadkwadryka jest nadpowierzchnią klasy 2-ej. 

Jeżeli równanie nadkwadryki napiszemy w postaci 


Dy ly W, dy = 0, (4, 5,20, 1, 2, -.- , m 
to wyróżnikiem jej będzie: 
d = layl. 


Jeżeli ten wyróżnik nie jest zerem, mamy nadkwadrykę 
ogólną; w razie przeciwnym mamy stożki kwadrykowe 
lub nadkwadryki specyalne. Są one różnych gatun- 
ków odpowiednio do charakterystyki wyznacznika A; jeżeli tą 
charakterystyką jest liczba n—h--1, mamy wtedy sto- 
żek kwadrykowy gatunku h. 

Stożek kwadrykowy gatunku h zawiera co pun- 
któw podwójnych,tworzących przestrzeń liniową 
S,„;jeżelih=1, mamytylkojeden punkt podwójny. 

Pascal. Rep. JI. 42 
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Nadkwadryki nie mają niezmienników bez- 
względnych; mają tylko jeden niezmiennik (wy- 
różnik), są więc wszystkie równoważne z punktu 
widzenia geometryi rzutowej. 

W nadkwadryce ogólnej zawarte są przestrzenie liniowe 

—2 n— 
OW albo 5 
rzyste albo nieparzyste. 

Jeżeli nadkwadryka jest gatunku 4. wtedy zamiast liczi» 
n+ h—= 2 n-- h — 1 i 
———— albo Ra z ——, stosownie do te- 


; 1 > : 
wymiaru „stosownie do tego, czy m jest pa- 


powyższych mamy 


go, czy n- h jest parzyste albo nieparzyste. 

Jeżeli n jest nieparzyste, istnieją dwa układy różne prze- 
strzeni 5,_|, zawartych w nadkwadryce: pomiędzy przypadkiem 

2 

nl Ne n—l 
—g parzy stego a =4 
różnica, że w pierwszym z nich przecinają się dwie rozmaitości 
Sa tylko wtedy, gdy należą do jednego układu, w drugim zaś 


nieparzystego zachodzi ta zasadnicza 


wtedy, gdy należą do ukladów różnych (Segre). Ogólniej: 


a ECCE È n—l 
Jeżeli przestrzeń (nieliniowa) wymiaru „zawarta wnadkwa- 


2 
dryce, spotyka w & punktach przestrzenie liniowe Ś,—; układu 
pierwszego, w k' puaktach przestrzenie liniowe układu drugiego; 
jeżeli innej przestrzeni analogicznej odpowiadają podobnie pun- 
kty k, i ki: wtedy liczba punktów, w której się te dwie prze- 
strzenie przecinają, wynosi: kk,'-|-h,k', gdy s jest niepa- 


A jest parzyste. 


rzyste; kk k'k, gdy 


Twierdzenie to podał Segre; jest ono uogólnieniem 
twierdzenia Chasles'a okrzywych algebraicznych, nakreślonych 
na kwadryce w przestrzeni zwykłej (patrz Rozdz. X, $ I). 

Nadkwadryki badał najprzód Veronese (rozprawa w Math. 
Ann. XIX, $3) potem poświęcił im obszerną pracę Segre (Mem. 
Torino 1884), który badał także peki nadkwadryk i nadpowierzelnię 
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rzędu czwartego, podstawę pęku, oraz podał ich klasyfikacyę. 
opartą na teoryi dzielników elementarnych Weierstrassa (patrz 
Rozdz. XIV, $ 7 iII). Badanie i klasyfikacya tej nadpowierzchni rzędu 
4-50 są pokrewne z badaniem powierzchni rzędu 4-go o stożkowej po- 
dwójnej, która to powierzchnia jest rzutem nadpowierzchni rzędu 4-go 
w przestrzeni $,. Patrz Rozdz. XH, $ 6. Peki nadkwadryk badał 
też Bertini (Rend. Lincei 1586), pęki nadkwadryk wyspecyalizo- 
wanych (stożki) Segre (Ace. Torino 1884); dalej przedmiotem tyn: 
zajmował się Del Pezzo (Ace. Napoli 1885, 1895), a o równaniu 
różniczkowem nadkwadryk pisał Berzolari (Rend. Lincei 18961. 
O tworzeniu rzutowem nadkwadryk. jako o uogólnieniu tworzenia kwa- 
iwyk (Rozdz. V, $ 1), pisali Veronese i Segre (1.<.). 

Nadpowierzchnie sześcienne w przestrzeni czterowymiarowej 
badali w przypadkach ważniejszych (mianowicie: nadpowierzchnie 
zawierające płaszczyzny; nadpowierzchnie z 6, 7, 8, 9, 10 punktami 
podwójnemi) Segre (Mem, di Torino XXXIX, Atti di Torino 1887) 
i Castelnuovo (Atti. Ist. Veneto 1881). Niektóremi rozmaitościa- 
mi trójwymiarowemi, złożonemi z szeregów płaszczyzn, zajmował się 
Segre (Atti Torino XXI. 1886). 


YR 
H- 


Powierzchnie lub rozmaitości dwuwymiarowe przestrzeni $, . 
Prostoliniowe. Powierzchnia Veronesego w przestrzeni $; . 


Pomiędzy rozmaitościami kk - wymiarowemi, zawartemi 
w przestrzeni Ń,, badano specyalniej powierzchnie (/:=2), a po- 
między temi ostatniemi znów powierzchnie, dające się rozwinąć 
uv płaszczyźnie, oraz powierzchnie prostoliniowe. 

Badali je: Veronese (l c.), Segre (Atti Torino 1884. 
1586; Rend. Lincei 1887, Math. Ann. XXX, XXXIV), Del Pezzo 
Acc. Napoli 18835—86—87; Rend. Palermo I. 1887). 


Wiele rozważań o powierzchniach przestrzeni zwykłej mc- 
żna łatwo rozciągnąć na powierzchnie w przestrzeniach wyż- 
szych, tak np. odwzorowanie płaskie, rozważania dotyczące ro- 
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dzaju powierzchni i t. p. Co do tych ostatnich rozważań patrz 
prace, cytowane w rozdz. IX, $ 4; w pracy tamże wspomnianej 
Segrego uogólnione zostały rozważania, dotyczące chara k- 
teru niezmienniczego, analogicznego z rodzajem. 

Powierzchnia, dająca się odwzorować punktami na płasz- 
czyźnie, jest homaloidalną (lub powierzchnią ro- 
dzaju zero, wymierną, jednobieżną). 

Jeżeli powierzchnię prostoliniową, należącą do przestrzeni 
Sa, przetniemy przestrzeniami liniowemi S,„-1, otrzymamy nra- 
turalnie krzywą jednego i tego samego rodzaju (oro- 
dzaju krzywych patrz $ 5); rodzaj ten przyjmujemy jako rodzaj 
powierzchni prostoliniowej. (Rozdz. IX, $ 4.) 

Wszystkie powierzchnie rzędu n—l, nale- 
żące do przestrzeni 0, (a nie do przestrzeni 
liniowej niższej), są albo prostoliniowemi, 
albo stożkami, z wyjątkiem (gdy n=5) t. zw. po- 
wierzchni rzędu 4-go Veronesego, o której niżej 
mówimy (Del Pezzo). 

Powierzchnie rzędu a, zawarte w prze- 
strzeni S, dla n>9, są wszystkie prostolinio- 
wemi. 

Powierzchnie rzędu v, zawarte w prze- 
strzeni Ś, są dla » poniżej pewnych granie 
wszystkie prostoliniowemi. Granice te obliczył 
Del Pezzo (Acc. Napoli 5 lutego 1887), lubo sposobem niebar- 
dzo prostym, 

Powierzchnia prostoliniowa rzędu n—l, 
należąca do powierzchni Ś,, jest zawsze wy- 
mierna. 

Nazywamy kierownicą powierzchni prostoliniowej 
krzywą, którą spotykają wszystkie tworzące. 

Każda prostoliniowa rzędu n—1 w przestrzeni S, ma je- 
dnę tylko kierownicę rzędu najniższego, wyjąwszy przypadek, 
w którym m jest nieparzyste, a rząd najniższy jest = w tym 
bowiem razie kierownic rzędu najniższego („najmniejszych“) 
jest co!. 
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
na to, aby dwie prostoliniowe rzędu n—l prze- 
strzeni Sn, były rzutowo tożsamościowemi jest, 
ty miały kierownice najmniejsze tego same- 
go rzędu. 

Na tem opiera się klasyfikacya prostoliniowych rzędu n—1 
przestrzeni S„ według rzędu kierownicy najniższego rzędu; rząd 
n—l 

2 


ten może zmieniać się od 1 do S albo do 


(Segre). 

Na prostoliniowej rzędu n—1 przestrzeni Ś„ dwie kiero- 
wnice rzędów n—k, n—k' przecinają się w n—k—k'—3 punktach. 

Prostoliniowe wymierne (p=0) rzędu n— 1 
jakiejkolwiek przestrzeni można otrzymać 
wszystkie, jako rzuty powierzchni prosto- 
liniowych rzędu n—l, należących do prze- 
strzeni sn. 

Prostolinioweeliptyczne (p==1) rzędu n--l 
jakiejkolwiek przestrzeni, anie będące stoż- 
kami są zawszerzutami powierzchni prosto- 
liniowych rzędu n+l przestrzeni S,. 

Wszystkie prostoliniowe, (nie będące 
stożkami) rodzaju 2 i rzędu n43, są rzutami 
prostoliniowych tegoż rzędu, należących do 
przestrzeni ŚS,. Ogólniej: Wszystkie prosto- 
liniowerzędu»irodzaju p, należące do jednej 
przestrzeni niższej niż Ś,—:,j., są rzutami pro- 
stoliniowych tego samego rzędu, należących 
do tejże przestrzeni. 

Każda prostoliniowa rzędu » i rodzaju p ma krzywe kiero- 
wnicze rzędu < kas stąd, podobnie jak dla prostolinio- 
wych wymiernych, wynika kryteryum klasyfikacyi prostolinio- 
wych według ich kierownic najniższego rzędu. 

Wzór SŚturma-Segrego, dotyczący rzędu i rodzaju 
krzywej, nakreślonej na prostoliniowej, podaliśmy w Rozdz. 
IX, 3 4. 
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Prostoliniowa rodzaju p>0 i rzędu v > 4p '). o ile nie jest 
stożkiem, zawarta jest najwyżej w przestrzeni Ś,_,; jeżeli 
jest zawarta w przestrzeni 5,_, i przytem p>>l, wtedy ma kie- 
rownicę podwójną; jeżeli jest zawarta w przestrzeni $,..y—1 i przy- 
tem p>>2, wtedy ma stożkową podwójną albo też kierownicę pro- 
stoliniową albo potrójną, gdy zaś p>>3 — krzywą pojedyńczą 
płaską rzędu +-go (Segre). 


Powierzchnia Veronesego, którą oznaczać bę- 
dziemy przez V‘, jest powierzchnią rzędu 4+-go, zawartą w prze- 
strzeni pięciowymiarowej; daje się ona punktami odwzorowa:: 
na płaszczyźnie (jest homaloidalną) i jest powierzchnią 
normalną (patrz $ 1) dla przestrzeni S;. 

Można ją utworzyć, ustanawiając odpowiedniość homogra- 
ficzną pomiędzy nadpłaszczyznami przestrzeni $, a stożkowemi 
płaszczyzny; wszystkim stożkowym, przechodzącym przez jeden 
punkt, odpowiadać będzie cot nadpłaszczyzn przestrzeni Ś,. 
spotykających się w jednym punkcie; miejscerm tych pun- 
któw jest powierzchnia Veronesego. 

Powierzchnia zawiera układ podwójnie nieskończony stoż- 
kowych K; przez dwa jej punkty przechodzi jedna tylko stoż- 
kowa, a przez jeden punkt przechodzi stożkowych oo”. 

Dwie stożkowe K spotykają się w jednym punkcie i są po- 
łożone w przestrzeni ©, stycznej w tym punkcie do powierzchni. 

Płaszczyzny styczne tworzą nadpowierzchnię klasy 3-ej. 

Płaszczyzny stożkowych K nazywają się płaszczy- 
znami siecznemi gatunku l-go. 

Dwie płaszczyzny sieczne gatunku 1-go nie przecinają się 
według prostej, lecz zawsze spotykają się w jednym tylko pun- 
kcie; stanowią one nadpowierzchnię rzędu 3-go. 

Płaszczyzna przestrzeni S$, nie ma wogóle żadnego 
punktu wspólnego z przestrzenią (nie jest sieczną), ale może 
mieć jeden, dwa, trzy punkty wspólne; jeżeli ma trzy punkty 


1) Ograniczenie to służy jedynie do prostszego wyrażenia wyników. 
Patrz prace Segrego w Math. Ann. 1 e. 
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wspólne, a nie jest gatunku 1-go, wtedy nazywa się płasz- 
czyzną styczną gatunku 2-go. 

Pomiędzy nieskończenie wielu nadpłaszczyznami 44, prze- 
chodzącemi przez płaszczyznę styczną do powierzchni w punk- 
cie, jest jedna tylko, przecinająca powierzchnię według dwóch 
zlewających się stożkowych; taka nadpłaszczyzna nazywa się 
nadpłaszczyzną styczną podwójną. 

Nadpłaszczyzny styczne, podwójne, których jest co”, ob- 
wodzą powierzchnię wzajemną (klasy 4-ej) z daną. Dwie takie 
nadpłaszczyzny przecinają się według płaszczyzny stycznej; 
dwa punkty powierzchni określają płaszczyznę sieczną gatunku 
l-go. Dwie płaszczyzny styczne spotykają się zawsze w jednym 
tylko punkcie. 

Pomiędzy powierzchniami, nie zawartemi w przestrzeni S,, 
powierzchnia Veronesego jest jedyną powierzchnią, której 
każde dwie płaszczyzny styczne spotykają się (Del Pezzo). 

Jeżeli rzucimy powierzchnię V4* z prostej 5, na prze- 
strzeń naszą, otrzymamy wtedy powierzchnię Steinera (patrz 
Rozdz. XII, $ 9). Jeżeli prosta S, spotyka powierzchnię V,* 
w punkcie, wtedy rzut jest powierzchnią prostoliniową rzędu 
3-go; jażeli prosta S, spotyka powierzchnię V/;* w dwóch punk- 
tach, otrzymujemy kwadrykę; jeżeli wreszcie prosta S, jest 
styczna do F;*, otrzymujemy stożek kwadrykowy. 

Powierzchnia Veronesego należy do kategoryi ogól- 
nej powierzchni normalnych homaloidalnych rzędu n? w prze- 


strzeni o La wymiarach; powierzchnie takie mają tę 


własność zasadniczą, że przy pomocy rzutu ich na przestrzeń 
naszą można otrzymać wszystkie powierzchnie przestrze- 
ni 8,, dające się odwzorować punktami na płaszczyżnie przy po- 
mocy krzywych rzędu % albo mniejszego od n. 

Powierzchnię tę zauważył najprzód Veronese w pracy 
swej w Math. Ann. XIX: później badał ją w rozprawie osobnej (Mem. 
Lincei XIX, 1884). 


Z badaniami temi pokrewne są badania stożkowych na 
płaszczyznie, o których była mowa w Rozdz. IV, $ 5- 
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$5 
Krzywe w przestrzeniach $, . 


Przechodzimy do rozmaitości jednowymiarowy ch, t. j. do 
krzywych. Przedewszystkiem łatwe jest uogólnienie (nad 
którem nie zatrzymujemy się) pojęć: płaszczyzny ściśle 
stycznej (mającej z krzywą trzy przecięcia nieskończenie 
blizkie) w punkcie krzywej, przestrzeni Ś, ściślestycznej 
(mającej cztery przecięcia nieskończenie blizkie) i t.d. Nadto prosta 
styczna nazywać się będzie stateczną albo przegięcio- 
wą, gdy ma z krzywą trzy przecięcia nieskończenie blizkie; 
płaszczyzna ściśle styczna nazywać się będzie stateczną, 
gdy, zamiast trzech, ma cztery nieskończenie blizkie prze- 
cięcia z krzywą i t. d. 

Pierwsze nasuwające się tu zagadnienie dotyczy związków, 
istniejących pomiędzy liczbami charakterystycznemi, t. j. doty- 
czące uogólnienia znanych wzorów Pliickera dla krzywych 
płaskich i wzorów Cay le y'a dla krzywych skośnych przestrzeni 
zwykłej. Zagadnienie to rozwiązał pierwszy Veronese wcy- 
towanej rozprawie. 

Rozważmy rzut krzywej Ć”* przestrzeni 8, z punktu 
przestrzeni $„ na przestrzeń liniową S„-,; otrzymamy krzywą 
w przestrzeni $,_1. Rzut tej krzywej na przestrzeń liniową 
S„-» da nową krzywą w przestrzeni S,_» it. d. Rozważmy da- 
lej nadpowierzchnię rozwijalną, utworzoną ze stycznych do 
krzywej C”. oraz przecięcie tej nadpowierzchni z przestrzenią 
liniową S,„-1; potem rzucajmy to przecięcie kolejno, jak przed- 
tem, na przestrzenie liniowe niższe. Rozważmy nadto rozwijalną, 
odnoszącą się do wskazanego wyżej przecięcia; przetnijmy ją 
przestrzenią liniową $„_» i postępujmy, jak wyżej, tworząc ko- 
lejne rzuty na przestrzenie niższe. 

Postępując tym sposobem, otrzymamy n—1 krzywych pła- 
skich, których liczby charakterystyczne odpowiadać będą tyluż 


Krzywe w przestrzeniach S». Gb5 


liczbom charakterystycznym krzywej danej: stosując do każdej 
z tych krzywych wzory Pliickera, otrzymamy razem 3(n—1) 
związków pomiędzy liczbami charakterystycznemi 
krzywej danej. 

Oznaczmy przez: m rząd krzywej C”; k—porządek 
pierwszy krzywej ©”, t.j. liczbę stycznych 5, krzywej 0”, 
przecinających przestrzeń 48,-2 dowolną; w— porządek 
drugi krzywej C”, t.j. liczbę płaszczyzn 5, ściśle stycznych 
do ©”, przecinających dowolną przestrzeń Ś,_3; w — porz a- 
dek trzeci krzywej C”, t.j. liczbę przestrzeni ściśle stycz- 
nych S$; do krzywej C™, przecinających dowolną przestrzeń 
Ńn—4 2-223 W” porządek (n—2)—i krzywej C”", t. j. liczbę 
przestrzeni Ś„—ı ściśle stycznych do krzywej ©”, spotykających 
prostą dowolną; przez w(*- klasę krzywej; w, — liczbę 
stycznych przegięciowych (z trzema punktami nieskończenie 
blizkiemi wspólnemi z krzywą); wy' — liczbę płaszczyzn ściśle 
stycznych (z czterema punktami nieskończenie blizkiemi 
wspólnemi z krzywą); w% — liczbę przestrzeni $, statecznych ; 
TE ; 10,77% — liczbę przestrzeni S„_+ statecznych: wį"—2 
liczbę przestrzeni S,_+ statecznych; R — liczbę ostrzy krzywej 
C”: .D;,— liczbę punktów podwójnych krzywej C”; D— liczbę 
przestrzeni S,_2. przechodzących przez n—2 punktów dowol 
nych i przecinających dwa razy krzywą skośną (punkty po- 
dwójne pozorne); D™ — liczbę par stycznych niekolejnych krzy- 
wej, C” przecinających przestrzeń S,_; w dwóch punktach pro- 
stej, którą przecina dowolna przestrzeń S,_4; .D%— liczbę par 
płaszczyzn ściśle stycznych niekolejnych krzywej 0” ,¿ przecina- 
jących przestrzeń S,_+ w dwóch punktach prostej, którą spotyka 
dowolna przestrzeń Ś,—s; -.---... ; D*-% — liczbę par prze- 
strzeni S„_1 ściśle stycznych niekolejnych do krzywej (”*, spo- 
tykających się w punkcie danej płaszczyzny dowolnej (albo rząd 
nadpowierzchni podwójnej o n—2 wymiarach dla rozwijalnej, 
utworzonej z przestrzeni /+—> ściśle stycznych do C"); d— licz- 
bę przestrzeni Śn»—ı, przechodzących przez »—2 punktów do- 
wolnych i zawierających dwie styczne niekolejne krzywej 0”; 
dC) —-liczbę par płaszczyzn ściśle stycznych niekolejnych krzy- 
wej C”, przecinających przestrzeń 5,_, według dwóch prostych, 
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które razem z n— punktami dowolnemi stałemi przestrzeni 
Ń,_1 znajdują się w tej samej przestrzeni S»n2; -------111... : 
iin- — liczbę par przestrzeni ściśle stycznych S,—1 niekolejnych 
krzywej C”, przecinających się według prostej płaszczyzny sta- 
tej; d, — liczbę stycznych podwójnych krzywej C”; koo 
penapi stycznych podwójnych krzywej Ć*; ............ 
(d -2 — liczbę przestrzeni 8,_+ ściśle stycznych podwójnych 
kreywej o”, 

Ustanowiwszy te oznaczenia, mamy związki na- 
stępujące: 


k==m(m—1)—2D-+-D,)—8 R; m=k(i—1)—2(d+d4)—3(w +0); 
w-- w, — R =2 (k — m). 
w == l: (l—1) - XL-a) —3 (m+s): 
k = w(w—1) —2(d0--d,0)) — 3 (w?) -H10 ®) 
m -+ W — (wW +w) = 83 (k — w). 
w = w(w— 1) —2(D9%+ 40) — 83 (kpa); 
w = wh (w — 1) — UA p D ) — 3 (w) -H 0,9) : 


k -+ wh — (w H) = 8 (w — w). 


z3) — gli (wfe—0—] j—2( pe- +4,6) = 8 (w-5--w; (n—8)); 
1003—4) — 1(8—3) (w, 0—1) —93 (de—2-4, ("—2)) — 3 w”), 
20 8—5) + 4003) — e," = 3 { wi — w3) ) ; 


Jeżeli określimy rodzaj p krzywej (”, jako rodzaj jakiego- 
kolwiek jej rzutu płaskiego, będzie: 
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—_  (m—1) (m—2) 
= ——— 


2 


— Dijj=K 


k—1) (l—2) 
JA. — (dh) — (eee) 


(k— — 
(h - -2) _ (D44) — (mP) 


—1) (6-2 
—_ (w a Ż) (06440 — (000,0 ), 


Krzywa, będąca przecięciem zupełnem n— 1 
nadpowierzchni przestrzeni Ś, rzędów v,,734,..7a—1 


jest rzędu m==v,y,..... va; jej porządkiem 
pierwszym jest: 
R ES oa isara vai [Jr — n 1], 


awyrażenie na D jest: 


2D = n... Pu [Vy -e e mam ŻY,|-n- 2]. 


Przy pomocy tych wzorów Veronesego można otrzy- 
mać wartości innych liczb charakterystycznych. 

W szczególności: 

Przecięcie zupełne rzędu $-go trzech nad- 
kwadryk przestrzeni cztero-wymiarowej ma 
porządek pierwszy równy 8, porządek drugi 
równy 48, klasę równą 32, rodzaj 5, i ma 120 prze- 
strzeni %œ statecznych. 


Najwyższa przestrzeń, do której należeć 
może krzywarzędu»irodzajup (gdy v>2p—2) 
jest S,-„. To ważne twierdzenie, przypominające inne o po- 
wierzchniach prostoliniowych ($ +), podał Clifford (Phil. 
Trans. 1888). 

Zajmowali się niemi także Veronese (Math. Ann. XIX, 
str. 213) i Segre (Math, Ann. XXX. str. 207). 
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Z twierdzenia w $ 2 wynika, że najniższym rzędem krzy- 
wych, należących do przestrzeni $,, jest m. 

Krzywa rzędu n, należąca do przestrzeni 
Sa, jest wymierna (rodzaju zero). Oczywiście krzy- 
wa taka jest krzywą normalną dlaprzestrzeni S,. 

Dla takiej krzywej porządek 1-szy i(n—2)—i, 
2-gi i(n—3)—i i t. d. są równe odpowiednio 2(n—l), 
3(n—2) ...... ,klasa krzywej wynosin; krzywa 
nie posiada elementów podwójnych i statecz- 
nych. 

Przez n+3 punkty przestrzeni Sa, z których żadne n41 
nie znajdują się na jednej nadpłaszczyznie, przechodzi jedna 
i tylko jedna krzywa rzędu n przestrzeni Ś,. 

Dwie krzywe rzędu m przestrzeni Ś„ są zawsze rzutowo 
identyczne. 

Prosta, płaszczyzna, przestrzeń 5, i t. d. mogą mieć z krzy- 
wą normalną rzędu n przestrzeni Są najwyżej dwa, trzy, cztery 
i t. d. punkty wspólne. 

Krzywą taką można uważać jako miejsce przecięć odpo- 
wiadających sobie nadpłaszczyzn w n—l pękach nadpłaszczyzn 
rzutowych. 

Przez punkt P przestrzeni $, można poprowadzić m nad- 
płaszczyzn ściśle stycznych do krzywej; jeżeli n jest nieparzyste, 
to n punktów styczności tych nadpłaszczyzn znajduje się na 
płaszczyznie, przechodzącej przez punkt P, (Patrz analogiczne 
twierdzenie © hasle sa dla krzywej sześciennej skośnej, Rozdz. 
X,$2). 

Krzywerzędun+-1l przestrzeni S„ są elip- 
tycznemi (rodzaju p=l); nie mają elementów 
podwójnych istatecznych, prócz (n+-l)* prze- 
strzeni statecznych Ś,m; ich klasa wynosi 
n(n--l), aich porządkami są odpowiednio liczby: 
k==2(n—1)--2; w =3(n—2) -+ 6, .... , WO9 = n?—l1. 

Ita krzywa jest normalną dla przestrzeni Ś,: 
nie może być bowiem rzutem rzędu x-|-l przestrzeni S,+1, gdyż 
rzut taki byłby wymierny. 
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Wszystkie krzywe wymierne rzędu m Cn, zawarte w prze- 
strzeniach Šo, S4,..... Sa-1, Są zawsze rzutami krzywej normal- 
nej rzędu n przestrzeni Ś, - 

Wszystkie krzywe eliptyczne rzędu m <n-1, zawarte 
w przestrzeniach S% S;,..... DS.—;, Są zawsze rzutami krzywej 
normalnej rzędu n-|-1 przestrzeni $,. 

W ogólności: 

Wszystkie krzywe rzędu n+p irodzaju p, 
należące do przestrzeniÓ,wrazzeswemirzu- 
tami w przestrzeniach niższych, tworzą ca- 
łość wszystkich krzywych wskazanego rzędu 
irodzaju należących do przestrzeni $,, gdzie 
r<n; a jeżeli n|-p>2p—2, wtedy wszystkie te 
krzywestanowią całość wszystkich krzywych 
powyższego rzęduirodzaju; albowiem wtedy 
(według twierdzenia Clifforda), prócz krzy- 
wychtego rodzajuirzędu, istniejących w prze- 
strzeniach $,(r<n), nie ma innych krzywych. 

Do prac o krzywych algebraicznych przestrzeni 5„, wymienio- 


nych w § poprzedzającym, dodajemy prace Segrego (Giorn. di 
Batt. XXVI. Rend, Palermo H). 
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GEOMETRYA NIESKOŃCZONOSTKOWA I WEWNĘTRZNA W NADPRZE- 
STRĄENIACH LINIOWYCH I W PRZESTRZENIACH O KRZYWIZNIESTAŁEJ. 
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Krzywe w przestrzeniach liniowych. 


Niechaj spółrzędne « punktu krzywej będą wyrażone 
w funkcyi parametru t. 

Przez k--1 punktów krzywej można poprowadzić prze- 
strzeń liniową o k wymiarach; dajmy, że te punkty zbliżają się 
nieograniczenie do jednego punktu P; położenie graniczne prze- 
strzeni liniowej nazywać będziemy przestrzenią linio- 
wą k-wymiarową ściśle styczną do krzywej 
w punkcie P. Liczba k może zmieniać się od 1 do n—1. 

Odległość punktu krzywej, blizkiego punktu P, od prze- 
strzeni liniowej k wymiarowej ściśle stycznej w punkcie P, jest 
nieskończonostką rzędu k--1. 

Równaniami przestrzeni liniowej k— wy- 
miarowej, ściślestycznej dokrzywej, są rów- 
nania, które otrzymujemy, przyrównywając 
do zera minory macierzy. 


Xi— r, X — Ta, 6 © >œ X — Ly 


sp! t 
Big: dipy w 8 wos u ub 


Krzywe w przestrzeniach liniowych i t. d 6,1 


w której 0,tą...,ta sąspółrzędnemi punktu 7. 
W Wą, ++ j Lys D'a,- pochodnemi tychże spół- 
rzędnych względem zmiennej niezależnej t. 

Oznaczmy przez 6, kąt pomiędzy dwiema przestrzeniami 
liniowemi /-wymiarowemi w dwóch blizkich punktach krzywej, 
przez s łuk, zawarty pomiędzy temi punktami; granica stosunku 
R, gdy s dąży do zera, nazywa się krzywizną k-te 
krzywej w punkcie i—jakzwykle— odwrotność tej krzy- 
wizny nazywa się promieniem krzywizny. Promie- 
ni krzywizny jest n—l. 

Jeżeli przez M, (0OLk<<n) oznaczymy sumę kwadratów 
minorów rzędu Æ, zawartych w macierzy 


„A „" H 
Wiz w sa w a Kaj 
| 

. ||; 

:) n (4) 
FACE a e a 5 CA 


położymy Jh =1, przez k, zaś oznaczymy k-ty promień krzywi- 
zny, będzie ogólnie: 


1 Mya Mię 


R MI, ’ 


gdzie oczywiście M, = 1,7? + 147 +-...-Hu',?. 
Mamy także wzór: 


i My 
R Brees PEDRA” 


M; = 


Jeżeli M, jest zerem dla wszystkich punk- 
tów krzywej, wtedy krzywa położona jest 
w przestrzeni liniowej niższej; jeżeli W} jest 
zerem dla wszystkich punktów krzywej a nie 
Jest zerem Mi, wtedy krzywa jest położona 
w przestrzeni liniowej k-wymiarowej. 
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Punkty krzywej, dla których jest V, =0, są t. zw. pun k- 
tamistatecznemi krzywej. 

Niechaj będzie punkt P krzywej; rozważmy następujący 
układ n prostych, z których każde dwie są do siebie pro- 
stopadłe: najprzód styczną do krzywej, następnie prostą prosto- 
padłą do stycznej i położoną w przestrzeni ściśle stycznej dwu- 
wymiarowej. potem prostopadłą do tej ostatniej przestrzeni i po- 
łożoną w przestrzeni ściśle stycznej trójwymiarowej i t. d. Jeżeli 
oznaczymy wtedy przez 


dyy s -e dja; dzy; +1. dany s sisas Anly + + + Unn 


odpowiednie kąty kierunkowe tych n prostych względem m osi 
pierwotnych, to zachodzić będą następujące wzory, które można 
uważać za uogólnienie wzorów Freneta i Serreta (Rozdz. 
XI, $ 4), odnoszących się do krzywych skośnych; wzory te 
wyrażają różniczki n* dostaw kątów a przez 
funkcye liniowe samych dostaw: 


Q COS ari __ COS Urti COS dą, ; 


ds È, Rmi ' 


gdzie, rozumie się, że, w przypadku ķ=1 znieść należy wyraz drugi 
po stronie drugiej, gdy zaś k=n, to należy znieść wyraz pierwszy. 
Patrz Brunel (Math. Ann. XIX) i Landsberg (Crelle CXIV). 

O nogólnieniu twierdzenia Bonneta, dotyczącego odle- 
głości dwóch stycznych nieskończenie blizkich krzywej i odle- 
głości punktu krzywej od płaszczyzny ściśle stycznej w punkcie 
nieskończenie blizkim, patrz Jordan (Compt. rend. LXXIX, 
1874, str. 796). 


O teoryi nieskończonostkowej krzywych w jakiejkolwiek prze- 
strzeni pisał też Hoppe (Archiv, (1), LXIV, (2) VI, XL. XH 
1889-— 1892). 


(teometrya różniczkowa rozmaitości wielowymiarowych i t.l. 673 
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Geometrya różniczkowa rozmaitości wielowymiarowych, znajdujących 
się w przestrzeniach liniowych. Formy różniczkowe kwadratowe. 


Jak w teoryi powierzchni wprowadzamy znaną formę róż- 
niczkową kwadratową o dwóch zmiennych, przedstawiającą kwa- 
drat należącego do powierzchni elementu liniowego, podobnież 
dla rozmaitości,.mających więcej niż dwa wymiary, wprowadza- 
my formę różniczkową kwadratową n zmiennych: 


dst = © wyda, dzy, i) 
l 


przedstawiającą kwadrat odległości nieskończenie małej pomię- 
dzy dwoma nieskończenie blizkiemi punktami rozmaitości, czyli, 
jak się mówi, kwadrat elementu liniowego, nale- 
żącego dorozmaitości Przyjmujemy, że for- 
ma (1) jest określoną dodatnią iżejej wyzna- 
cznik jest różny od zera. 

Hypoteza, która jest podstawą przyjęcia formy różniczko- 
wej kwadratowej a nie innej, np. formy rzędu 4-go lub 6-go, 
jest istotnie hypotezą szczególną, ale jest ona wynikiem in- 
nej hypotezy, którą czynimy tu wyrażnie, że nasza rozmaitość 
znajduje się zawsze w przestrzeni liniowej o większej licz- 
bie wymiarów. 

Jeżeli przyjmiemy, że element liniowy 
daje się wyrazić formą kwadratową, jaką jest 
forma (1), to można zawsze znaleść liczbę k: 

0 SZ h ŚĆ Piei, 
taką, że dobrawszy odpowiednie funkcyey,, 
Ya- -Ynya ZMIENNYCH Zir... Lu, Sprowadzić można 
formę (1) do postaci: 


Pascal. Rep. II 43 
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odpowiadającej przestrzeni liniowej © n--h 
wymiarach (patrz Schläfli, Ann. di mat. V, str. 190; 
Ricci, tamże XII, str. 137). 

Najmniejsza z liczb h nazywa się klasą rozmaitości 
(Bicci). 

Geometrya wewnętrzna rozmaitości sprowadza się tym 
sposobem do badania form różniczkowych kwadratowych i ich 
przekształceń . 

W teoryi form różniczkowych kwadratowych dogodnie jest 
wprowadzić t. z. symbole Christoffela. Istnieją cztery 
kategorye tych symboli, a mianowicie: trójskażnikowe gatunku 
1-goi2-go i czteroskażnikowe gatunku 1-go i 2-go (patrz 
Christoffel, Crelle LXX i wyżej Rozdział XVI $8), Sym- 
bolami "eta gatunku l1go są: 


| kh |-- = [i + dan: | . 


ie Eh wa Ar, 


trójskażnikowemigatunku 2-go: 


M 2 za |. 


gdzie wielkości A są dopełnieniamialgebra- 
icznemielementów, mających też same skażni- 
ki wwyznaczniku spółczynników a. Symbo- 
lami czteroskażnikowemi gatunku 2-go są: 


(cy c LL 
Š ATY) kj glż 0]. 
+|; i fji ||: 


wreszcie symbolami czteroskaźnikowemi ga- 
tunku l-go są: 


(ih, tj) == atkl, ij} 


Geometrya różniczkowa rozmaitości wielowymiarowyc! i td. KaD 


Pomiędzy temi symbolami istnieje bardzo wiele związków. 
które czytelnik znaleść może w „Geometryi różniczkowej* 
Bianchiego. 

Daną formę różniczkową kwadratową (1), skoro zmienne z 
uczynimy funkcyami innych zmiennych a’, możemy przekształcić 


LA 
na inną formę różniczkową © a'j dæ; dæj. Te dwie formy róż- 
1 
niczkowe nazywają się wówczas równoważnemi. 
Zasadniczem zagadnieniem w teoryi form różniczkowych 
jest szukanie warunków na to, aby dwie formy różniczkowe były 
równoważne. 
Najprzód szuka się warunków, którym winny czynić zadość 
funkcye v zmiennych s; warunki te wyrażają się 
m*(n--1 : i CONE PN ` 
SEJM. równaniami różniczkowemi cząstko- 


wemijednoczesnemitypu: 


O? r; afli) ów ÓW „jrsy” Ou, 
RE. p. W SE eS sęk 
WPA, | MAS J ów s ÓW; T U J Dz”, 3 

prsy 


gdzie TE oznacza symbol Christoffela, obli- 


czony dla formy przekształconej. 

Warunkami całkowalności tego układu równań o pochod- 
nych cząstkowych będą równania warunkowe, którym powinny 
czynić zadość spółczynniki a, a' i ich pochodne Kombinując 
w odpowiedni sposób te równania warunkowe, możemy nadać 
im formę niezmienniczą, i w ten sposób będzie można otrzymać 
niezmienniki i parametry różniczkowe, t. j. wyrażenia, pozosta- 
jące niezmienionemi przy przekształceniu zmiennych (patrz „Re- 
pertoryum* t. I, str. 209). Nie będziemy tu zatrzymywali się 
nad szczegółami konstrukcyi tych parametrów różniczkowych 
i odsyłamy czytelnika do prac niżej wymienionych. 

Liczba warunków przekształcalności dwóch 
form różniczkowych kwadratowych on zmien- 

n? (27 — 1) 

12 i 


Aby forma różniczkowa kwadratowa o n 


nych wynosi 
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zmiennych dała się przekształcić nainną, dla 
której kwadrat elementu liniowego jest pə- 


staci Z dz, koniecznemi są warunki (Ak, ij) =0, 
1 
gdzie (hk,ij) jest symbolem Christoffela. 


Zagadnienie o przekształceniu form różniczkowych obej- 
muje wsobie, jako przypadek szczególny, zagadnienie, dotyczące 
warunków, jakim czynić winna zadość przestrzeń, aby była li- 
niową, t.j. aby kwadrat jej elementu liniowego dał się sprowa- 


n 
dzić do postaci $ ds’. 
i=l 


Równania Lamego, odnoszące się do układów po- 
trójnych ortogonalnych (Rozdz. XVI, $14), odpowiadają 
właśnie warunkom liniowości przestrzeni 
trójwymiarowej. 

Pokrewnem z zagadnieniem o przekształceniu jest szukanie 
warunków, przy których forma różniczkowa jest klasy 0, klasy 1 
it.d. Patrz Ricci (Ann. di mat. XII; Rend. Lincei, marzec, 
1888). 

Zagadnienie o przekształceniu form różniczkowych kwadrato- 
wych poczęli badać Christoffel (Crelle LXX) i Lipschitz 
(tamże LXX, LXXI, LXXH, LXXIV, LXXVIII, LXXXI, patrz też Bull. 
Darboux, IV, 1873), Lipschitz rozważał także przypadek for- 
my różniczkowej stopnia wyższego. Suworow (w pracy rosyj- 
skiej, streszczonej w Bull. Darboux IV) rozważał tylko przypadek 
form różniczkowych kwadratowych trójkowych i otrzymał trzy wy- 
rażenia niezmiennicze; przypadek ogólny form kwadratowych roztrząsa 
Voss (Math. Ann. XVI). 


3. 


UR 


Odksztafcenie i krzywizna Riemanowska przestrzeni, Przestrzenie 
o krzywiznie Riemannowskiej stałej, 


Jeżeli przypomnimy sobie własność zasadniczą krzywizny 
Graussowskiej K powierzchni, mianowicie, że nie zmienia się ona 


Odkształcenie i krzywizna Riemannowska i t. d 617 
przez przekształcenie formy różniczkowej zasadniczej, to po- 
wstanie odrazu myśl o przejściu od badań nad przekształceniem 
fcrm różniczkowych do badań nad uogólnieniem pojęcia 
krzywizny. W tym paragrafie mówić będziemy o krzy 
wiznie przestrzeni według pomysłu Riemanna. 

Podamy przedewszystkiem następujące ważne twierdzenie 
Beeza (Zeitschr. f. Math. und. Ph. XX, XXI; patrz także 
Ricci, Ann. di mat. XII, str. 163 i Cesaro, Geom. intrinseca). 

Przestrzeń o n>2 wymiarach, znajdująca 
się w przestrzeni o »-|-l wymiarach, nie może 
w ogóle odkształcać się, pozostając zawsze 
w przestrzenin--l wymiarowej, t. j. nie można 
w ogóle zginać jej,w przestrzeni otaczającej, 
przy zachowaniu niezmienności elementu li- 
niowego, jak to można czynić znajwiększą 
swobodą dla przestrzeni jednowymiarowych 
(linij)izeswobodą ścieśnioną dla przestrze- 
nidwuwymiarowych (powierzchni) Zginanie 
jest możliwem tylko dla przestrzeni specyal- 
nych. Jedyne odmiany, jakim może ulegać 
przestrzeń ogólna o liczbie wymiarów n>2, 
bez wyjścia z przestrzeni (n--l)-wymiarowej, 
w której jest zawartą, są ruchy sztywne, t. j. 
przesunięcia iobroty it. d. 

Możemy teraz dać pojęcie krzywizny przestrzeni 
w punkcie, według Riemanna. 

Niechaj będzie punkt P przestrzeni; w otoczeniu tego pun- 
ktu nieskończenie małem poprowadźmy przez ten punkt wszystkie 
możliwe linie geodezyjne we wszystkich kierunkach, t.j. linie, 
stanowiące naj krótsze drogi pomiędzy punktem P a punk- 
tami nieskończenie blizkiemi tej przestrzeni; linie, dla których 
całkawyrażająca długość łuku, jest najmniejsza. Takich linij 
można poprowadzić oo", jeżeli przestrzeń jest 
n-wymiarową. Można pomiędzy niemi wybrać 
m linij (i nie więcej nad n) takich, że jeżeli ds, 
dzą,...ds, są różniczkamiich łuków, liczonych 
cd punktu P, wielkości ds,ds,...ds, będą linio- 
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wo niezależne; różniczka łuku każdej innej 
liniigeodezyjnej wyrazi się wtedy liniowo 
przez ds, ,d3ą,...dSs,. 

Rozważmy dwie takie linie np. linie, odpowiadające róż- 
nieczkom ds,, dsp, wraz z nieskończenie wieloma innemi liniami, 
których różniczka łuku wyraża się wzorem dsa ==4, ds, 4 4, dsa . 
Punkty wszystkich tych nieskończenie wielu linij w otoczeniu 
nieskończenie małem punktu P utworzą rozmaitość dw u w y- 
miarową (powierzchnię), zawartą w przestrzeni uważanej; 
takich rozmaitości powierzchniowych nieskończonostko- 
wych około punktu P można utworzyć am s 

Dla każdej z tych powierzchni obliczamy sposobem Graussa 
krzywiznę w punkcie P (utworzymy ją sposobem znanym 
przy pomocy spółczynników formy różniczkowej kwadratowej 
o dwu zmiennych, wyrażającej kwadrat elementu liniowego po- 
wierzchni).  Krzywiznę tę nazywamy za Riemaunem 
krzywizną przestrzeni w punkcie P w tak 
określonej oryentacyi powierzchniowej. Wi- 
dzimy tedy, że w każdym punkcie przestrzeni liczba krzywizn 
iiai , t. j. tyle, ile wynosi liczba różnych oryenta- 
cyj powierzchniowych. W przypadku, gdy te wszystkie krzy- 
wizny, odnoszące się do danego punktu są równe i pozostają 
równemi w przejściu od punktu do punktu, mówimy o prze. 
strzeniach zestałą krzywizną Riemannowską 

Krzywizna stała może być dodatnia, ujemna albo równa 
zeru; jeżeli jest zerem, przestrzeń jest liniową. 

Jeżeli krzywizna jest stałą dodatnią, przestrzeń nazywamy 
kulistą (sferyczną), przestrzenią Riemanna lub 
wreszcie eliptyczną; jeżeli krzywizna jest stałą ujemną, 
przestrzeń nazywamy pseudosferyczną, przestrze- 
nią Łobaczewskiego, hyperboliczaą lub nie- 
enklidesową w znaczeniu ściślejszem; jeżeli wreszcie krzy- 
wizna jest zerem, mamy, jak już powiedziano, przestrzeń li- 
niową, którą nazywamy inaczej euklidesową lub pa- 
raboliczną (patrz Rozdz. XXI). 


wynosi 
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Przestrzeń pseudosferyczna lub hyper- 
boliczna rozciąga się do nieskończoności, prze- 
strzeń zaś eliptyczna nie jest nieskończona 
(Riemann). 

Przestrzenie o krzywiznie stałej Riemanna mają ważną 
własność, że dają się rozwijać na samych sobie w ten sposób, iż 
z jednego ich punktu można się przenieść do każdego innego i to 
bez odkształcenia, które zresztą nie byłoby możliwe według twier- 
dzenia Beeza; t.j. dla tych przestrzeni utrzymuje się w całej 
zupełności zasada przemieszczania w nich figur bez odkształce- 
nia. jak to ma miejsce dla powierzchni kulistych przestrzeni zwy- 
kłej (Lipschitz w pracy, cyt. w $ poprzedzającym; patrz 
Bianchi, Rend. Lincei 1898). 

Element liniowy każdej przestrzeni o krzy- 
wiznie stałej Riemanowskiej K dajesię zaw- 
sze przez odpowiedni wybór spółrzędnych 
nazywanych niekiedy stereograficznemi) 
przedstawić w postaci (Riemann): 


ds? — dzy? dzą? A- . . . H dn? 
K k 
1 -+ ra (21? -H 2? . .. H 2,7) 
w której spółczynniki formy różniczkowej zasadniczej są pro- 
porcyonalne do wielkości stałych, a czynnik proporcyonalności 
jest funkcyą wszystkich zmiennych z. 


Jeżeli obierzemy inny układ spółrzęd- 
nych, toelement liniowy przestrzenio krzy- 
wiznie stałej ujemnej — i można będzie przed- 
stawić w postaci: 


2 
dg? = ka (da? + dg? +- .. . dz”), 


w 
gdzie wielkości z połączone są związkiem: 
Ppa? +... . . + zł = a8; 
ajest ilością stałą. Element liniowy prze- 


strzeni o krzywiznie stałej dodatniej > 
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daje się przedstawić przy pomocy wzoru: 
ję z E’ FAE T E E — dup? — du” 
dw wi a (dry? -duy* +... ży tŻ), 


gdzie wielkości « połączone są związkiem: 
W zz i +03 . . . OW. 


Ważną jest następująca własność przestrzeni o stałej krzy- 
wiznie Riemannowskiej. 

Przyodpowiednim wyborzeukładu spół- 
rzędnych (tego mianowicie, przy którym element liniowy 
ma postać ostatnio podaną), liniegeodezyjne wyra- 
żają się zapomocą równań liniowych (twierdze- 
nie Beltramiego. Anali di mat. II); odwrotnie: jeżeli 
równania linij geodezyjnych przestrzeni są 
liniowemi dla specyalnego układu spółrzęd- 
nych, wtedy przestrzeń ma stałą krzywiznę 
Riemannowską (Schläfli, Annali di mat. V; Bel- 
trami, tamże; patrz Rozdz. XVI, § 11). 

W przestrzeni o krzywizniestalłlej ujem- 
nej dwapunktyindywidualizują linię geode- 
zyjną, ito bez wyjątku; dwie geodezyjne, prze- 
chodzące przez jeden punkt, nie mają innych 
punktów wspólnych; przeciwnie, w przestrze- 
niach o krzywiznie stałej dodatniej może się 
zdarzyć, że dwiegeodezyjne, przechodzące przez 
jeden punkt, spotykają się jeszczeiwinnym 
punkcie (przypominamy dla przykładu zwykłą powierzchnię 
kulistą); ale nie zachodzi to dla wszystkich przestrzeni o krzy- 
wiznie stałej dodatniej. (Spostrzeżenie Kleina, patrz Rozdz. 
XXI, $ 2). 

Element liniowy przestrzenio krzywiznie 


stałej dodatniej można przedstawić w po- 


3 
E 
staci (Bianchi, Rend. Lincei VII, 1898, str. 155): 


ds =R?(dx,? +sin?x dx, ++sin*z,sin?te4d1,*-|-.....- sin? ...sin?2, dit, 3), 


Odkształcenie 1 krzywizna Riemannowska i t. d. ESI 


a element liniowy przestrzeni o krzywiznie 
"a ; 1 ; 
stałej ujemnej =r W każdej z trzech nastę- 
pujących postaci (Bianchi, patrz XVI, § 11): 
Tı 


2... 
ds? == dæ? cosh? (5) z bw dæ, dæ, (typ hyperboliczny), 


+ 


ŁZE 
ds == dæ? pe? X by drda (typ paraboliczny), 
hk 


y, \2 2. a 
ds = dx? +- sinh? (z) 2 bu dai dæ; (typ eliptyczny). 
tk 

Jedynym z najprostszych układów spółrzednych dla prze- 
strzeni o krzywiznie stałej jest układ Weierstrassa (który 
znaleść już można w dawnej rozprawie Beltramiego z roku 
1868); w układzie tym elementliniowy ma dla 


OŁ To" SARA starsi wi è 1 
przestrzeni o krzywiznie stałej ujemnej — zz; 
pestać: 

ds? = R” ( Z dy?— dy*), przyczem y— 5y? =1; 


dla przestrzeni zaś o krzywizniestałej do- 
datniej postać: 


ds? = R’ (dy? -- © dy?), przyczem y? + Sy? =0, 
i i 


Ten układ spółrzędnych otrzymujemy z układu, w którym 
równania linij geodezyjnych są liniowemi, kładąc z 


—— = y,. Co do form, przy pomocy których przechodzimy od 
tego układu do układu Riemanna, patrz Bianchi (Ann. 
mat. (3), II, str. 102). 

Potrzeba spełnienia sześciu warunków na to, aby przestrzeń 
trójwymiarowa miała krzywiznę stałą Riemanowską K; jeżeli 
element liniowy tej przestrzeni przyjmiemy w postaci : 
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ny nz w OLE ZOZ. 


ds? = Hide? + Hlaz? -- Hadr”, 
wtedy warunkami temi będą : 


H _ 1 òm òM , 1 OB, OM, 
T : day H mę | H; dzy dr 
1 òH 1 òH: 1 òH: OB, ___ nyy. 
ii OZ; ZG OJ; y Gi SALĘ OTy mlt Hp O£; Oz; RAMA 


(i j k= 1, 2,3) 


(patrz Suworow l. c.). 
Dla K= 0 otrzymujemy wzory Lamógo (patrz Rozdz. 
XVI, $ 14), dające warunki na to, aby przestrzeń była liniowa. 


Pojęcie krzywizny, wyżej przedstawione, zawdzięczamy Rie - 
mannowi (Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grun- 
de liegen); Beltrami (Ann. di math. II) rozwinął je w rozprawie 
o przestrzeniach o krzywiznie stałej; poczem nastąpiły wymienione 
już prace Sehlafliego i Beltrami'ego (Am. di mat. V), 
Lipschitza, Vossa i innych, wymienione w$2, w których rozwi- 
nięto w odmienny sposób pojęcie krzywizny całkowitej Graussowskiej 
dla rozmaitości, znajdującej się w przestrzeni wyższej, i otrzymano ważne 
przyczynki do teoryi krzywizny Riemannowskiej; w pracach tych 
znajdujemy też wzór na krzywiznę Riemannowską, wyrażoną przez 
spółczynniki formy różniczkowej kwadratowej zasadniczej 


Przestrzeń o krzywiznie stałej Riemannowskiej ma, jak już 
wyżej powiedziano, nieskończenie wiele ruchów w samej sobie, 
a mianowicie daje się rozwinąć na siebie samą 

OD 
oo * sposobami, jeżeli n jest liczbą jej wy- 
miarów. 

Powstaje zagadnienie o badaniu natury takich przestrzeni, 
które nie zezwalają na tyle przekształceń na same siebie, a mają 


tylko przekształceń oo”, gdzie r < Ze) . Tak np. w prze- 


strzeni zwykłej, prócz kuli, mającej oo? „łowów na samą 
siebie, powierzchnie obrotowe mają ich tylko oo”. 


Inne uogólnienie pojecia krzywizny rozmairoscj i tod. 53 


Zagadnieniem tem zajmowali się: Lie (Theorie der Transfor- 
mationsgr. I str. 310, III str. 575). Killing (Orelle CIX, str. 121), 
a w przypadku n= opracował to zagadnienie w zupełności Bianchi 
(Mem, della Societa Ttal. delle scienze (3), XI, str. 267, 1897), 


$ +. 


Inne uogólnienie pojęcia krzywizny rozmaitości lub przestrzeni 
więcej niż o dwóch wymiarach, znajdującej się w przestrzeni wyższej, 


Uogólnienie, które nadał Riemann pojęciu krzywizny, 
stosując je do przestrzeni wyższych, okazało się bardzo ważnem 
i zostało specyalnie wyzyskane w przypadku, w którym krzy- 
wizna Riemannowska jest stała. W innych przypad- 
kach to uogólnienie krzywizny Ganssowskiej ma 
tę niedogodność, że krzywizna posiada nie jednę tylko wartość 
dla każdego punktu przestrzeni lub rozmaitości, a ma tych war- 
tości ARE i , t. j. tyle, ile jest oryentacyj powierzchniowych 
w uważanym punkcie. Wynika stąd potrzeba odmiennego jesz- 
cze uogólnienia pojęcia krzywizny. 

Rozważmy rozmaitość (x—l)- wymiarową Mai, znajdu- 
jącą się w jakiejkolwiek przestrzeni M, n-wymiarowej. 
Jak w przypadku powierzchni, znajdujących się w przestrzeni 
liniowej, uważamy proste styczne do powierzchni, podobnie 
w tym przypadku rozważmy linie geodezyjne rozmaito- 
ści Ma, styczne do rozmaitości .M„_, w punkcie P. Dla powierz- 
chni zwykłych kierunki linij krzywiznowych można 
uważać jako dwusieczne kierunków linij asymptotycznych, t. j. 
jako osi stożkowej, której asymptotami są te ostatnie kierunki 
(patrz Rozdz. XVI, $ 9); podobnież w ogólności, jako miejsce 
stycznych do linij asymptotycznych uważajmy linie geodezyjne 
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rozmaitości JM, ściśle styczne (t.j. z stycznością trójpunktową) 
do rozmaitości .J/„_: w punkcie P; utworzą one rozmaitość kwa- 
dratową, której n—1 osi uważamy za kierunki linij krzy- 
wiznowych. 

Każde dwie ztychosisą wzajemnie pro- 
stopadłe: ich długości. podobnie jak to ma 
miejsce dla przypadku zwykłego wskazują- 
cej Dupina w powierzchniach. są promieniami 
krzywizny przecięć normalnych rozmaitości 
Ma, wziętemi w kierunku linij krzywizno- 
wych (promienie główne): odpowiadają one 
dokładnie maximomi minimom promieni krzy- 
wizny nieskończenie wielu przecięć normal- 
nych. 

Odwrotność iloczynu tych głównych promieni krzywizny 
nazywa się q4rzywizną całkowitą rezmaitości 
wuważanym punkcie. 

Pojęcia powyższe wypływają z rozważań Lipschitza 
i Vossa (cyt. wŚ 2), opartych na teoryi form różniczkowych 
kwadratowych. 

Kronecker (Berl. Ber. 1869, str. 170, 695) i Beez 
(Zeitschr. f. Math. XXI, XXIV, Math. Ann. VII) wychodzą zin- 
nego stanowiska, bardzo zresztą naturalnego. 

Ograniczmy się dla prostoty do przypadku, w którym roz- 
maitość Wn„—ı znajduje się w przestrzeni liniowej S$, i roz- 
ważmy w tej ostatniej rozmaitość kulistą (%—l)- wymiarową 
o promieniu 1, t. j. rozmaitość, ckreśloną przez równanie 


di a ur a AE ae c, — 1 =0; 
równaniem zaś rozmaitości danej niechaj będzie: 
(ty Żono + 1) =0. 
Ustanówmy odpowiedniość między punktami rozmaitości 


Fi f, w sposób analogiczny do stosowanego przy odwzorowaniu 
kulistem powierzchni (Rozdz. XVI, $ 8), t. j- niechaj odpowia- 
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dają sobie wzajemnie punkty, których proste normalne 
sąrównoległe. Rozważmy objętośćielementu nieskończo- 
nostkowego rozmaitości w punkcie P i odpowiadającego mu ele- 
mentu rozmaitości kulistej; granica stosunku drugiego do pierw- 
szego jest krzywizną Gaussowską rozmaitości 
w punkcie P; jest ona równa odwrotności iloczynu promieni 
głównych, o których mowa w rozważaniu poprzedniem. K rzy- 
wizna ta K wyraża się wzozem: 


0, Fi, F „Pi 

K=—_1 Fy, Fas Pa . FH, 
<a J*T1 1 

Bai BF, Ew, . . w z Buk 


gdzie F,, Fj są pochodnemi pierwszemi i drugiemi funkcyi F, 
S zaś równa się VFR}... F. 


Co do tego wyrażenia patrz Ricci (Am. di mat. XH, str. 165, 
a dla =+ Suworow (Ball. des sciences math. LV, str. 186). 


Nazwijmy rozmaitości M,—, należące do przestrzeni Mw, 
płaskiemi, gdy w każdym punkcie wszystkie n—l pro- 
mieni krzywizny są równe co; kulistemi, gdy wszystkie są 
równe tej samej wielkości skończonej, zachowującej stale swą 
wartość przy przejściu od punktn do punktu, wtedy : 

W przestrzeni M, jakiejkolwiek nie ist- 
nieją w ogólności rozmaitości płaskie i kuli- 
ste; jeżeli spółczynniki elementu liniowego 
przestrzeni M, czynią zadość pewnym warun- 
kom, wtedy przestrzeń J/, zawiera co* płasz- 
czyzn lub kul(danego promienia); w przypad- 
ku, gdy M, zawiera co* płaszczyzn, wtedy nie 
mogą w niej istnieć rozmaitosci, których pro- 
mieniegłówne krzywizny, będąc stałemi dla 
każdego pojedyńczego punktu, zmieniają się 
od punktu dopunktu rozmaitości. Innemisłowy, 
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zachodzi to samo co dla przestizeni zwykłej. w której, prócz 
kul, nie ma innych powierzelni, mających własność. iż każdy 
ich punkt jest kolowym (umbilikiem). 

W przestrzeni © krzywiznie stałej Rie- 
manna (patrz $3) istuieją rozmaitości, mające 
w każdym punkcie wszystkie promienie krzy- 
wizny równe,ale zmieniające się od punktu do 
punktu. 

Jeżeli krzywizna całkowita jest zerem 
wkażdym punkcie rozmaitości, wtedyrozma- 
itość ta ma własność. że zkażdego jej punktu 
wychodzi linia geodezyjna przestrzeni M. 
mająca z nią styczność czteropunktową. Sto- 
sując tu nazwy, wzięte zteoryi powierzchni, możemy powie- 
dzieć, że każdy punkt jest punktem parabolicznym 
(patrz Rozdz. XVI, $ 9.. 

Jeżeli krzywizna całkowita jest zerem. i n—-2 z pomiędzy 
promieni głównych krzywizny są oo w każdym punkcie rozimai- 
tości (n—l) - wymiarowej, wtedy przez analogię z przestrzenią 
zwykłą, mówimy, że rozmaitość jest rozwijalną, gdyż two- 
rzy się ona z linij geodezyjnych przestrzeni 4/, w sposób podo- 
bny do tego, w jaki powierzchnia rozwijalna tworzy się z pro- 
stych w przestrzeni zwykłej. 

Pokrewnem z poprzedzającemi jest następujące twierdzenie 
A. Brilla (Math. Ann. XXVI, str. 302). 

Rozmaitość pseudosferyczna (o krzywi- 
znie Riemanna ujemnej) trójwymiarowa rze- 
czywista nie istnieje w przestrzeni liniowej 
czterowymiarowej, lecz tylko w przestrzeni 
liniowej pięciowymiarowej. 

Ogólniej (Bianchi, Differentialgeometrie, Lipsk 1899, 
str. 619): W przestrzeni (n-l)-wymiarowej S»u 
(n>2) o krzywiznie Riemannowskiej Kstałej 
nie istnieje żadna rozmaitość o krzywiznie 
Riemannowskiej K,stałej, jeżeli K, -K jest uje- 
mne; jeżeli ta różnica jest dodatnia. wtedy 
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odpowiednie powierzchnie są tylko nadku- 
lami. 

Wspomnimy jeszcze o tem, że uogólniono dla rozmaitości wyż- 
szych i inne pojęcia oraz twierdzenia teoryi powierzchni. 

Uogólnienie wzorów Codazziego doprowadza do układu 


1 , ; : 
ra n(n—1)(5n—1) wzorów dla rozmaitości n-wymiarowej, znajdu- 


jacej się w przestrzeni liniowej; twierdzenie Eulera uogólnił J o r- 
dan (Comptes rendus. LXXIX, 1874, str. 912), twierdzenie D u- 
pina: Lie (Gott, Nachr. 1878), Klein (Math. Am, V), Cesżro 
(Geom. intrinseca). Wykład Geometryi różniczkowej przestrzeni wyż- 
szych zawiera dzieło Killinga, Die Nicht-Euclid. Raumt.. Lipsk 
1885. 


S 2. 


Geometrya różniczkowa rozmaitości dwuwymiarowych (powierzchni), 
znajdujących się w przestrzeniach o krzywiznie stalej Riemanna. 


W niektórych badaniach nowszych, a zwłaszcza w bada- 
niach Bianchi'ego, uogólniono zwykłą geometryę różnicz- 
kową powierzchni dla przypadku, w którym te powierzchnie 
znajdują się w przestrzeniach trójwymiarowych o krzywiznie 
stałej . 

Niechaj elementem przestrzeni trójwymiarowej o krzywi- 


znie stałej będzie Sa albo —Hi odpowiedniemi formami będą 


ds? = R (zk da? + da? + dr- dx), gdzie wielkości z czynią 
zadość związkowi ała, 2+ rq” Hay? ==1; znaki górne stosują 
się do przestrzeni hyperbolicznej. 

Do każdej powierzchni w takiej przestrzeni należą dwie 
zwykłe formy różniczkowe kwadratowe; pomiędzy spółczynni- 
kami Æ, F, G, D, D', D" tych form zachodzą trzy związki, z któ 
rych dwa pierwsze są wzorami Codazziego (patrz 
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Rozdz. XVI, $ 8), trzeci zaś związek Gaussa zamienia się na 
następujący : 


DD" — D”? 

EEE iR) 

gdzie K jest krzywizną przestrzeni, k-krzywizną bez- 
względną powierzchni (odnoszącą się do pierwszej formy 
różniczkowej zasadniczej). Strona pierwsza tego związku na- 
zywa się krzywizną względną powierzchni; równa się 
ona odwrotności iloczynu dwóch promieni głównych krzywizny 
zredukowanych 73, r». 


Bianchi badał w przestrzeniach o krzywiznie stałej p o wierz- 
chnie o krzywiznie bezwzględnej zerowej (Ace. 
Torino 1895, Annali di mat. (2) XXIV, (3) H), do których należy 
powierzchnia Clifforda (patrz Klein, Math. Ann.XXXVH, 
Killing, tamże XXXIX); badał powierzchnie najmniejsze (Rend. 
Lincei 1880, Annali di mat. (3), H; temi powierzchniami zajmowali 
się także Lipschitz, Crelle LXXXVIII, i Cayley (Compt. 
rend. CXI, 1890); powierzchnie typu Liouville'a, dla których 
>+ = 2 albo 74 -r =0 i t. d. (patrz prace cytowane). Tenże 
autor zajmował się też układami Weingartena (patrz Rozdz. 
XVI. $ 14) w przestrzeniach o krzywiznie stałej (Mem. Lincei (+), 
IV, 1887). Wyznaczeniem objętości w przestrzeniach o krzywi- 
znie stałej zajmowali się: Simon (Math. Ann. XLII), D'Ovidio 
(Acc. Torino 1893), Loria (Giorn. di Battag. XXVI). O innych pra- 
cach w tym przedmiocie, nie odnoszących się specyalnie do geometryi 
nieskończonostkowej, mówimy w Rozdziale następnym. 

Wspomnimy wreszcie, że podział foremny przestrzeni 
nieeuklidesowej lub pseudosferycznej na wielo- 
ściany przystające prowadzi do zagadnienia o grupach nie- 
ciągłych podstawie liniowych jednej zmiennej (Poincaré p. Repert. 
I. Rozdz. XIV, 3 2). O tych badaniach patrz Bianchi, (Math. Amn. 
XXXVIII, XL, XLII i Rend. Lincei 1893), 


ROZDZIAŁ XXI. 


GBOMETRYA BEZWZGLĘDNA |SPECYALNIE GEOMETRYA 
NIEEUKLIDESOWA NA PŁASZCZYZNIE 1 W PRZESTRZENI. 


$1. 
Zarys historyczny geometryi nieeuklidesowej. 


Cała metryka geometryi euklidesowej opiera się na hy- 
potezie, której logicznie nie można dać pierwszeństwa 
przed żadną inną podobną; jedyny powód jej pierwszeństwa 
pochodzi z prawdopodobnego przystosowania się do niej na- 
szych zmysłów. Taką hypotezą jest w istocie rzeczy ta, która 
wiąże się ze sławnym postulatem o liniach równo- 
ległych Elementów Euklidesa. 

W różnych czasach czyniono liczne usiłowania, by udo- 
wodnić ten postulat albo też zastąpić go innemi; po szczegóły 
w tym przedmiocie odsyłamy do dzieła Engela i Stäckela 
(Die Theorie der Parallelinien von Euklid bis auf Gauss“ (Lipsk 
1895). Pomiędzy temi usiłowaniami znanemi są najwięcej roz- 
ważania Legendre'a, zawarte w dwóch pierwszych wyda- 
niach jego „Elementów geometryi* (1794), (patrz też Móm. de 
Paris 1833 i „Planimetryę* Baltzera); godnemi są też uwagi 
dawniejsze rozważania Girolama Saccheri'ego (Euclides ab 
omni noevo vindicatus etc., Medyolan 1738), na które Beltra- 
mi zwrócił uwagę matematyków (Lincei Rend. 1889), oraz 
Lamberta (1766), (patrz wspomn. wyżej dzieło Engela- 
Stickela). 


Pascal. Rep. II 44 
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Zdaje się, że Gauss posiadał już sposób rozwiązania tego 
problematu (patrz Engel-Stżckel l.c., Math. Ann. XLIX. 
str. 159, Bull. des. sciences math. 1897, str. 206, wreszcie Gauss, 
Werke t. VIIL, 1900); lecz dopiero Łobaczewski i Jan 
Bolyai, syn Wolfganga Bolyaia, pierwsi w osobnych 
rozprawach podali nowe i oryginalne poglądy na prawdziwą istotę 
teoryi ogólnej równoległych, przyjmując za zasadę podstawową. 
że postulat o liniach równoległych nie jest prawdą, dającą się 
wyprowadzić logicznie z innych, lecz że jest od innych niezależ- 
nym. Prace Łobaczewskiego otym przedmiocie są na- 
stępujące: „Wykład zasad geometryi it. d.“ (przedstaw. Uni- 
wersytetowi kazańskiemu w r. 1826), „Nowe podstawy geome- 
tryi* (Zapiski Uniw. kazańskiego 1885—1858). Prace te Engel 
przełożył na język niemiecki i wydał w tomie, ogłoszonym 
u Teubnera w Lipsku w r. 1899; dalej idą: „Góomótrie imagi- 
naire“ (Crelle XVII), „Geometrische Untersuchungen“ (Berlin 
1840), „Pangeometrya* (Kazań 1855). Praca Bolyai'a ma 
tytuł „Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens ete. “ 
i wydane zostało jako dodatek do książki Wolfganga Bolyai'a 
„Tentamen etc.” (1832), 

W ten sposób utworzona została teorya, którą nazwano 
Geometryą bezwzględną, Geometryą urojoną, 
Pangeometryą, Geometryą abstrakcyjną, Me- 
tageometryą, albo mniej właściwie Geometryą nie- 
euklidesową. Powstała tedy Geometrya ogólna, w której 
nie zakładamy koniecznie protestu Euklidesa i która zawiera 
w sobie geometryę euklidesową, jako przypadek szczególny. 

Nadmienić wypada, że nazwą Geometryi nieeukli- 
desowej oznaczamy tę część Geometryi bezwzględnej, z któ- 
rej wyłącza się przypadek szczególny geometryi euklidesowej; 
tym sposobem (reometrya bezwzględna dzieli się na dwie: 
na euklidesową i nieeuklidesową 

Dodajmy jeszcze, że Łobaczewski, przyjąwszy po- 
stulat o prostej nieskończonej, doszedł do jednej tylko 
z dwóch geometryj nieeuklidesowych, mianowicie do t. zw. geo- 
metryi hyperbolicznej (patrz $ 2). 
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We wzorach Greometryi bezwzględnej występuje stała nie- 
oznaczona, której wartość charakteryzuje przestrzeń rozważa- 
nych utworów geometrycznych w ten sam sposób, w jaki war- 
tość krzywizny charakteryzuje przestrzeń Riemannowską o krzy- 
wiznie stałej; wartość tej stałej nieoznaczonej 
może dać tylko doświadczenie. Tym sposobem po- 
stulat Euklidesa lub każdy inny podobny można uważać jedynie 
zą dany doświadczalnie i sprawdzający się 
w granicach naszych spostrzeżeń. 

Do wyjaśnienia i utrwalenia nowej nauki przyczyniły się 
w dwóch różnych kierunkach pomysły Riemanna o prze- 
strzeniach z krzywizną stałą (patrz Rozdz. XX) i pomysły Cay- 
ley'a (Phil, Trans. 1859) o sposobach określania rzutowego 
metrycznych własności figur. Pożytek, jaki geometrya nieeukli- 
desowa może mieć z teoryi powierzchni i przestrzeni o krzywi- 
znie stałej według Riemanna, wykrył pierwszy Beltrami 
(Saggio d'interpretazione della Geometria non euclidea, Giorn. di 
Batt. VI, 1868; Annali di mat. I); związek zaś pomiędzy bada- 
niami Cayley'a a pojęciami geometryi bezwzględnej znalazł 
Klein (Math. Ann. IV, VI). Te pokrewieństwa wykazały ści- 
śle niemożność wywodu logicznego postulatu Euklidesa, co Ł o- 
baczewskii Bolyai przyjmowali byli bez dowodu. 


Inne prace specyalne o Geometryi bezwzględnej ogłosili: C a y- 
ley (Math. Ann. V), Story (Amer. Journ. IV, V), Sim on (Crelle 
CIV), którzy uogólnili wzory trygonometryczne; Battaglini (Giorn. 
di Batt XII, XVI), d'Ovidio (Mem. Lincei 1875—76, Atti Torino 
1891—93) i wielu innych. Pomiędzy głównemi książkami wykłado- 
wemi o geometryi nieeuklidesowej wymieniamy dzieła: F risch- 
haufa (Lipsk 1875), Killinga (Lipsk 1885), Mansiona (Paryż 
1893. Mathesis 1895 ),tegoż „Pierwsze zasady Mategeometryi* przekład 
polski $. Dicksteina, „Wiad. mat. I, 1897 i w osobnej odbitce), 
wykłady litografowane Kleina (1889—90). Dalej do oryginalnych 
prac o geometryi nieeuklidesowej należą: De Tilly'ego „Recher- 
ches sur les éléments de géométrie“, Bruksela 1860) „Essai sur les 
principes fondam. ete.“ (Mém. de Bordeaux (2), HI, 1877), „Essai de 
geom. anal. générale (Mém. de Belgique 1892), Flye 8. M arie' ga 
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„Études analytiques etc.“ (Paryż 1871). Przedmioty ogólniejsze trak- 
tuje „Fondamenti di Geometria* Veronesego iprace cytowane 
wyżej i w Rozdz. XIX, $1; dodatek do dzieła Veronesego za- 
wiera bardzo szczegółowe wiadomości historyczno-krytyczne, patrz 
też artykuł Mansiona w Revue des questions scientifiques“ 1895) 
w którym uwzględnione są poszukiwania De Tilly'ego. O waż- 
nych badaniach Liego w t. III dzieła „Theorie der Transforma- 
tiansgruppen* patrz F. Klein Zur ersten Verteilung des Lobat- 
schewsky-Preises (Math. Ann. L, 1898, str. 583—600), Barbarin, 
Ktudes de gèom. anal. non euclidienne, Bruksela 1900). 


g 2. 


Postulat V-y Euklidesa. Wyniki, otrzymane przez Łobaczewskiego 
i Bolyal'a. Trzy geometrye z punktu widzenie elementarnego. 


Postulat V-y Euklidesa brzmi: 

Jeżeli kąty wewnętrzne, utworzone po jed- 
nej stronie przez prostą z dwiema innemi prze- 
cinającemi ją prostemisą takie, że suma ich 
jest mniejsza od dwóch kątów prostych,wtedy 
te dwie proste przedłużone spotykają się po 
tejże stronie. 

Wymieniamy jeszcze inne postulaty euklidesowe, kładąc 
przy nich numery kolejne, przyjęte w wydaniach Euklidesa, 
np. w ważnem wydaniu Heiberga (1883—1888). Co do 
uwag krytycznych o postulatach, patrz Tannery (Bull. des 
sciences math. (2) V, VIII i artykuł Mansiona (Soc. scient. des 
Bruxelles XIV, 1889—90). O postulatach Geometryi patrz naj- 
nowszą pracę Hilberta: „Ueber die Grundlagen der Geome- 
trie* (Lipsk 1899). 

I. Dwapunkty dane można zawsze połą- 
czyć prostą. 
I. Linię prostą można przedłużyć. 
III. Mając dany środek jakikolwieki dany 
promień, możemy zawsze nakreślić 
koło. 
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IV. Wszystkie kąty proste są równe. 

VI. Dwie proste nie zamykają sobą prze- 

strzeni skończonej. 

Trzy pierwsze postulaty nazywają się postulatami 
konstrukcyi. 

Usiłowania udowodnienia postulatu V-go doprowadziły do 
zastąpienia go innemi. Wallis w 1693 r. w dwóch notach do 
„Elementów Greometryi* (patrz Engel-Stiekel l. c.) zastą- 
pił go następującym: Istnieją trójkąty podobne. 
Postulat ten jest zresztą za obszerny i można go zastąpić in- 
nym (spostrzeżenie Saccheri'ego): Istnieją dwa trój- 
kąty o kątach odpowiednio równychinierów- 
noważne. 

Inny postulat zamiast Euklidesowego wprowadził Le - 
gendre: 


a) Zpunktu zewnątrz prostej można po- 
prowadzić do niej jednę tylko równoległą, co 
odpowiada przyjęciu, że istnieje jeden tylko punkt 
w nieskończoności na prostej. 

Twierdzeniami równoważnemi postulatowi Euklidesa 
są następujące : 

b) Sumatrzech kątów trójkąta równa się 
dwom kątom prostym. 

c) Wcezworoboku, w którym dwa kątysą 
prostea dwa boki przeciwległe,przyległe ką- 
tom prostym, są równe—i dwa pozostałe kąty 
są proste (postulat, przyjęty przez Saccheri'ege.. 

d) W ezworoboku trójprostokątnym kąt 
czwarty jest prostym (postulat, przyjęty przez LLam- 
berta i mało różniący się od poprzedniego). 

Hypotezy. w których przyjmujemy, że te kąty są roz- 
warte albo ostre, nazywamy dla krótkości hypotezą 
kąta rozwartegoi hypotezą kąta ostrego Sac- 
cheri'ego lub Lamberta. 

Niezależnie od przyjęcia postulatu, mamy twierdzenia na- 
stępujące; 
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Jeżeli przyjmiemy istnienie trójkąta, dla 
któregosuma kątów równa się dwom kątom 
prostym, to toż samo zachodzić będzie w każ- 
dym innym trójkącie (Legendre). 

Jeżeli przyjmiemy, że prosta ma punkty 
w nieskończoności, to suma kątów trójkąta 
nie może być wyższa od dwóch kątów prostych 
(Legendre). 

Przy tem założeniu nie można przyjąć hypotezy kąta roz- 
wartego Saccheri'ego lub Lamberta. 

Jeżeli postulat Saccheri'ego lub Lamberta jest praw- 
dziwy w jednym przypadku, to jest prawdziwy zawsze. 

Jeżeli hypoteza kąta prostego albo rozwartego Sa cc h e- 
ri'egolub Lamberta jest prawdziwa w jednym przy- 
padku, to jest prawdziwa zawsze. 

Stosownie do tego, czy suma trzech kątów trójkąta jest 
mniejsza od dwóch kątów prostych, równa dwóm kątom pro- 
stym, albo większa od dwóch kątów prostych, prawdziwą jest 
odpowiednio hypoteza kąta ostrego Saccheri'ego, hypoteza kąta. 
prostego, wreszcie hypoteza kąta rozwartego (Saccheri). 

Przy przyjęciu hypotezy o sumie dwóch 
kątów trójkąta, mniejszej od dwóch kątów pro- 
stych, dwie proste albo przecinają się, albo są 
asymptotami jedna dla drugiej (zbliżają się 
nieograniczenie, nie spotykając się) albo też 
mają prostopadłą wspólną, od której począw- 
szy, rozchodzą się (Iw. Saccheri'ego). 

Przy tejże hypotezie pole trójkąta jest 
proproporcyonalne do niedomiaru kątowego, 
jeżeli przez niedomiar rozumiemy różnicę 
pomiędzy dwoma kątami prostemi a sumą 
trzech kątów trójkąta (bw. Lamberta). 

Jeżeli przyjmiemy, że przez punkt, poło- 
żony wewnątrz kąta trójkąta, można popro- 
wadzić prostą przecinającą oba ramiona kąta, 
to wyniknie stąd, że suma trzech kątów trój- 
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kąta nie jest mniejsza od dwóch kątów pro- 
stych (Legendre, patrz Baltzer, Leipz. Ber. 1870, 
Crelle LXXIII, str. 372). 


Z twierdzeń poprzedzających wypływa jasno podział Greo- 
metryi ogólnej na trzy główne gatunki, mianowicie: 

L Geometrya Łobaczewskiego lub hyper- 
boliczna. Prosta jest w niej nieograniczona lub otwarta. 
Pystulat V-y nie stosuje się; stosuje się natomiast postulat VI-y. 
Suma kątów trójkąta jest mniejsza od dwóch kątów prostych. 

Greometrya ta odpowiada hypotezie kąta ostrego Sac- 
cheri'ego lub Lamberta. 

Z każdego punktu można poprowadzić do prostej danej 
dwie proste równoległe. W geometryi tej wyobrażamy sobie, 
że prosta ma dwa punkty w nieskończoności. 


Jeżeli oznaczymy, jak zwykle, przez a, Ó, c, A, B, C boki 
i kąty trójkąta, wtedy zachodzić będą związki na- 
stępujące: 


M M: s 10, ; 5 ; 
sin -> sin C = sin p Su B, (Twierdzenie o wstawie) 


R 


KL: NEK) b . b a 

sin -~ cos A + sin —g cos -y COS C= sin- 608 -p >? 

cos& = cos LIPCE sin LIPCE (Tw. o do- 
cos 4 + cos B cos C = sin B sin C cos ję, 

in Csin A = sin B cos $ C sin A cos 2- 

sin C sin 4 = sin B cos —5z — cos ( sin A cos -g-, 


w których Roznacza liczbę stałą cz ysto-urojoną; możnaby 
więc sposobem zwykłym zastąpić w tych wzorach funkcye ko- 
łowe funkcyami hyperbolicznemi. 


Trzeci z powyższych związków podał w r. 1825 Taurinus, 
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który równocześnie z Łobaczewskim pracował nad zasadami 
geometryi (patrz (Engel-Stickell.e.). 


Lambert zaś wr 1766 zauważył, że geometrya na tej 
hypotezie kąta ostrego oparta, daje się interpretować na kuli 
opromieniu urojonym; poprzednie wzory trygonome- 
tryczne stwierdzają słuszność tego spostrzeżenia. 

W Geometryi Łobaczewskiego krzywe, których 
punkty mają odległości równe od prostej danej (krzywe rów- 
nych odległości), posiadają następujące własności. 

1. Normalneich są wszystkie prostopadłe 
do prostej, i odwrotnie. 

2. Każda prosta, spotykająca krzywą w dwóch 
punktach, tworzy wtych punktach kąty rów- 
nez krzywą. 

3. Dwiestyczne, poprowadzone do krzy- 
wejzjednego punktu, mają równe długości. 

Krzywa, mająca własności 2 i 3 i nadto własność, że 
jej normalne są wszystkie równoległe, nazywa się horycy- 
klem lub krzywą graniczną Łobaczewskiego. 
Jest ona przypadkiem granicznym krzywych równych odległo- 
ści i zarazem przypadkiem granicznym koła. 

Horycykl można uważać za koło, którego 
środek znajduje się w nieskończoności. 

W przestrzeni hyperbolicznej o trzech wymiarach mamy 
podobnie horysferę lub powierzchnię graniczną 
Łobaczewskiego; powierzchnie te odpowiadają powierz- 
chniom, które Bolyai oznaczał literą F. 


II. Geometrya euklidesowa lub parabo- 
liczna. Prosta jest nieograniczona lub otwarta  Stosują się 
pewniki Vi VI. Suma kątów trójkąta równa się dwóm kątom 
prostym. 

Greomietrya ta odpowiada hypotezie kąta prostego Sac- 
cheri'ego lub Lamberta. 

Z punktu można poprowadzić jednę tylko równoległą 
do prostej danej. Prosta ma jeden tylko punkt w nieskończo- 
ności . 


Postulat V-y Euklidesa i t. d. 697 


Stosują się tu powyższe wzory trygonometryczne, gdy przyj- 


miemy w nich + = 0 lub R= œ, a zatem gdy zamiast 
R sin F weżmiemy a, zamiast cos p jedność . 


III. Geometrya Riemanna lub eliptyczna, 
Prosta jest zamknięta i skończona. Nie stosuje się ani pewnik 
V, ani też tem bardziej pewnik VI. Suma kątów trójkąta jest 
większa od dwóch prostych. 

Greometrya ta odpowiada hypotezie kąta rozwartego Sa c- 
cheri'ego lub Lamberta. 


Z punktu danego nie można poprowadzić żadnej równo- 
ległej do prostej danej; prosta nie ma żadnego punktu 
w nieskończoności. 

Wzory trygonometryczne są te same, co poprzednio, ale na- 
leży w nich Æ uważać za liczbę rzeczywistą dodatnią. 

Klein pierwszy zauważył, że geometryę tę należy po- 
dzielić na dwie, a to sposobem następującym: 

Przy pomocy wzorów trygonometrycznych znajdujemy, że 
jeżeli dwie proste spotykają się w pewnym punkcie, to spoty- 
kają się i w drugim odległym na Fx od pierwszego, oraz że gdy 
na prostej wyjdziemy z pewnego punktu, to po drodze równej 
najwyżej ZRa, powrócimy do punktu wyjścia. Przy tej za- 
sadzie możliwe są dwie hypotezy, a mianowicie: 

a) Przebiegając po prostej, wracamy po raz pierwszy do 
punktu wyjścia, przebywszy drogę równą Rx; wtedy punkt 
drugi, w którym spotykają się dwie proste, jest ten sam co pierw- 
szy stąd wypływa twierdzenie: dwie proste spoty- 
kają się w jednym tylko punkcie; przez dwa 
punkty przechodzi jednatylko prosta. Długość 
prostej równa się wtedy Rz. Geometrya, na tej hypotezie oparta, 
nazywa się geometryą Riemanna pojedyńczą lub 
geometryą eliptyczną pojedyńczą. 

W Greometryi tej największa odległość dwóch punktów 
jest 4Ra; jeżeli damy punkt, to wszystkie punkty odległe od 
niego na 4 Ra, tworzą prostą. 
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Płaszczyzna w tej geometryi nie dzieli się na dwie części 
przez prostą na nie'. 

b) Przebiegając po prostej, powracamy po raz pierwszy 
do punktu wyjścia, odbywszy drogę ZRx; wtedy dwie proste 
spotykają się zawsze w dwóch punktach i istnieją pary punktów, 
przez które przechodzi nieskończenie wiele prostych. Długość 
każdej prostej równa się 2Ra; Greometrya, oparta na tej hypo- 
tezie, nazywa się Geometryą Riemanna lub elip- 
tyczną podwójną (Klein). 

Największa odległość pomiędzy dwoma punktami jest Ka, 
dla danego punktu istnieje tylko jeden punkt, odległy od niego 
na Rx. Istnieje zawsze prostopadła wspólna do dwóch pro- 
stych danych. Płaszczyzna przez każdą prostą na niej albo przez 
każdą linię zamkniętą rozpada się na dwie części. Każde 
koło ma dwa środki. 

Ta specyalna Greometrya Riemannowska jest podobna do 
Greometryi sferycznej i daje się interpretować na kuli. 

Jeżeli interpretujemy Geometryę eliptyczną na powierz- 
chni o krzywiznie stałej dodatniej, wtedy podział tej Geometryi 
na dwie inne ma związek z hypotezą podwójną, jaką uczynić 
można o dwustronności i jednostronności po- 
wierzchni (patrz Rozdz. XVIII, $ 1). 


To odróżnienie dwóch geometryj Riemannowskich, nie spo- 
strzeżone przez niektórych matematyków, np. przez Beltrami'ego, 
znalazł Klein (Math. Ann. IV, str, 604 nota i VT, str. 125), patrz 
także Newcomb Crelle LXXXII i Killing (1.c.); ten ostatni 
nazywa przestrzeń eliptyczną pojedyhńczą: formą biegunową 
przestrzeni Riemanna. Porów. t. I wspomnionych już 
wykładów litografowanych Kleina, str. 243, 293. 


Zauważmy, że postulat IV stosuje się do wszystkich trzech 
geometryj; odpowiada on w pewien sposób postulatowi o nie- 
zmienności figur, bez którego nie można zbudować żad- 
nego układu geometrycznego (patrz De Tilly, Essai sur les 
principes fondam., Bordeaux, 1879, str. 18); podobnież stosują 
się do wszystkich trzech geometryj postulaty I; II, III. 


Zwykłe związki metryczne w postaci rzntowej. 699 


De Tilly w pracach, cytowanych w paragrafie poprzed- 
nim, a zwłaszcza w pracy z r. 1893, utworzył trzy geometrye, 
wychodząc jedynie z pojęcia odległości, uważanego za pier- 
wotne, i wyłączając kąty. Już dawniej Fourier miał tęż 
samą myśl zbudowania całej geometryi euklidesowej na tem po- 
jęciu (porów. ustęp, powtórzony w „Mathesis* IX, str. 189—141, 
1889). De Tilly dla scharakteryzowania trzech geometryj 
korzysta ze związku, zachodzącego pomiędzy odległościami 
czterech punktów na płaszczyżnie i ze związku pomiędzy 
odległościami pięciu punktów w przestrzeni. wskazanych już 
przez Lagrange'a, badanych przez Cayley'a, uogólnionych 
wreszcie przez Scheringa na przestrzenie nieeuklidesewe 
(patrz Rozdz. I, $ 3 i 4), i na tych związkach opiera zasady trzech 
geometryj. Z tychże zasad otrzymał on też dowód niemożliwo- 
ści wywodu logicznego postulatu Euklidesa, czego pierwsi 
twórcy geometryi bezwzględnej nieuczynili, a co wynikło dopiero 
zprac Beltrami'ego. Nadto De Tilly podał dowód, że 
nie istnieje żaden inny system geometryi, prócz systemu euklide- 
sowego i dwóch nieeuklidesowych. Co do krytyki prac De Til- 
ly'ego patrz „Fondamenti* Veronesego str. 592. 


$ 3. 
Zwykłe związki metryczne w postaci rzutowej. 


Związki metryczne zwykłe można przedstawić w postaci 
rzutowej, uważając na płaszczyznie dwa punkty kołowe urojone 
w nieskończoności, w przestrzeni zaś koło urojone w nieskoń- 
czoności (Rozdz. IV, $ 3; V, § 2): 

Niechaj £; , £a, L3, L'i, ©', L'y będą spółrzędne jednorodne 
dwóch punktów P, P‘; 64, 64. 63, 61, 6, 62 spółrzędne dwóch 
punktów kołowych płaszczyzny (Rozdz. I, § 8); odległość 
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między dwoma punktami wyraża się wzorem: 


RZE) (xw E’) 
(LEE) (WĘG) 


== 


1 


gdzie Rjest stałą zależną od jedności miary. 

Jeżeli wprowadzimy jednostkę miary, przyjmując, że odle- 
głość dwóch punktów a, a' równa się 1, wtedy wyrażenie 
rzutowe odległości; będzie postaci: 


_ VOLE (cw E) (agg) (węg) | 
Vaa È) (aa E) (c$$) (2 EE’) 


Niechaj uw =0, w„==0 bedą równania dwóch prostych na 
płaszczyznie w spółrzędnych jednorodnych; kąt pomiędzy 
prostemi wyrazi się we wzorach rzutowych 
w ten sposób: 

ft , 7 e rA + á 
ye A. ugdz tH Ut - siog i Uny —WyUp 

Vus Uy . WgWz 2 Vuzug. WW y 

Ważnem jest w tym względzie twierdzenie Laguerrea 
(Nouv. Ann. XII, str. 64, 1853, podane już przez nas Roz. I, $ 3): 

Kąt w dany jest przez wzór 


1 Ng. Wz 
w = -> lo 
2 


3 


Ug. Ug 


; ; sa FA A 
t.j.» równa się z, pomnożonemu przezlogarytm 


stosunku harmonicznego czwórki, utworzo- 
nej przez dwie proste dane i przez dwie proste, 
idące do punktów kołowych. 
Aby znaleść wzory analogiczne dla przęstrzeni, należy 
wprowadzić rozważanie koła urojonego w nieskończoności. 
Dajmy, że mamy wyznaczyć odległość punktów danych 
w spółrzędnych jednorodnych: æ, £z, 24, Laj 84,0, 03, 04. 
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Utwórzmy stożek kwadrykowy, który rzuca z pun- 
ktu Yı, Yə Ys, Yı przestrzeni koło urojone w nieskończoności 
i niechaj F(X,y) będzie równaniem takiego stóżka, w którym X 
oznaczają spółrzędne bieżące; niechaj dalej 7(X)==0 będzie 
równaniem płaszczyzny, przechodzącej przez koło urojone w nie- 
skończoności. Odległość pomiędzy dwoma punk- 
tami przestrzeni wyrazisię wzorem: 


_ p JF) 
= En T(z) * 
gdzie R jak zwykle oznacza stałą zależną 
tylko od jednostki miary, a którą możemy wy- 
znaczyć, jak wyżej. 

Niechaj będą dwie proste, wychodzące z punktu y; niechaj 
na jednej z nich znajduje się punkt (x), na drugiej punkt (z'); 
oznaczmy przez F biegunową formy F z biegunem (x) i wzglę- 
dem zmiennych (z), przez Pw (xy)=0—równanie płaszczyzny stycz- 
nej, poprowadzonej przez punkt (x') do stożka z wierzchołkiem 
w punkcie (Y); kąt pomiędzy dwiema prostemi 
wyrazi się wtedy wzorami: 


; ! | VBzla 
COS W = NE) SME sin w mj _ Ie (my) _ z (2,4) 


vF(a,y) FŒ, y) VFla,y) F(w,y) | 
apomiędzy Fi $ zachodzić będzie związek: 
Bu (zy) = Fa (xy) — F(zy) F(wy). 


Kąt 6 mówi dwiema płaszczyznami jest 


iloczynem przezlogarytm stosunku podwój- 


3 
nego czwórki, utworzonej z dwóch płaszczyzn 
danych i z dwóch innych, przechodzących 
przez oś, istycznych do koła urojonego w nie- 
skończoności 

Jeżeli koło urojone w nieskończoności uważać będziemy za 
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— aaau IMIM 


kwadrykę obwiednią zniekształconą, wtedy trzy osi główne ja- 
kiejkolwiek kwadryki będą trzema krawędziami czworościanu 
samosprzężonego (patrz Rozdz. V, $ 1i 4), odnoszącego się do 
danej kwadryki i do kwadryki zniekształconej, którą przedsta- 
wia koło urojone w nieskończoności. 

Kwadryki spółogniskowe (Rozdz. V, $3) są kwadrykami, 
wpisanemi w tęż samą powierzchnię rozwijalną, zawierającą 
koło urojone w nieskończoności. 


$ 4. 


Absolut Cayley'a. Metryka rzutowa. Interpretacya rzutowa 
trzech geometryj. 


Cayley w szóstej swej rozprawie o teoryi form alge- 
braicznych dwójkowej i trójkowej (Phil. Trans. 1859) podał 
pomysł głęboki, o którym mówić tu będziemy; pomysł ten 
Klein (Math. Ann. IV, VI) zastosował do rzutowej interpre- 
tacyi geometryi nieeuklidesowej. 

Formy gatunku 1-go. Ustalmy na prostej parę punk- 
tów, którą nazwijmy absolutem prostej. Jeżeli x,, z» są 
spółrzędnemi jednorodnemi bieżącemi punktu prostej, wtedy 
parę punktów przedstawi forma dwójkowa kwadratowa zmien- 
nych 2, £a, którą oznaczmy przez Zaz. Do absolutu odnieśmy 
stosunki metryczne pomiędzy punktami prostej. 

Niechaj «©, æ’ będą punkty dane, $, 6' punkty absolutu; 
utwórzmy stosunek podwójny 


EE) 
(SE) E) ’ 
i nazwijmy odległością dwóch punktów z, æ! wyra- 
żenie: 
r = hlogl, 


Absolut Cayley'a. Metryka rzutowa i t. d. 103 
gdzie R jest stałą dowolną. Jeżeli Xz» Oznacza biegunową 
formy Zz. 0 biegunie x', wtedy: 


© e ; 
r = Rlog ZE) z — Èe Err 
ar = V2% Da po Dorr 
Odległość rczynizadość związkowi zasa- 
dniczemu (któremu czynią zadość i odległości na prostej, poj- 
mowane w zwykłem znaczeniu tego wyrazu) : 


Na ra Hry = 0, 


gdzie r, oznacza odległość punktów ż, j. Meżemy odróżnić trzy 
przypadki: 

I. Dwa punkty $i$' są różne (t. j. wyróżnik formy 2 
jest różny od zera) i utojone sprzężone. W przypadku 
tym mamy geometryęeliptyczną na pro- 
stej. 

Ir. Dwa punkty $, € zlewają się. Mamy geometryę 
paraboliczną. 

III. Dwa punkty 6, $' są rzeczywiste. Mamy geome- 

tryę hyperboliczną. 

W geometryi hyperbolicznej dwa punkty 6, $ mają odle- 
głość nieskończoną od każdego innego punktu; prosta ma dwa 
punkty w nieskończoności 

Odległość w przypadku geometryi parabolicznej wypada 
zawsze równa zeru, gdy R dąży do oo. Kładziemy wtedy 


tu Z4 yty Ea =6--eć,, zamiast R piszemy z i określamy 


odległość jako granicę, mianowicie : 
r==lim [2 log D | i 
s=() E 
W geometryi parabolicznej jedyny punkt $ jest punktem 


w nieskończoności, t. j. ma odległość oo od każdego innego pun- 
ktu; odległość r pomiędzy dwoma punktami 


704 Rozdział XXI. — $ 4. 
wyraża się jako różnica dwóch dwustosunków 


„ — _(*0)(E6) _ (20) (Eg) 
~ («6)(E0)  (x6)(EO) ? 


gdzie O jest początkiem na prostej, E zaś pun- 
ktem— jednością. 

W Greometryi eliptycznej długość prostej jest skończona 
irówi:. ZRz. 

Formy gatunku 2-go. Wyobrażmy sobie na płaszczyznie 
stożkową o równaniu Że, ==0, nazwijmy ją absolutem 
płaszczyzny; równaniem jej w spółrzędnych prostej niechaj 
będzie 5,,==0. 

Każda prosta płaszczyzny przecina stożkową w dwóch 
punktach, które są rzeczywistemi, urojonemi sprzężonemi albo 
zlewającemi się; te punkty będą punktami zasadnicze- 
mi dla Geometryi na prostej płaszczyzny. 

Z każdego punktu płaszczyzny można poprowadzić dwie 
styczne do stożkowej absolutnej; te dwie proste będą 
prostemi zasadniczemi dla geometryi pęku 
prostych, wychodzących z tego punktu. 

Odległość dwóch punktów (æ), («') określamy 
za pomocą wyrażenia : 


po + V2 Taa => Pm Da `. 


r= R lo — 
5 Do — PRZE T <mTt D wa i 


kąt dwóch prostych (u), (w) za pomocą wyrażenia: 


2 y 
ö = R' log Kuw + VS uy = Duu Śwu 3 
Suw iii VS Zw == Kuu Swu 

Stożkowa absolutna jest miejscem punktów płaszczyzny, 
mających odległość nieskończoną od punktu danego. 

Miejscem punktów płaszczyzny, mających odległość stałą 
od punktu danego (x) jest stożkowa, dotykająca stożkowej abso- 
lutnej w dwóch punktach, w których tejże stożkowej dotyka 
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biegunowa punktu (x). I wzajemnie: Proste, które z prostą 
daną (w) tworzą kąt stały, obwodzą stożkową, dotykającą stoż- 
kowej absolutnej w dwóch punktach jej przecięcia z prostą u. 

Proste, spotykające się na stożkowej absolutnej, tworzą 
kąt zero i dla tego można uważać je za równoległe. Stąd: 
z każdego punktu można do prostej danej poprowadzić dwie 
równoległe (rzeczywiste, urojone, zlewające się). 

Dajmy, że stożkowa Æ jest urojoną i połóżmy R=tih,, 
R=iR'; długość każdej prostej rzeczywistej na płaszczyznie 
będzie skończonairówna ZR,z, suma zaś kątów w pęku prostych 
będzie 2R, z. 

Jeżeli przyjmiemy jeszcze R, =4, otrzymamy Geome- 
tryę Riemanna lubeliptyczną (patrz $ 2). 

Jeżeli przyjmiemy, że stożkowa © jest rzeczywistą i poło- 
żymy R=żR,, R'=ik' i Ry=$, otrzymamy Geometryę 
Łobaczewskiego lub hyperboliczną. 

Jeżeli wreszcie stożkowa zniekształca się i jako obwiednia 
redukuje się do pary punktów, otrzymujemy Geometryę 
paraboliczną w znaczeniu szerszem, która spro- 
wadza się do Geometryi euklidesowej, gdy te dwa 
punkty są punktami kołowemi (urojonemi sprzę- 
żonemi). 

Niema już teraz żadnej trudności w uogólnieniu tych roz- 
ważań na formy gatunku 3-go, a w szczególności na 
przestrzeń zwykłą. W przestrzeni tej absolutem będzie kwa- 
dryka. Stosownie do tego, czy kwadryka ta jest urojoną, rze- 
czywistą ale nie o tworzących rzeczywistych, albo zniekształ- 
coną (jako obwiednia) na stożkową płaską lub koło urojone, 
otrzymujemy trzy geometrye: eliptyczną, hyperboliczną i para- 
boliczną $ 2-go. 


Pascal Rep. H, 45 
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$ 5. 


Odwzorowanie geometryi nieeuklidesowej na powierzchniach 
lub rozmaitościach wyższych przestrzeni euklidesowej, 
podane przez Beltramiego. 


Geometrya Łobaczewskiego jest tożsama 
zgeometryą w przestrzenio krzywiznie sta- 
łejujemnej Riemanna (patrz Rozdz. XX); dość tylko 
zamiast linij prostych podstawić linie geodezyjne. Stąd w szcze- 
gólności, geometrya płaska Łobaczewskiego lub hyperbo-J 
liczna zlewa się z geometryą na powierzchni o krzywiznie stałej 
ujemnej (patrz Rozdz. XVI, $ 11) i dla tego geometryę tę mo: 
zna nazwać także pseudostferyczną. 

Powiedziano już w $2, że Lambert w r. 1766 spo- 
strzegł, że geometryę, wypływającą z t. zw. hypotezy kąta 
ostrego, można interpretować na kuli o promieniu urojonym. 

Minding (Crelle XIX, XX, 1839—1840) spostrzegł był, 
że wzory trygonometryczne, odnoszące się do trójkątów pseudo- 
sferycznych, można otrzymać z wzorów dla trójkątów kulistych» 
zmieniając R na RV-=1 (Rozdz. XVI, $ 11). Przedmiotem tym 
zajmował też się Codazzi (Ann. di Tort. 1857), lecz dopiero 
Beltrami (Giorn. di Bat. IV, 1868) znalazł pierwszy praw- 
dziwe i piękne wyjaśnienie tych faktów. W późniejszej rozpra- 
wie (Ann. di matt. II) Beltrami rozciągnął na przestrzenie 
trójwymiarowe rozważania, poczynione poprzednio dla płasz- 
czyzny. 

Stała R, zachodząca we wzorach Geome- 
tryi Łobaczewskiego (patrz $2) jest pierwiast- 
kiem kwadratowym zodwrożności krzywizny 
przestrzeni, w której interpretujemy tę geo- 
metr yę. 


Odwzorowanie geometryi nieeuklidesowej i t. d. TOT 


Co do geometryi płaskiej Riemanna lub eliptycz- 
nej, to powiedzieliśmy już w $ 2, że dzieli się ona na dwie. 
Tylko jedna znich daje się interpretować na kuli; druga 
odpowiada wprawdzie geometryl powierzchni o krzywiznie sta- 
łej, ale takiej, której spójność jest różna od spójności po- 
wierzchni kuli. Patrz uwagi Kleina w wykładach litogr. 
(I, 1892, str. 243—293) i to, co powiedziano wyżej na str. 697. 


ROZDZAŁ XXII. 


NOWA GEOMETRYA TRÓJKĄTA 


Punkty i koła Lemoine'a i Brocarda. Prosta Eulera. Koło dziewięciu 
punktów lub koło Feuerbacha. Kota Taylora i Tuckera, 
Prosta Simpsona. 


Podamy w tym ostatnim Rozdziale najważniejsze rezul- 
taty t. zw. Geometryi trójkąta. 

Niechaj będzie trójkąt ABC, oraz prosta, która tak jest na- 
chylona do boków 4B, AC; jak prosta BC odpowiednio do boków 
AC, AB, nazywają się przeciwrównoległą (antiparal- 
lela) do boków BC. 

Punkty środkowe wszystkich przeciwrównoległych do jed- 
nego boku trójkąta znajdują się na prostej, przechodzącej przez 
wierzchołek przeciwległy temu bokowi; prosta ta nazywa się 
symedianą trójkąta. 

Trzy symediany przechodzą przez jeden punkt, zwany 
punktem Lemoinefń. 

Odległości punktu Lemoine'a od trzech boków trójkąta są 
proporcyonalne do tych boków, a suma kwadratów tych odle- 
głości jest najmniejsza (minimum). 

Jeżeli z punktu Lemoine'a poprowadzimy równoległe do 
trzech boków trójkąta, to sześć punktów, w których te proste 
spotykają boki, tworzą sześciokąt Lemoineaileżą 
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na okręgu koła, zwanego pierwszem kołem Le- 
moine'a lub kołem potrójnego stosunku. 

Środek pierwszego koła Lemoine'a jest środkiem prostej, łą- 
czącej punkt Iiemoine'a ze środkiem koła opisanego na trójkącie. 

Jeżeli D, D'; E, E'; F, F' są wierzchołki sześciokąta Le- 
moine'a, położone odpowiednio na trzech bokach trojkąta, to 
odcinki DD”, EE, FF" są w stosunku sześcianów boków, na któ- 
rych się znajdują. 

Jeżeli przez punkt Lemoine'a poprowadzimy przeciwrów- 
noległe do boków trójkąta, to sześć punktów, w jakich te proste 
przetną boki, do których nie są przeciwrównoległemi, znajdują się 
na okręgu koła, które nazywa się drugiem kołem Lemoine'a 
lub kołem dostawy. 

Odcinki. które to koło odcina na bokach trójkąta, są pro- 
porcyonalne do dostaw kątów trójkąta. 


Niechaj będzie dany trójkąt ABC, punkt O na płaszczyznie 
taki, że kąty OAB, OBC, OCA są równe, oraz punkt O' taki, że 
katy O'CB, 0'BA, O' AC są równe. Pierwszy z tych punktów 
nazywa się punktem dodatnim Brocarda, drugi pun- 
ktem ujemnym Brocarda. Rozróżnienie to, oczywiście, 
ma ważność bezwzględną tylko wtedy, gdy ustalimy poło- 
żenie wzajemne wierzchołków trojkąta zasadniczego; przyj- 
mijmy tedy, że droga AB, BC, CA jest drogą o zwrocie 
przeciwnym ruchowi skazówek zegarowych. 

Kąt OAB równa się kątowi 0'B4 i podobnież rzecz się ma 
z kątami pozostałemi; wspólna wartość tych kątów nazywa się 
kątem Brocarda. Kąt ten nie może być większy o jednę 
trzecią od kąta protego. Wielkość jego daje wzór: 


cotg w = cotg A + cotg B + cotg C. 


Koło spółśrodkowe z kołem pierwszem Liemoine'a i prze- 
chodzące przez pierwszy punkt Lemoine'a, a więc przez środek 
koła opisanego na trójkącie, nazywa się kołem Brocarda. 

Ze środka koła, opisanego na trojkącie, poprowadżmy pro- 
stopadłe do boków i niechaj 4, B', C' będą punkty, w których 
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te prostopadłe przecinają okrąg Brocarda, wtedy proste B4' 
CB, AC' zbiegają w punkcie dodatnim Brocarda, proste AB’, 
BC, CA' w punkcie ujemnym Brocarda. 
Koło Brocarda przechodzi przez dwa punkty Brocarda. 
Jeżeli L, L, są promienie dwóch kół Lemoine'a, B pro- 
mień koła Brocarda, R promień koła opisanego na trójkącie, 
wtedy zachodzą związki: 


R1=83141+-B?, 14 =L4"+-B-. 


Koło Brocarda nazywamy jeszcze kołem pięciu pun- 
któw lub kołem siedmiu punktów. 

Jeżeli z danego punktu poprowadzimy równoległe do bo- 
ków trójkąta, to sześć punktów, w których te proste przecinają 
boki, leżą na jednej stożkowej, zwanej stożkową sześciu 
punktów; stożkowa ta staje się kołem (pierwszem kołem Le- 
moine'a), gdy punkt, z którego prowadziwy równoległe, jest 
pierwszym. punktem Lemoine'a. 

Punkt Lemoine'a i środek ciężkości trójkąta otrzymuje się 
jeden z drugiego przy pomocy konstrukcyj, należącej do prze- 
kształcenia Desargues'a (patrz Rozdz. XVII); innemi słowy: jeden 
z tych punktów powstaje przez przekształcenie Desargues'a 
z drugiego. W podobnej zależności od siebie są dwa punkty 
Brocarda. 


W trójkącie punkt H przecięcia wysokości (zwany orto- 
centrem), punk; S przecięcia trzech środkowych (środek cięż- 
kości—b a r y ce n tr), punkt M przecięcia trzech prostopadłych, 
wyprowadzonych z punktów środkowych boków, (środek koła 
opisanego) leżą na jednej prostej, zwanej prostą Eu- 
lera (Novi Comm. Petrop. X1, 1765, str. 114). Prosta MN po- 
dzielona jest w punkcie S wewnętrznie w stosunku 1 = 2. 

Koło dziewięciu punktów, zwane także przez 
niektórych błędnie (patrz pracę Mackaya niżej cytowaną) 
kołem Eulera, jest to koło, przechodzące przez środki trzech 
boków trójkąta. Przechodzi ono także i przez środ- 
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kitrzech wysokościi przez środkitrzech od- 
cinków, zawartych pomiędzy wierzchołkami 
apunktem spotkania wysokościtrójkąta. 

_ Środek N koła dziewięciu punktów znajduje się na prostej 
Eulera i leży na niej tak, że odcinek MN dzieli się wewnętrznie 
w punkcie Ś (środku ciężkości) i zewnętrznie w punkcie H (punk- 
cie spotkania wysokości) w stosunku 2: 1. 

Promień koła dziewięciu punktów jest połową promienia 
koła opisanego. 

Koło dziewięciu punktów jest styczne w czterech punk- 
tach do czterech kół: wpisanego i zewnętrznie wpisanych w trój- 
kąt (twierdz. Feuerbacha, Eigenschaften einiger merk- 
wiirdigen Punkte des geradlingen Dreiecks, Norymberga 1822; 
dlatego niektórzy koło dziewięciu punktów nazywają także ko- 
łem Feuerbacha). 

Koło dziewięciu punktów jest też styczne do każdego 
z dwunastu kół, wpisanych wewnętrznie i zewnętrznie do trój- 
kątów, utworzonych z ortocentru i dwóch z pomiędzy trzech 
wierzchołków trójkąta (tw. Hamiltona, Nouv. Ann. 1862, 
str. 188). 

Na okręgu dziewięciu punktów istnieją inne jeszcze godne 
uwagi punkty trójkąta, mianowicie dwa punkty Schroe- 
tera (Nouv. Ana. 1865, str. 178), punkt Vigariego (Math. 
1888), punkt Lemoine'a (J. de math. élém. de Longchamps 
1889, str. 93; 1890, str. 118), dwa punkty Boubalsa (tamże 
1891, str. 215). 

Koło dziewięciu punktów jest przypadkiem szczególnym 
stożkowej dziewięciu punktów, przechodzącej przez 
sześć środków boków czworoboku zupełnego i przez trzy punkty 
przekątne. 

Jeżeli jeden z wierzchołków czworokąta zupełnego staje 
się ortocentrem trzecli pozostałych, wtedy stożkowa staje się 
kołem; a jeżeli cztery wierzchołki znajdują się na okręgu, wtedy 
stożkowa jest hyperbolą równoboczną. 

Stożkowa dziewięciu punktów jest miejscem środków stoż- 
kowych pęku, którego punktami podstawowemi są cztery wierz- 
chołki czworokąta. 
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Bibliografia koła dziewięciu punktów: Brianchoni Pon- 
celet (Ann. de Gergome XI, 1820, str. 215), Steiner (tamże 
XIX, str. 86 i Geom. Constr. Berlin 1833, str. 55), Casey (Quart. 
J. 1860, IV), Kiieher (Grunert's Archiv XLVII), Schroe- 
ter (Crelle LXVII, Math. Ann. VI), Lappe (Crelle LXXI), 
Baur (Śchlóm, Zejtich. XH), Sehub ert (tamże XVI), Historyę 
koła siedmiu punktów podał Mackay (Proc. of the R. Soc. of Edin- 
burgh XI, 1892—93). 


Koło Taylora jest to koło, przechodzące przez sześć 
punktów, które są rzutami ortogonalnemi spodków wysokości 
na boki trojkąta zasadniczego (Proc. Lond, Soc. XX, 1889). 

Jeżeli rozważymy trójkąt homotetyczny z trójkątem zasa- 
dniczym, przy przyjęciu punktu Lemoine'a za środek homotetyi, 
wtedy boki tych dwóch trójkątów przetną się w sześciu punk- 
tach, znajdujących się na tem samem kole. Koła takie nazy- 
wamy kołami Tuckera. 

Koło opisane, dwa koła Lemoine'a, koło Taylora są kołami 
specyalnemi Tuckera; miejscem środków wszystkich kół Tu- 
ckera jest prosta, będąca średnicą koła Brocarda. 

Obwiednia kół Tuckera jest elipsą zwaną elipsą Bro- 
carda; ogniskami jej są dwa punkty Brocarda; jest ona wpi- 
sana w trójkąt i dotyka boków trójkąta w spadkach symedian 
(Brocard, Ann. de Toulouse 1887, J. de math. spéc. 1889; 
Catalan, Mem. de Belg. XLIX, 1891). 


Inną interesującą własnością elementarną trójkąta jest na- 
stępująca: 

Jeżeli z punktu okręgu koła, opisanego na trójkącie, po- 
prowadzimy prostopadłe do trzech jego beków, to spodki tych 
prostopadłych znajdować się będą na jednej prostej, zwanej 
prostą spadkową Simpsona lub Wallacea trój- 
kąta. 

Obwiednią prostej Simpsona jest hypocykloida trójostrzo - 
wa (patrz Rozdz. XVII, $ 12). 


Twierdzenie o spodkowej podał Servois (Ann, de Georg LV, 
1813—14; str. 251), przypisując je Simpsonowi; Gergonne 
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(tamże) dał dowód analityczny twierdzenia i wypowiedział uogólnie- 
nie tegoż dla czworościanu, uznane wszakże przez Durrande'a 
(tamże VII) za błędne. Inne uogólnienie podał Steiner (tamże 
XIX). Porówn. Brocard (Bull. Soc. mat.) i Mackay (Soc. 
mat. Edinburgh IX, 1890, Assoc. Franç. 1893). Wskazówki biblio- 
graficzne znaleść można w Interm. des math. HI, 169; IV. 7. 


Badania nad t. zw. geometryą trójkąta nie są zbyt 
dawne. Pomijając niektóre prace dawniejsze lub cytowane poprze- 
dnio, wymieniamy jako, pierwsze najważniejsze, badania: Lemoine'a 
(Nouv. Ann. 1873, Assoc. Franç. 1873—74), Brocarda ( Nouv. 
Corresp. math, de Catalan HI, 1877, 1879, 1880), Neuberga 
(tamże 1879, 1880, Assoc. Franç. 1888, Mém de Belg. 1890), Schou- 
tego (Acad. d' Amsterdam, 1886), Cesaro (Nouv. Ann. 1887, 
Mathesis 1890) i t.d. Patrz także Lemoine (Bull. Soc. math. 
XII, 72. XIV, 167), F. Caspary, Zur neueren Dreiecksgeometrie 
(Archiv. der Math. u. Phys. (3) I, 1901, str. 143—158). W dziele 
Casey'a (A sequel to Eu clid. 188, przekład francuski p. t. Góom. 
ćlóm. récente, Paryż 1890 zebrana jest większa część rezultatów Geo- 
metryi trójkąta); inną pracą tego rodzaju jest Poulaina (Nouv. 
geom. du triangle, Paryż 1892). W literaturze polskiej mamy pracę 
S. Kępińskiego p. t. „Własności szczególnych trójek punktów 
trójkąta“ (Prace mat.-fz. II, 1890, str. 169—219). Wymieniamy 
datej; Rouchó et CQomberouse, Traité de géométrie 6 éd., 
Paryż 1891, str. 429—485. Note II, Sur la géométrie récente du 
triangle; A. Emmerich, Die Brocard'schen Gebilde ete., Berlin 
1891). Krótszy zbiór rezultatów geometryi trójkąta znajdujemy 
w Periodico di mat. V1. Historyę tego przedmiotu obejmuje Vigarić 
Esquisse historique sur la góom. du triangle (Assoc. Fr. 1889). 

Uogólnienia podanych wyżej twierdzeń, odnoszące się do czworo- 
kątów, sześciokątów i t. d. poczynili: Neuberg (Mathesis 1885), 
Tucker (Educ. Times 1885), Casey (Irish. Acad. 1886, Mathe- 
sis 1890), Neubergi Tarry (Assoc. Franç. 1886) i t.d.; uogól- 
nienie do czworościan poczynili Picquet (Assoc. Franę. 1874) 
i Neuberg (Mem. de l'Acad. de Belgique 1884). 


SPROSTOWANIA. 


Do Tomu I. 


Str. 74181. Całkę Eulera, oznaczoną ua tych stronicach literą C, 
należy oznaczyć literą 4, dla utrzymania jednostajności znako- 
wania, przyjętego na str, 426 i innych, 

Str. 78 wierz 5-y od dołu, zamiast Lsur ent, powinno być Laurent. 

Str. 154 wiersz 3-ci, dodać: Całka ta znana jest od dłuższego czasu; 
łatwą metodę jej obliczenia podał Lobatto (Crelle IX). 

Str. 155 wiersz 3-ci od góry, zamiast wyrażenia po stronie drugiej 

wzoru, powinno z 


a= va are cos ri z Z , przy warunku a> 1. 
a?—-1 


Wzór ten może służyć do znalezienia całki, określonej w gra- 
nicach od 0 do 7. 

Str. 158 wiersz 1i5. Funkcya log (log 2) jest czysto-urojoną 
pomiędzy 0 i 1 i dlatego całki, występujące w tych wzorach 
należy rozumieć, jako podzielone przez — log (— 1). Taż 
sama uwaga stosuje się do wzoru Mascheroni'ego na 
str. 426. 

Str. 160 wiersz 1-y od góry dodać: liczby aib są liczbami całko- 
witemi różnemi, 

Str. 373 wiersz 1-y od dołu powinno być: 

c = Do) „ —it.d. 
i nadto należy zauważyć, że stosując w tym wzorze działanie 
D, uwzględniamy okoliczność, iż wielkości c zależą też wy- 
raźnie od e,, że więc należy dołączyć wyraz: 
oc ©) 


+ Bee 


7 HTE 
eJ. cze wa 8,3 93] * 
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Do Tomu II. 


Str. 146 w wierszu 15 od góry, zamiast: „które są opisane około stoż- 
kowej f’ i wpisane w stożkową f * powinno być: „które są 
opisane około stożkowej f’ oraz oo! trójkątów biegunowych 
względem stożkowej f’ i wpisanych w stożkową f“. 

O tych trójkątach pisali: Smith (Proc. Lond. math. 
Soc. H), Rosanes (Math. Ann. VI), Darboux (Bull. 
des sciences math. I, 348). 

Str. 558. Do bibliografii linij geodezyjnych dołączamy: Sochocki 

„Prace mat. fiz.* III, 1892, str. 82—109. 


SKORÓWIDZ ALFABETYCZNY 


rzeczy. 


Aliseida, 562. *) 

Analysis situs, 625. 

Analogie Nepera, 78. 
Analagmatyczne powierzchnie, 384, 


Antykolinęacya, 52. 

Antykaustyki, 587. 

Anomalia elipsy i hyperboli, 594, 595. 

Apolarność, 62, 117, 307. 

Argezyana krzywej danej, 5S4. 

Astroida, 612. 

Asymptota krzywej płaskiej, 510; 
p. Linie asymptotyczne. 


Biegun harmoniczny prostej wzglę- 
dem trójkąta, 70, 306. 
Biegunowe harmoniezn. płaszczyzny 
względem trójścianu, 306. 
Biegunowa harmoniczna punktu 
względem trójkąta, 306. 
Biegunowa harmoniczna punktu 
przegięcia krzywej sześcien- 
nej, 221. 
Biegunowość, 50. 
dla kompleksu, 446. 
krzywych płaskich, 188. 
w kwadryk 152, 153. 
A powierzchni, 286 
ż5 stożkowych, 124. 
aj zerow a, 307. 
Bieguny inwersyi, 582. 
Brachystochrona, 611. 


*) Liczby oznaczają stronice. 


Charakterystyka (Monge'a) po- 
wierzchni. 530. 
Charakterystyki układów w geome- 
tryi liczącej, 499. 
Cięcia powierzchni, 627. 
Cięciwy główne krzywej skośnej rzę- 
du czwartego, 317. 
Cyklida pierścieniowa, 389. 
„  rożkowata 3 
RET wrzecionowata „ 
zlidy, 343. 
ý m T escartee'a. 387. 


„ kuliste, 623. 
Qykloida, 611. 

» Skrócona, 612. 

„ wydłużona, 612. 
Cylindroida, 452. 
Cysoidy, 59. | 
Czworobok płaski zupełny, 7 
Czworokąt płaski zupełny, 7. 
Czworoostrze, 613. 

Czworościan foremny, 635. 
Czworościany Gópela lub Roseu- 
haina, 275. K 
Czworościany sprzężone lub biegu- 

nowe względem kwadryki, 153. 
Czwórki Göpela, 363. 
Czwórki Rosenhaina, 368. 


Diakaustyki, 585. 
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Długość łuku elipsy, 594 

„ normalnej, 509. 

„  Stycznej, 509. 
Dwoistość. 6. 
Dwudziestościan foremny, 637. 
Dwunastościan foremny, 636. 
Dwunormalna, 523. 
Dwupłaszczy zna 648. 
Dwustosunek, 1. 
Dwuszóstka Sehlifi'ego, 341. 
Działanie Aronholda, 86, 87. 

„ . symboliczne Cayley'a, 86. 
Dzielniki elementarne, 191, 102. 


Elasoidy, 565. 
Element liniowy powierzchni, 534 
przestrzeni o krzy- 
wiznie stałej, 679. 
rozmaitości n- wy- 
miarowej, 673. 
Elipsa, 120, 128, 594. 

n oby zalit kę 

, geodezyjna, 500. 

A sześcienua, 308. 
Epicykloida, 612. 
Epitrochoidy, 613. 


LL 12) 


1 ” 


Figury nałożone, 3. 
Forma harmoniczna, 9. 
Forma różniezkowa zasadnicza po- 
wierzchni pierwsza, 535. 
ruga, 535. 
trzecia, 589. 
Formy algebraiczne, 81. 
„ automorficzne, 112, 113. 
„  dwukwadratowe, 68. 
.;,  dwuliniowe, 100, 195. 
„ geometryczne zasadnicze ga- 
tunku 1-go, 8 
» geometryczne zasadnicze ga- 
tunku 2-go. 23. 
» geometryczne zasadnicze ga- 
tunku 3-g0, 40. 
» kwadratowe, 65. 
»  niebiegunowe wyższe, 117. 
» pośrednie, 85 
~ rzędu czwartego trójkowe, 
252. 
„  Sześcienne, 66. 
= 5 trójkowe, 233. 
Gałęzie krzywej, 185—186. 
Gatunki krzywych sześciennych sko- 
śnych, 308. 


Gevmetrya analityczna, 23 i dalsze, 

40 i dalsze, 125 i dalsze, 

155 i dalsze. 

bezwzględna, 690. 

s Noma gatunku 1-go, 
jyr. 

m eliptyczna gatunku 2-go, 
698 


LI ” 3 


. » U) 80, 
M hyperboliczna, 695. 
n licząca, 440—507. 
A na krzywej, 203, 212. 
na powierzchni, 264—265. 


» nieenklidesowa., 690. 

s; nieskończonostkowa krzy 
wych i powierzchni, 508. 

4 nieskończonostkowa roz- 


maitości 
wych. 673. 
para boliczna, 696. 
różniczkowa, 508. 673. 


wielowymiaro- 


% rzutowa, 5 i dalsze, 58, 
122, 149. 
a$ wewnę!rzna, 527. 
M wykreślna, 53. 
Gęstość kongruencyi, 578. 
Glisety, 591. 


Grupa diedryczna, 113. 
„ cykliczna, 113. 
Grupy harmoniczne, 14. 
„ punktów na krzywej algebra- 
icznej, 203. 
„  Spółresztow e punktów, 207. 
5 bsi resztowe punktów, 
(8 


Harmonizant, 62. 
Hekatonikosaedroid, 637. 
Heksadekaedroid, 637. 
Heksakosiedrvid, 637. 
Helisa walcowa, 623. 
„» Waleowo-stożkowa, 623. 

Helisoida, 556. 
Helisy. 622. 
Hesyan formy kwadratowej, 95. 

„ grupy, 61. 

„ wielomianu dwudziestościa- 

nowego, 645. 
Hom: grafia, 4. 
Homologia 4, 5, 36. 
M inwolucyjna, 36. 

Homotetya, 37. 
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Horycykl, 558. 
Horysfera, 696. 
Hyperbola, 120, 129, 595. 
. geodezyjna, 550. 
£ równoboczna, 129. 
M sześcienna, 309. 
Hyperboloidy 149, 160, 167, 168, 171- 


Hypocykloida, 612. 
» C oi wa Steinera, 
61 


BRT Saccheriego i Lamberta, 
Hypotrochoidy, 613. 


Ikosatetraedroid, 637. 

Interpretacya geometryczna form 
algebraicznych, 88. 

4 Geometryi nieeukli- 

desowej, 563. 

Inwersya, 582—583. 

Inwolucya, 16 

eliptyczna, 16, 17. 

M hyperboliczna, „ » 

R paraboliczna, „ p 

M rzędu n i stopnia k, 64. 


EJ 


Kardioida, 608. 
Kasynoida, 601. 
Katenoida, 565 
Kaustyki przez odbicie i załamanie, 
586—587. 
» „wtórne, 587. 
Kąt dwu płaszczyzn, 48. 
»  „ prostych, 30, 33, 45. 
»  „ rozmaitości liniowych, 651. 
„, n-krawędziowy zupełny, 57. 
„» n-ścienny zupełny, 57. 
» Styczności, 521. 
Kąty Brocarda, 709. 
Klasa arecierć linij prostych, 
411. 


„ krzywej algebraicznej, 179. 
n krzywej skośnej, 258. 
Klasyfikacya kompleksów kwadra- 
towych, 459. 


3 KlasyfikacyaNewtona 
krzywych sześcien - 
nych. 231. 

" powierzchni Kummera 
367—368. i 

% powierzchni prostoli: 


niowych rzędu 4-gi 
według Oremony i Osy: 
ley'a, 399—408. 


| Fiyfencpa porfiri rzędu go. 
29. 


s krzywych skośnych 
269—274. aii 
Koincydeneye 111. 
Kolineacya albo kolinearność, 4, 
Koło Brocarda 709. 
„ dostawy, 70». 
„ Feuerbacha, 711. 
„ dziewięciu punktów, 710 
» pięciu I siedmiu-punktów, 710. 
» Liemoine'a goea; 709. 
l a Ee 
» Ściśle styczne, 528 
„ Taylora. 712. 
„ _ Tuckera, „ 
Kombinanty, 95. 
Kompleks algebraiezny ogólny sto- 


nia n, 
~ attaglini'ego, 467. 
Ę czworościanowy, p. kom- 
pleks Reyego. 
" Painvina, 460. 


ki Reyego, 468. 
Kompleksy biegunowe, 446. 
” u , w 


ð kwadratowe, 454. 


ý liniowe, 449 
a liniowe inwolucyjne Klei- 
na, 453. 


s spółogniskowe, 458. 
Konchoida Nikomedesa, 609. 
Koneksy, 107, 108, 109. 

sprzężone, 110. 
Koniiguracya płaszczyzn i punktów 
osobliwych powierzehni Kum- 

mera, 364. 

Konfiguracya prostych powierzchni 
rzędu $-go o stożko- 
wej podwójnej, 376. 


n prostych powierzchni 
an); 340. 
rzegięć krzywej sze- 

” aali płaskiej, 224. 

» punktów styczności 


i płaszczyzn statecz - 
nych krzywej skośnej 
rzędu 4-go gatunku 
1-go, 313. , 
Kongrtencya izotropowa Ribau - 

coura, 581. 

m linij prostych, 471, 476. 

$ normalna, 587. 

+ rzędu 1-go. 476. 
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Kongrnencye rzędn 2-go bez linij 
osobliwych, 477. 

z rzędu 2-go z liniami 
osobliwemi. 482. 
Konoidy, 593. 

Konstrukcye krzywej sześciennej 
skośnej. 307 
Krawędzie zwrotu powierzchni, 571. 
Krzywa Bertranda, 527. 
Krzywe pani jad asd powierzchni 
pseudosferycznej, 561. 

j eykloidalne, 591. 

s Delannay'a, 619. 

» dzielezealbo dzielnicze,590. 

„  biegunowe różnych rzędów, 

189. 

» dołączone, 204. 

» dwukołowe rzędu 4-go, 249 

» graniczne Łobaczewskiego 
696. 

„ Hessego, Steinera i Cay- 
ley'a dla krzywej danej, 
192—196. 

„ Jacobiego układu krzywych 


»  jednobieżne, p. krzywe ro- 
rodzaju zero. 

zi k-gonalne, 213. 

» muszlowe, 590. 

» na powierzchniach rzędu 
2-g0, 298. 

ż nierozkładalne, 179, 

» normalne, 668, 669. 

„ obwiednie klasy, n-tej, 179. 

K ogniskowe cyklid, 385. 

„» osobliwe kongruencyi, 474. 

A ostrzowe powierzchni. 276. 

» płaskie rzędu 4-go, 239. 

M łaskie rzędu n-tego, 179. 

j ibaucoura, 617. 

» rodzaju zero, 325. 

» równoległe, 589. 

„ rozwijające 532. 

m rozwinięte, 532. 

» Tzędu 4-go z punktami oso- 


bliwemi, 248. 

» rzędu 4-go z trzema ostrza- 
mi, 251. 

» rzędu 4-go skośne gatunku 
2-g0, 314. 


m rzędu 5-go, 319. 
3 rzędu t-go, 323. 
„  . skośne przestępne,617—621 


Krzywe skośne rzędu 4-go gatunku 
1-go, 310. 

spiralne, 614. 

spółzmienne, 192. 
sprężyste, 621. 

ściśle styczne, 528. 
sześcienne harmoniczne 
i równoanharmoniczne, 228. 
sześcienne płaskie, 220. 
sześcienne skośne, 303. 
trójdzielcze Maelaurina,591 
Watta, 603. 

wzajemnie odwrotne, 582 
w przestrzeniach liniowych, 
67U. 

w przestrzeniach S». 664. 
wymierne. p. Krzywe ro- 
dzaju zero. 

Krzywizna całkowita pola powierz- 
chniowego, 550. 
całkowita powierzchni, 
555. 

całkowita trójkąta geo- 
dezyjnege, 55L. 
QCasorati'ego, 553. 


” 


” 


> Gaussa 554. 
„ geodezyjna, 547 
RE linii krzywej, 521. 


druga krzywej skośnej, 
p, Skręcenie. 
M PO 553. 
a iemannowska prze- 
strzeni, 677. 
rozmaitości według Kro- 
neckera, 685. 
rozmaitości według Lip- 
schitza i Vossa, 684. 
ia średnialuku krzywej, 621 
Kule ściśle styczna, 529. 
Kwadratryca, 620. 
Kwadryka obrotowa 164 
Kwadryki, czyniące zadość dziewię- 
ciu warunkóm, 505. 
re równoboczne, 174. 
„ Spółogniskowe, 173. 


Lemniskata, 602. 
ść Gerona. 606. 
Liczby charakterystyczne krzywych 
rzędu 4-g0, 310,315. 
»  Charakterystyczne krzywych 
sześciennych skośnych, 304. 
»  Charaktervstyczne krzywej 
kë 32%), Re 321. 
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Liczby charakterystyczne powierz- 
chni ogólnej rzędu 4-go, 344. 
Linie asymptotyczne powierzchni, 
545—547. 
»  a&symptotyerne powierzchni 
Kummera, 366—367. 

» geodezyjne elipsoidy, 552. 
powierzehni, 548 — 
550. 

č s; przestrzeni o krzy- 

wiznie stałej, 680. 

„._ krzywiznowe powierzchni, 541 
Liść Descartes'a 601. 

Logycyklika, 600. 
Loksodromie, 623. 


Ł.ańcuchowa, 617. 
Łuk hyperboli, 595. 
„ krzywej płaskiej, 514. 
, i skośnej. 515. 
5 2 w spółrzędnych biegu- 
nowych, 520. 
„  lemniskaty, 604. 
„ paraboli, 597. 
„  Sinusoidy, 620. 


Metageometrya, 690. 

Metoda szukania charakterystyk 
w geometryi liczącej, 502. 

Metryka rzutowa, 702. 

Mimośród stożkowych, 135, 139 

Moduł inwersyi, 582. 

krzywej, 218. 

powierzchni Rieman- 

na, 641. 

Moment dwu prostych. 

Monoidy. 268. 


Nadkwadryki, 657. 
Nadpłaszczyzny, 648. 
Nadpowierzchnie, 53. 

5 algebraiczne, 654. 

ü sześcienne, 657. 
Nadprzestrzenie, 647. 
M rzutowe, 651. 
Nadstożkowe, 53. 
n-bok płaski zupełny, 7. 
n-kąt płaski zupełny, 56. 

skośny zupełny, 57 | 
Niebiegunowość, p. Apolarność 
Niezmiennik jednoczesny kul, 488. 
Nodoida, 565. j 
Normalna główna do krzywej skoś- 
nej, 8 


n " 


n "m 
” Lt) 


522. 
n-ścian zupełny, 57—-58. 
Paseal. Rep. II 


Objętość elipsoidy, 518. 
5 lyperboloidy, 518. 
% HE PRUT eliptycznej, 
5 


Objętości biegunowe, 520. 

» Ograniczone powierzchnią 

krzywą, 516. 
Obraz kulisty krzywej, 522. 
Obwiednie, 530. 
Obwód elipsy, 595. 
„  lemniskaty, 605. 

Odległość geodezyjna, 550. 
Odpowiedniość dwujednoznaczna. 3. 


R homotetyczna form 
gatunku 2-go, 37 

5 inwolueyjna, 16, 17, 
36, 51. 


Odwzorowanie kuliste kongruencyi, 
571, powierzehni 538. 

Odwzorowanie płaskie powierzehni 
sześciennej, 318. 


Odwzorowanie podobne powierz - 
ehni. 538. 
y płaskie powierzchni, 
291. 


Ogniska kongruencyi. 472. 
„ kwadryk, 169. 
„  owali Cassini'ego, 601. 
„  Stożkowych, 138. 
Ogniskowe osobliwe cyklidy, 386. 
j osobliwe powierzchni, 385 
Ogniska stożkowych, 1. 
Okna Vivani'ego, 624. 
Oktateodroid. 637. 
0ś rzutowości, 15. 
Osi kwadryk, 165. 
„ poprzeczne KOI, 166. 
„ Stożkowych, 133. 
Ostrze krzywej, 183. 
Owale Cassini'ego, p. Kasynoida 
„ . Descartes'a, 606. 
Ósemka [krzywa), 605. 


ZA, 690. 
Parabola, 120, 128, 596. 
„ Neila, 597. 
sześcienna, 309. 
Parabole ogniskowe paraboloidy, 170 
„ rozbieżne, 231. 
Paraboloida eliptyczna, 159, 160. 
„ hyperboliczna, 151, 159, 
160. 


5 linij normalnych, 426. 
Paradoks Eulera, 188. 
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Parametr główny paraboli, 135. 
Parametr różniczkowy, 50%. 

à tworzącej powierzchni pro- 
stoliniowej, 427. 
Parametry izometryezne powierz- 

chni, 536. 
Pasma kwadryk, p. pęki kwadryk. 
„  stożkowych 142. 
Pentaedroid, 637. 
Perspektywiczność, 4. 
Pęk płaszczyzn, L. 
„ prostych, 1. 
„ nieskończenie wązki promieni, 
578. 
Pęki kompleksów liniowych, 451 
„ kwadryk, 175. 
„ kompleksów liniowych, 451. 
„ nadkwadryk, 629 
„ perspektywiezne prostych, 22 
„ promieni lub prostych, 119— 22. 
stożkowych, 142 
syzygetyczne krzywych sześ- 
ciennych 238. 
Pięciościan Sylvestera, 336. 
Płaszczyzna liniowa, 1. 
+ unktowa, 1. 
Płaszczyzna-kula, 487. 
š ściśle styczna krzywej 
skośnej, 524. 
Płaszczyzny kołowe kwadryki, 167. 
A ogniskowe kongruiencyi, 
474, 
odwójne pozorne, 259. 
rednicowe kwadryki, 
163. 
styczne, 511. 
trójstyczne do krzywej 
skośnej, 260. 
4 zjednoczone, 49 
Pochyłość płaszczyzny stycznej po- 
wierzchni prostoliniowej, 
427. 
Podkład pęku, 1. 
a szeregu, 1. 
Podobieństwo. 34. 
Podnormalna, 509. 
ha biegunowa, 509. 
Podstyczna, 509. 
„ biegunowa, 509. 
Podział foremny przestrzeni, 688. 
Pola biegunowe, 519. 
Pole elipsy, 594. 
» hyperboli, 596 
„ krzywej plaskiej, 514. 


Pole pasa kulistego, 558. 
płaskie, 514. 
powierzchniowe, 514. 
powierzchniowe elipsoidy, 516. 
p pierścienia, 518 
w spółrzędnych 
biegunowych, 519. 
sinusoidy, 620 
trójkąta geodezyjnego, 551. 
w kulistego, 
prostokreślnego, 31, 
45 


3 
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” 


Pomadki kongruencyi linij prostych 
411. 
Postulat V-y Euklidesa, 692. 
Powierzchnia rzymska Steinera, 
383—398. 
z Veronesego, 662. 
Powierzchnie algebraiczne — teorya 
ogólna, 255. 
x aualagmatyczne rzedu 
4go, 384. 
A Appela, 572. 
M Bianchi'ego, 561. 
* biegunowe, 286. 
Dini'ego, 561. 
A Ennepera, 561. 
š faloweFresnela,3T0,371 
š Goursata, 5T2. 
graniczne Lobaczew- 
czewskiego, p. Hory- 


sfera. 

š homaloidalne, p. po- 
wierzelnie wymierne. 

5 Hessego dla powierz- 
elni sześciennej, 337. 

m Hessego dla układów 
biegunowych, 287. 

z Jacobiego dla ukła- 
dów biegunowych, 287 

A jednobieżne, patrz po- 
wierzchnie wymierne. 

j jednospójne i wielo- 
spójne, 628. 

e jednostronne, 626. 


kanałowe, 572. 
kaustyczne, 588. 
Kummera, 359. 
listewkowe, 542. 
łańcuchowe, p. Kate- 


noida. 
à minimalne, 565. 
M M Henneberga 
560. 
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Powierzchnie minimalne Jeanosizonn 
568. 


* „ Selwarza, 569 

E „ Cayley'a, 267. 

ź obrotowe, 592. 

> o krzywiznie średniej 
dodatniej, 564. 

> iśtdliwóśi kompleksu 
445. 

s przekątneClebsela,338 

ä prostoliniowe rzedu 
4 go, 398. 

- prostoliniowe 

4-wo, 416. 

przesunięcia Scherka 

569. 


rzędu 


4 pseudosteryczne, 458. 

> Riemanna regularne, 
643. 
Riemanna symetrycz- 
ne, 648. 

š Riemanna w znaczeniu 
rzutowem 645 

` równoległe, 589. 

R rozwijalne, 258, b31. 

ć rozwijalne rzędu 5-go, 
413 


š rozwi jalne rzędu 7-go, 
425 


m rozwijalne jakiegokol- 
wiek rzędu, 426. 

z rozwinięte, 571. 

8 rzędu 4-go z nieskoń- 
czenie wielu stożko- 
wemi, 372. 

5 rzędu 4-go zo stożko- 
wą podwójną albo vs- 
trzową, 315. 

m rzędu 4-go z prostą 
podwójną, 390. 
rzędu n nieprosto- 
liniowe, 409. 

z rzędu 6-go albo klasy 
6-ej, 419. 

kę spółzmienne, 236 

stożkowe, 598. 

typu Liouville'a, 437. 


» Veronesego, 662. 
4 waleowe, 592. 
s Weddlego, 356. 
ń wymierne, 434 


Prawo bezwładności form kwadra- 
towych, 98. 
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Promienie główne 
wierzchni, 543, 
Promień krzywizny g 


krzywizny po- 


eodezyjnej. 545. 
5 ży. inii krzywej. 521 
Prosta biegunowa krzywej, 523. 
„ Eulera, 710. 
Prosta punktowa, 1, 8. 
~  Sspodkowa Simpsona lub 
Wallace'a, 712. 
~ _ zjednoczona biegunowości. 30 
~- urojona paku. 20. 
Proste osobliwe kompleksu, 445, 
= _ powierzchni rzędu 3-go. 390 
Przecięcia figury, 3. 
„ normalne główne powierz- 
chni, 542. 
Przeciwbiegunowość, 52. 
Przeciwdwoistość, 52 
Przeciwinwolucya, 62. 
Przeciwrównoległa, 708. 
Przeciwrzutowość, 52, 
Przeciwzmienniki formy, 85 
Przeciwzmienność formy, 85. 
Przedstawienie analityczne krzy- 
wych skośnych, 266. 
" symboliczne komplek- 
sów, 447. 
5 monoidalne krzywych 
skośnych do rozmai- 
tości, 268, 656. 
" symboliczne konek- 
sów, 108 
Przegięcie krzywych płaskich, 513. 
Przekroje kołowe kwadryki 166. 
Przekształcenie Cremony, 214. 


pa powierzchni Riemanna 
642. , 
4 przez promienie od- 


wrotne, 293. 
a spółrzędnych Descar- 
tes'a, 26. i 
Przestrzenie o krzywiznie stałej Rie- 
manna, 678. 
Przestrzeń płaszezyznowa, 2. 
» punktowa, 2. 
Punkt jedność, 11. 
„  -kula, 487 
„ . Lemoine'a, 708. x 
„ eliptyczny powierzchni alge- 
EA , 256. AG 
yperboliczny powierzchni 
ú algebraicznej, 356. , 
-  paraboliczny powierzchni 
algebraicznej, 256. 
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Punkt Vigartego, 711. 

„.. zjednoczony biegunowości, 39 
Punkty harmoniezne, 8. 

a  Brocarda, 709, 

~-  Boubalsa, 711 

~  dwupłaszczyznowe. 274 

h aniczne kongruencyi, 474. 

„ . jednopłaszczyznowe, 274. 

. kołowe płaszczyzny. 33, 130. 

z „. powierzchni, 543. 

- osobliwe krzywej algebraicz- 

nej, 183. 

- osobliwe krzywych skośnych, 
275. 
osobliwe powierzchni, 274 
podwójne pozorne, 259. 
przecięcia trzech kwadryk, 311 
przegięcia krzywej algebra- 
icznej. 183. 4 
~- przegięcia krzywej sześcien- 

nej płaskiej, 221. 
„ prze pac 56. 
„  rozgałęzienia na powierzchni 
Riemanna, 639 

~ sprzężone względem kwadry- 
ki,-stożkowej 124, 131. 153, 162 
stożkowe, 274. 
stycznościowe, 
Schroetera, 711. 
urojone, 13. 
wielokrotne krzywej, 182. 
zbiegu, 14 
zjednoczone inwolucyi, 16. 
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Rachunek symboliczny warunków 
w geometryi liczącej, 593. 
Rodzaj koneksu, 111. 
ki algebraicznej, 185, 


„ krzywej skośnej, 280. 
» powierzchni Riemanna, 639. 
Równania krzywyoh rzędu 4 go, 241, 
„  kwadryk w formie zreduko- 
wanej, 160. 
„ stycznej do krzywej skoś- 
kdkasiekić l h 
wnanie biegunowe elipsy i hyper- 
boli, 136. róde 
» dwoistości przestrzennej, 51 
„  inwolucyi, 18. 
kanoniczne krzywej sześ- 
ciennej, 227. 
„ koła w układzie prostokąt- 
» nymi ukośnokątnym, 129. 


Równanie krzywej rzędu 4-g0 z trze- 
ma punktami podwójnemi, 
250. 
krzywej rzędu 4-go z trzema 
ostrzami, 251. 
kwadryki ze środkiem, 165. 
normalnej do powierzehui, 
511. 
normalnej do krzywej płas- 
kiej, 508 
normalne płaszczyzny, 47. 

p prostej, 29. 
pęku syzygetycznego krzy- 
wej sześciennej, 221. 
płaszczyzny, 46. 
płaszczyzny srednieowej, 
kwadryki, 163. 
pinnar normalnej 50 
zrzywej skosnej, 510. 
płaszczyzny stycznej do po- 
wierzchni, 511. 
pokrewieństwa, 34 
powierzchni Fresnela. 371, 
owierzchni Knmmera, 

261 — 262: 
powierzchni prostoliniowej 
rzędu 5-go, 417 
powierzchni rozwijalnej 
rzędu 6-go, 423. 
powierzchni rzędu 4-go 
z 7 punktami podwójnemi, 
357. 

A przekształcenia dwukwa- 
dratow ego, 216. 
16 płaszczyzn osobliwych 
powierzchni Cayley'ai Kum- 
mera, 369, 361. 

m rzutowosei,14. 

s stożka asymptotycznego do 
kwadryki, 168, 

s% stożka opissanego na kwa- 
dryce, |. l 

„ Stycznej do krzywej płas- 

; 508. y l 


kiej, 

à styeznościowe stożkowej, 
131. 

+ wewnętrzne hyperboli rów- 
nobocznej,526. 


si wewnętrzne krzywej, 520. 
śą wewnętrzne krzywej kuli- 
stej, 527. 
ś wewnętrzne paraboli, 520. 
i stożkowej 526 
Równoległość płaszczyzn, 47. 
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Równoległość nadpłaszezyzn, 649. 
Rozgałęzieniepowierzchni 643, 
Rozwijalnosć, 555. 567, 679 
Rozwinięta elipsy, 594. 

„. . lemniskaty, 508. 
Rozwinięte i rozwijające, 531. 
Rułety, p. krzywe cykloidalne. 
Rząd kongruencji linij prostych, 471 

» krzywej algebraicznej’ 179. 
Rzutowosć kołowa, 19, 21. 
Rzut stereograficzny, 
Rzuty figury, 3. 


cieć kompleksów liniowych, 452 
Sieci homolaidalne, 
„ kwadryk, 175. 


Nieczne wielokrotne krzywej skos- 


nej, 274. 
Sinusoida, 620. 
Skręcenie geodezyjne linij na po- 
wierzchni, 551 
NIE: krzywej skośnej, 535. 
Slimakowa Pascala, 607. 
Spiralna Archimedesa. 615. 
ś lyperboliczna, 616. 
5 logarytmowa, 615, 
4 paraboliczna, 616. 
h sinusidalna, 616. 
Spiryki, 610. 
„ kuliste, 624. 
Spodkowa krzywej płaskiej, 584. 
Spójność powierzchni, 628, 

s yrzestrzeni, 631. 
Spółezynniki kątowe, 29. 
Spółrzędne barycentyczne, 11, 12. 

j biegunowe, 24 

> Descartes'a, 26, 41. 

s dwubiegunowe, 25. 

4 elementów formy, 2. 

FA eliptyczne Lamégo, 575. 

P hyperboloidalne, 299 

„ jednorodne, 12, 24, 25, 435. 

M m kuli, 486. 

» krzywoliniowe na powierz- 

chni, 533. 
4 promieniowe, 438, 
Š prostej w przestrzeni, 437, 
„ punktów kołowych kwa- 
dryki, 167. 

4 tetrametryczne, 42, 

„ trójliniowe lub tryme- 
tryczne, 25. 

„  rzutowe, 13, 42. 

„ Zeuthena, 440. 
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Spółzmienniki, 85. 
3 formy sześciennej trój- 
kowej, 233. 
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P kowej, 253. 
Srednice kompleksu, 450, 
; sprzężone elipsy i hyper- 

, bolii 132. p 
Srodek ciężkości trójkąta, 710 

»  hkomologii. 36, 58. 

„  inwersyi. 582 

„. krzywizny geodezyjnej linii 

na powierzchni, 549. 

„ krzywizny linii krzywej, 523, 

„  kwadryki, 158, 163. 

„  pęku, p. podkład pękn, 1. 
,~_ Średnich harmonicznych, 59. 
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„  kolineacyi, 59 

»„ odległości średnich, 160 

„ rednich harmonicznych. 59 

„  stożkowych, 132 
Stosunek amharmoniczny, p. Dwu- 

stosnnek. 

Stożek kierowniczy powierzchni pro- 

stoliniowej, 557. 

Stożki algebraiczne, 259. 
„  asymptotyczne, 154, 163 
„  Kummera powierzchni rzędu 4, 
377. 
Stożkowa biegunów, 324. 

„ dziewięciu punktów, 712. 
towarzysząca krzywej 
sześciennej, 224. 

in 119 i dalsze, 594. 
Stożkowe kuliste, 302. 

„ ogniskowe kwadryk, 170, 

171. 
Strofoida, 600. . 
Styczne osobliwe krzywej algəbra- 
ieznej, 183. 
„ sprzężone, 545. 
Styczność różuych rzędów krzywych 
i powierzchni, 528. 

+ stateczna, 278 
trójpunktowa, czteropunk- 
towa i t. d., 256, 432. 
Symbole Christoffela, 540. i 
czteroskaźnikowe Christof- 


» 


” 


fela, 674. 
„  trójskaźnikowe Christoffela 
674. 
Symediana, 788. 


Symetroida, 358. 
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Szereg punktów, p. Prosta punk- 
towa 
Szeregi przeciwpodstawieniowe, 53. 
różnopodstawieniowe, 84. 
~ rzutowe punktów, 14. 
„ . spółpodstawieniowe, 83, 
Sześciokąt Lemoine'a, 758. 
ie alei biegunowy Cremony. 
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Tautochrona, 611. 
Tetraetroida Cayley'a. 363 —369. 
Topologia, 625. 
Tożsamości pomiędzy utworami sym- 
bolicznemi form, 88. 
Traktorye, 619. 
Triedrometrya, 74 
'Prochoidy, 612. 
Trójkąt biegunowy, 39. 
„ geodezyjny, 550. 
„ podstawowy spółrzędnyeli,25 
„  przegięcia krzywej sześcien- 
nej, 721. 
'Trójbok przekątny, 7 
Trójki pi nktów na krzywych skoś- 
oye rzędu 4-go gatunku 1-go, 
"Trójściany, 74 
'Trójściany sprzężone Steinera, 342 
Trygonometrya kulista, 74—80 
A pseudosferyczna, 563. 
s: płaska, 12—74 
Twierdzenia Rohna o powierzch- 
niach Kummera, 467—368. 
Twierdzenie Abela o podziale le- 
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8 Beeza o rozmaitościach 
677. 

s Beltrami'ego o liniach 
geedezyjnych, 559, 680. 

" Beltrami'ego o kongru- 
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% Bertiniego o krzywej 
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go, 196. 

e Bonneta, 556 

A Bonra o helisoidzie,556 

Ma Brianchona, 122. 

a Brilla o rozmaitości 
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astelnuova i Enrique- 
sa o powierzchniach al- 
gebraicznych, 436. 
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Twierdzenie Carnota o stożkowych, 

135—136. 

+ Cayley'a o krzywych 
algebraicznych, 181. 
Qevy, 71. 
Chasles'a o lemniska- 
tach, 193. 

M Chasles'a o tworzeniu 
krzywych algebraicz- 
nych, 203. 

s Clairauta, 550. 

4 Qlebscha o komplek- 
sach, 445. 
Clifforda o grupach 
punktowych na krzy- 
wej, 


5 Cotesao krzywych pła- 
skich, 191. 

z Cremony o przekształ- 
ceniu dwujednoznacz- 
nem, 215. 


Delaunay'aokrzy wych 
południkowych undu- 


A loidy i nodoidy. 

A Desargues'a, 122. 

5 Eulera (z teoryi po- 
wierzchni), 543. 

ð Eulera o wielościa - 
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Fagnanav łukach elip- 
M i hyperboli, 595. 
agnana o podziale 

lemniskaty, 604 

Gergonne'a o kausty- 

kach, 587 

„» Halphena o krzywiz- 
nach algebraicznych, 
262 —263, 271. 

„ Jacobiego o krzywych 
algebraicznych, 181. 

E Krausa o krzywych do- 
łączonych, 210. 

ji Landena o łukach hy- 
perboli, 596. 

` Legendre'a o kątach 
trójkąta płaskiego, 

u Legendre' ao trójkątach 
kulistych, 80. 

ai Maclaurina o stożko- 
wych, 122. 

„ Maclaurina o krzywych 
płaskich płaskich, 192. 

n Maclaurina o krzywej 
sześciennej, 223. 
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Twierdzenie Malusa-Dupina o kou- 
grueneyi normalnej,b80 


+ ani o trójkącie, 

s Mensniera 543, 

4 Newtona o krzywej 
o aw 191 

s öthera, 182 

s o reszcie w teoryikrzy- 
ię algebraicznych, 


s o zachowaniu rodzaju dla 
dwóch powierzchni, 294 

A Pascala, 122 

ii Riemanna-Rocha. 208. 

„a nteinera o spodkowycb 
585. 
Steinera o stożkowych, 
122. 

j Pascala i Brianchona, 
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w Pliekera o krzywych 
algebraicznych. 191. 
S Ponceleta o krzywych 
algebraicznych. 181. 
R Webera o krzywych 
dolączonych, 210—211. 
4 Weingartena o powło- 
kach powierzchni roz- 
winiętej, 572, 
Ty orząca osobliwa powierzeln ipro- 
stoliniowej, 428. 

Tworzące powierzehni rozwijalnej, 
Tworzenie geometryczne powierz- 
rzędu 3-go, 333, 

A rzutowe krzywych alge- 
braieznych, 203. 
s krzywych rzędu 4-40, 239. 
nm $i ” we- 
dług Geisera, 244, 
M rzutowe krzywych sześ- 
ciennych, 225. 
„~ rzutowe kwadryk, 149. 
Ró rzutowe stożkowych, 119. 
Typy rozmaitości o krzywiznie sta- 
dej 681, 
Uklad czworościenny czyli tetra- 
metryczny spółrzędnych, 42. 
„  izotermiezny krzywych na po- 
wierzchni, 536. 
„  kanoniezny grup punktów 
na krzywej algebraicznej, 207 
„ plaski, 2. 
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Układ 7 alaenóy jednorodnych, 
13. 

j PTU Weierstrassa, 
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Układy dwu stożkowych, 147. 
„ homaloidalne krzywych, 202 
„  homototyczne 37. 
„  kolinearne, 33, 
„ liniowe grup punktów, 63. 
i a krzywych, płaskich, 
196. 
M „.. powierzchni, 289— 90 
„ płaskie jednokreślne, 33. 
» powierzchni ortogonalnych, 
578. 
„ podobne, 35. 
„ wzajemne, 5 
„ zerowe, 52, 306, 450, 472. 
« Zupełne utworów niezmien- 
niczych, 89, 107. 
Umbiliki, patrz pnnkty kołowe. 
Unduloida, 565 
Utwory niezmiennieze, 82, 
s m układu form 
trójkowych, 144 


Wersiera, patrz Zwrotnica, 


Walec eliptyczny, 159, 160. 
„  hyperboliczny, 159, 160. 
„  paraboliczny, „ y 
Warunek liniowości przestrzeni, 676 
„ wymiaru formy geome- 
trycznej, 491. 
Wężownice eliptyczne 230—231, 
Ra hyperboliczne „  ,. 
i paraboliczne „ , 
Wiązka płaszczyzn, 2. 
= prostych, 1. 
Wiełokąty Steinera, 223. 
Wielopunkty. 648. 
Wielościany Archimedesa, 636 
» Eulera, 634. 
s Platona, 635 
R utworzone z płaszczyzn 
trójstycznych do po- 
wierzchni rzędu 4-go, 


W ierzchołki stożkowych, 133 

Wklęsłość i wypukłość krzywych 
płaskich, 512. 

Własności graficzne, 5. 

miarowe lub metryczne, 5 

metryczne kwadryki, 173. 
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Własności metryczne stożkowych,135 
m ogniskowe kwadryk, 169. 
5 „ Stożkowych, 138. 
s rzutowe kwadryk, 152. 
5 a stożkowych, 122. 
A „a , trójkątow, czwo- 

kątów i t. d., 69. 

W skazująca Dupina, 544. 

Wypadkowa, 96. 

Wyróżnik, 96. 

Wyróżnik formy kwadratowej, 99 


„ krzywej, 187. 
„  kwadryki, 156 
„ Stożkowej, 126 
W yznacznik Hessego, 114. 
W yznaczniki funkcyjne, 94. 
Wzór Hamiltona (dla kongruencyi), 
» odpowiedniości Cayley'a i 
Brilla, 211. 
„  Stringhama, 638. 
„  Zeuthena zteoryi krzywych 
algebraicznych, 219. 
Wzory Codazzi'ego; 535 
„  Freneta i Serreta i uogólnie- 
nie ich dla krzywych w pr: 
strzeniach liniowych, 525, 
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na incydencyę i koincyden- 
cyę, 493. 
„  Pliiekera, 184, 185. | 
„  trygonometryi kulistej, 76—79, 
`i płaskiej, 82—74. 
» Weierstrassa dla powierzch- 
ni minimalnych, 566—567. 


Zagadnienie Plateawa, 569. 
Zasada biegunowości, 6. 
„ dwoistości, 6. 
„  odpowiedniości Chasles'a, 19. 
.. przeniesienia, 91. 
„ zachowania liczby w geome- 
tryi liczącej, 490. 
Zginanie rozmaitości, 677. 
Znikanie wyróżnika krzywej 188. 
Znakowanie symboliczne dla kom- 
pleksów, 447 
5 koneksów, 108. 
Związki metryczne w postaci rzuto- 
towej, 699. 
„ pomiędzy liezbami charak- 
terycznemi powierzchni alge- 
braieznych, 261. 
ptnica, 598. 


